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Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1783;    1786. 


I. 

Les  mouvements  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  autour  du  Soleil 
et  de  la  Terre  elle-même  autour  de  son  centre  de  gravité  ont  été  déter- 
minés avec  beaucoup  de  précision,  et,  s'il  reste  quelque  incertitude  à 
cet  égard,  elle  n'a  pour  objet  que  des  inégalités  périodiques  dont  la 
petitesse  échappe  aux  observations,  ou  des  inégalités  séculaires  que 
la  suite  des  temps  peut  seule  rendre  sensibles;  mais  nous  sommes 
bien  loin  de  connaître  avec  la  même  exactitude  la  constitution  du 
globe  terrestre,  c'est-à-dire  sa  figure,  celle  de  ses  couches  et  la  loi 
suivant  laquelle  leur  densité  varie  du  centre  à  la  surface.  La  nature 
oppose  à  nos  recherches  sur  ce  point  des  obstacles  qu'il  nous  sera 
toujours  impossible  de  surmonter  :  nous  sommes  ainsi  réduits  à  tirer 
des  phénomènes  qui  dépendent  de  la  constitution  de  la  Terre  et  que 
nous  pouvons  observer  à  sa  surface,  sinon  les  vrais  éléments  de  la 
théorie  physique  de  cette  planète,  du  moins  les  limites  entre  les- 
quelles ils  sont  compris.  Ces  recherches,  intéressantes  par  elles' 
mêmes,  sont  encore  d'une  grande  utilité  en  Astronomie;  les  mou- 
vements du  Soleil  et  de  la  Lune  donnés  par  les  Tables  sont  rapportés 
au  centre  de  gravité  de  la  Terre.  C'est  ce  point  que  l'on  regar<îo 
comme  immobile  dans  la  théorie  de  la  Lune  et  d'où  l'on  suppose 
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émaner  la  force  principale  qui  retient  cet  astre  dans  son  orbite; 
ainsi,  pour  comparer  la  théorie  aux  observations,  il  faut  les  réduire 
au  centre  de  gravité  de  la  Terre,  ce  qui  suppose  une  connaissance 
au  moins  fort  approchée  de  la  longueur  des  rayons  menés  de  ce  point 
à  sa  surface.  La  Terre  étant  à  très  peu  près  sphérique,  la  variation 
des  parallaxes,  dépendante  de  sa  figure,  est  inappréciable  par  rap- 
port au  Soleil  et  aux  planètes;  mais  elle  est  sensible  relativement  à 
la  Lune  :  elle  serait  de  plus  de  20  secondes  si  l'aplatissement  de  la 
Terre  était  jfj,  comme  plusieurs  astronomes  le  supposent.  Cette 
quantité  n'est  point  à  négliger  et  demande  à  être  déterminée  avec 
soin,  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  où  les  observations  sont  sus- 
ceptibles d'une  grande  précision,  et  dans  un  temps  où  la  théorie  de 
la  Lune  est  devenue  si  importante  pour  la  Navigation  et  pour  la  Géo- 
graphie. Je  me  propose  d'exposer  dans  ce  Mémoire  ce  que  les  obser- 
vations et  la  théorie  nous  apprennent  sur  la  constitution  de  la  Terre 
et  de  déterminer  aussi  exactement  qu'il  est  possible  la  figure  que  l'on 
doit  supposer  à  cette  planète  dans  le  calcul  des  principaux  phéno- 
mènes qui  en  dépendent,  tels  que  la  variation  de  la  pesanteur  de 
l'équateur  aux  pôles,  les  parallaxes,  les  éclipses,  la  précession  des 
équinoxes  et  la  nutation  de  l'axe  terrestre. 

II. 

Des  mesures  très  multipliées  des  degrés  du  méridien  et  des  perpen- 
diculaires à  la  méridienne  donneraient  la  loi  des  rayons  osculateurs 
de  la  surface  de  la  Terre  et,  par  conséquent,  la  nature  de  cette  sur- 
face; mais  ce  moyen  est  impraticable  par  la  multiplicité  des  mesures 
qu'il  exige  :  d'ailleurs,  on  n'aurait  ainsi  que  les  rayons  osculateurs 
des  continents  et  des  îles,  dont  la  surface  n'est  qu'une  petite  partie 
de  celle  du  globe  terrestre.  Les  observations  seules  ne  peuvent  donc 
pas  nous  conduire  à  la  vraie  figure  de  la  Terre,  et,  pour  y  parvenir,  il 
est  nécessaire  de  les  combiner  avec  le  principe  de  la  pesanteur  uni- 
verselle. 
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La  Terre  étant  recouverte  en  grande  partie  des  eaux  de  la  mer,  les 
conditions  de  leur  équilibre  sont  les  données  les  plus  générales  que 
nous  ayons  sur  la  figure  de  cette  planète;  or  les  géomètres  ont  fait 
voir  que,  en  lui  supposant  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  très 
peu  différent  de  la  sphère,  cet  équilibre  peut  subsister  en  vertu  de 
toutes  les  forces  dont  elle  est  animée;  il  suffit  alors  de  la  mesure  de 
deux  degrés  pour  déterminer  la  figure  de  la  Terre,  et  c'est  dans  cette 
vue  que  les  voyages  célèbres  des  astronomes  français,  vers  le  pôle  et  à 
l'équateur,  ont  été  entrepris.  A  l'observation  de  la  mesure  des  degrés 
ils  ont  joint  l'observation  non  moins  importante  de  la  longueur  du 
pendule  à  secondes.  Des  mesures  semblables  ont  été  faites  avec  un 
grand  soin  dans  plusieurs  parties  du  globe,  et  cela  était  indispensable 
pour  vérifier  l'hypothèse  de  l'ellipticité  de  la  Terre  qui  n'est  une  suite 
nécessaire  de  l'équilibre  de  la  mer  que  dans  le  cas  où  cette  planète 
est  homogène.  La  théorie  elliptique  offre  encore  un  moyen  de  vérifier 
cette  hypothèse;  car  alors  les  lois  de  la  variation  de  la  pesanteur  et  de 
celle  des  degrés  sont  liées  entre  elles  de  manière  que,  en  ajoutant 
l'ellipticité  de  la  Terre  au  rapport  de  la  variation  totale  de  la  pesan- 
teur à  la  pesanteur  moyenne,  la  somme  est  égale  à  cinq  fois  la  moitié 
du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  rapport  qui,  comme 
l'on  sait,  est  j^.  Voyons  maintenant  ce  que  l'observation  nous  a  fait 
connaître. 

III. 

Parmi  toutes  les  mesures  des  degrés  du  méridien,  nous  ne  considé- 
rerons que  celles  qui  ont  été  faites  au  Nord,  en  France,  à  l'équateur 
et  au  cap  de  Bonne-Espérance,  et  qui,  par  les  soins  et  les  noms  des 
observateurs,  méritent  une  entière  confiance.  Ces  mesures  sont  com- 
prises dans  la  Table  suivante  (Cosmographie  de  M.  l'ahbé  Fersi,  t.  Il, 

p.  87): 

Latitudes.  Degrés  mesurés. 

.  o      '  loUes 

Equateur o.  o  56753 

Cap  de  Bonne-Espérance 33. 18  57087 

France 49-23  57074 

Nord 66.20  57405 
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Supposons  que  les  erreurs  de  ces  mesures  soient  exprimées  respecti- 
vement par  les  nombres  de  toises  x,  x\  x\  x'";  si  l'on  nomme  6  la 

latitude  et  kI'^kô  l'ellipticité  de  la  Terre  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  différence  de  ses  axes,  celui  du  pôle  étant  pris  pour  l'unité,  l'ex- 
pression générale  en  toises  du  degré  du  méridien  sera,  à  très  peu 
près,  dans  l'hypothèse  elliptique, 

56753  +  0?  + jsin^^. 

Si  l'on  compare  la  première  des  quatre  mesures  précédentes  suc- 
cessivement avec  la  seconde,  la  troisième  et  la  quatrième,  on  aura  les 
trois  expressions  suivantes  dey  : 

y  =  942, 19 +  (^'  — a?)  3,3176, 

J=:  557,09  +  (a?" — .27)1,7355, 

J  =  777'24  +  C^"'- -3:;)  1,1921- 

S'il  n'y  avait  point  d'erreur  sensible  dans  les  mesures,  les  grandes 
différences  de  ces  trois  valeurs  de  y  indiqueraient  évidemment  que  la 
Terre  n'est  point  un  ellipsoïde  de  révolution;  mais,  avant  que  de 
rejeter  cette  figure,  il  faut  examiner  si  les  erreurs  que  l'on  doit  sup- 
poser aux  observations  sont  au-dessus  de  celles  que  comportent  ces 
observations,  ce  qui  se  réduit  à  déterminer  le  système  des  valeurs 
de  X,  x\  x",  x'" ,  qui,  satisfaisant  aux  trois  équations  précédentes, 
donne,  abstraction  faite  du  signe,  la  plus  petite  valeur  possible  à 
la  plus  grande  de  ces  quantités.  C'est  une  question  de  minimis  d'un 
genre  particulier  et  dont  la  solution  est  utile  dans  toutes  les  cir- 
constances où  il  s'agît  de  voir  si  les  résultats  d'une  hypothèse  sont 
dans  les  limites  des  erreurs  dont  les  observations  sont  susceptibles; 
on  peut  la  résoudre  par  la  méthode  suivante. 

Les  trois  équations  précédentes  donnent,  en  retranchant  la  seconde 
successivement  de  la  première  et  de  la  troisième, 

o  =  385,10  —  a?*.  1,7355  +  ^'  .3,3176  —  X.  1,5821, 
o  —  220,i5  +  af .  1,1921  —  x" ,  1,7355  +  07.0,5434. 

Supposons  d'abord  que  l'on  n'ait  entre  un  nombre  quelconque 
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d'indéterminées  x,  x',  ce",  x"\  ...  qu^une  seule  équation  du  premier 
degré  que  nous  représenterons  par  celle-ci 

a  étant  positif. 

On  aura  le  système  des  valeurs  de  x,  x\  x'\  ar'",  ...  qui  donne, 
abstraction  faite  du  signe,  la  plus  petite  valeur  possible  à  la  plus 
grande  de  ces  quantités,  en  les  supposant,  au  signe  près,  toutes 
égales  entre  elles  et  au  quotient  de  a  divisé  par  la  somme  des  coef- 
ficients m,  n,  p,  ...  pris  positivement;  quant  au  signe  que  chaque 
quantité  doit  avoir,  il  doit  être  le  même  que  celui  du  coefficient  de 
cette  quantité  dans  l'équation  proposée. 

Si  l'on  a  deux  équations  entre  ces  indéterminées,  le  système  qui 
donnera  la  plus  petite  valeur  possible  à  la  plus  grande  sera  tel  que, 
abstraction  faite  du  signe,  toutes  ces  indéterminées  seront  égales 
entre  elles,  à  l'exception  d'une  seule  qui  sera  plus  petite  que  les 
autres,  ou  du  moins  qui  ne  les  surpassera  pas.  En  supposant  donc 
que  x  soit  cette  quantité,  on  la  déterminera  en  fonction  de  x\  x'\  . . . 
au  moyen  de  l'une  des  équations  proposées;  en  substituant  ensuite 
cette  valeur  de  x  dans  l'autre  équation,  on  en  formera  une  entre  x\ 
x\ Représentons-la  par  la  suivante 

a  étant  positif;  on  en  tirera,  comme  ci-dessus,  les  valeurs  de  x', 
x",  ...  en  divisant  a  par  la  somme  des  coefficients  n,  p,  ...  pris 
positivement  et  en  donnant  successivement  au  quotient  les  signes 
de  n,  p,  »...  Ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  x  en  x\ 
x",  . . . ,  donneront  la  valeur  de  x;  et  si  cette  valeur,  abstraction  faite 
du  signe,  n'est  pas  plus  grande  que  celles  de  x\  x" ,  ...,  ce  système 
de  valeurs  sera  celui  qu'il  faut  adopter;  mais,  si  elle  est  plus  grande, 
il  faudra  opérer  successivement  sur  x\  x\  . . .  comme  on  vient  de  le 
prescrire  relativement  à  x,  et  l'on  arrivera  infailliblement  au  système 
cherché.  Il  est  facile  d'étendre  cette  méthode  au  cas  où  l'on  aurait 


8  MÉMOIRE  SUR  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE. 

trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'équations  entre  les  indéterminées  x, 

OC  9  Ou   ^   •  •  «  • 

En  l'appliquant  aux  équations  précédentes,  on  trouve 

x"=  75'°'=",  57,        x"'=  —  75t°'s«%  57, 

d'où  l'on  tire  j  =  684**^'^^%  4  î  c'est  la  différence  des  deux  degrés  du 
pôle  et  de  l'équateur.  Suivant  cette  valeur  de  j,  les  deux  axes  du  pôle 
et  de  l'équateur  sont  à  très  peu  près  dans  le  rapport  de  249  à  2^0,  et 
l'on  est  assuré  que  tout  autre  rapport  donnerait  dans  quelques-unes 
des  quatre  mesures  précédentes  une  erreur  au-dessus  de  75*°'^*^^. 

Une  erreur  de  76*°'^*^  est  peu  vraisemblable  :  il  est  moins  vraisem- 
blable encore  qu'elle  se  rencontre  à  la  fois  dans  les  trois  mesures  du 
Nord,  de  France  et  du  cap  de  Bonne-Espérance;  d'ailleurs,  le  cas  qui 
ne  donne  que  75*'''''**^  d'erreur  étant  une  limite,  il  est  infiniment  peu 
probable.  Enfin,  on  trouverait  de  plus  grandes  erreurs  si  l'on  faisait 
usage  des  autres  mesures  des  degrés  terrestres;  car,  en  adoptant  les 
valeurs  précédentes  de  x  et  de  y,  le  degré  correspondant  à  la  latitude 
de  39*^12',  et  calculé  d'après  l'expression  du  degré  terrestre 

56753  -\-  X  -\-  y  sin^  Q, 

serait  de  57028**'*"%  55  :  le  degré  mesuré  à  cette  altitude  en  Pensyl- 
vanie  a  été  trouvé  de  56888  toises,  moindre  que  le  précédent  de 
j^Qtoises  55^  et  il  est  visible  que  l'on  ne  peut  diminuer  cette  erreur 
qu'en  augmentant  celles  des  autres  mesures. 

De  là  nous  pouvons  conclure  que  l'hypothèse  d'une  figure  ellip- 
tique ne  peut  pas  se  concilier  avec  les  observations  de  la  mesure  des 
degrés  terrestres  et  que  la  Terre  s'écarte  sensiblement  de  cette  figure; 
de  plus,  il  est  fort  probable  qu'elle  n'est  pas  formée  de  deux  parties 
semblables  de  chaque  côté  de  l'équateur,  car  le  degré  mesuré  au  cap 
de  Bonne-Espérance  est  presque  égal  au  degré  de  Paris,  quoique 
les  latitudes  de  ces  deux  lieux  soient  différentes,  et  il  surpasse  de 
j^^toises  ig  jggp^  ^jg  Pensylvanie,  qui  cependant  est  plus  voisin  du 
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pôle  d'environ  6  degrés,  ce  qui  semble  indiquer  que  la  Terre  est 
plus  aplatie  vers  le  pôle  austral  que  vers  le  pôle  boréal.  On  peut 
même  soupçonner,  d'après  ces  mesures,  que  la  Terre  n'est  pas  un 
solide  de  révolution  ;  mais  les  erreurs  dont  elles  sont  susceptibles 
ne  permettent  pas  de  prononcer  sur  cet  objet. 

IV. 

Les  variations  observées  dans  la  longueur  du  pendule  à  secondes 
suivent  une  marche  bien  plus  régulière  que  les  variations  des  degrés 
des  méridiens;  elles  s'éloignent  fort  peu  de  la  loi  du  carré  du  sinus 
de  la  latitude,  et  la  formule  suivante  les  représente  à  ^^  de  ligne  près, 
c'est-à-dire  avec  toute  l'exactitude  qu'elles  comportent  : 

Longueur  du  pendule  à  secondes  =  439''6°®%3o  +  a^'e"",  438  sin*ô. 

On  peut  facilement  s'en  convaincre  par  l'inspection  de  la  Table  sui- 
vante : 

Longueur 

observée  calculée 

du                        par  Erreur 

pendule  la  formule  de 

Latitude.                         à  secondes.  précédente.  la  formule. 

o       t  lignes  lignes  li^es 

o.  0 439,21  439,30  0,09 

9-34 439,30  439,37  0,07 

18.27 439,47  439,54  0,07 

33. i8 440,14  440,04  —  0,10 

4i-54 440, 38  440,39  0,01 

48.12 440, 56  440, 65  0,09 

48. 5o 440,67  440,68  0,01 

5i.3i 440,75  440,79  0,04 

59.56 441, 23  44i>i3  —  0,10 

66.48 441,27  441, 36  0,09 


V. 

La  longueur  moyenne  du  pendule  à  secondes  est,  suivant  la  for- 
mule précédente,  de  44o"^°'%52,  et  la  variation  totale  de  la  pesanteur 
est  de  2''^",438  :  les  longueurs  du  pendule  étant  proportionnelles 
aux  pesanteurs,  le  rapport  de  la  variation  totale  de  la  pesanteur  à  la 

ORwres  de  L.  ~  W.  a 
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pesanteur  moyenne  sera  tt^-^  ou  o,oo55344-  Nous  avons  observé 
(art.  II)  que,  si  la  Terre  est  elliptique,  le  rapport  précédent  ajouté  à 

s. 

l'ellipticité  de  la  Terre  est  égal  à  —  ou  à  o,oo865o5;  en  retranchant 
donc  o,oo55344  de  ce  dernier  nombre,  on  aura  o,oo3ii6i  pour  l'el- 
lipticité de  la  Terre  tirée  de  la  variation  de  la  pesanteur,  ce  qui  donne 
les  deux  axes  de  la  Terre  dans  le  rapport  de  820  à  821 .  Ce  rapport 
diffère  trop  de  celui  de  249  à  2S0  qui,  par  l'article  III,  approche  le 
plus  de  satisfaire  aux  mesures  des  degrés,  pour  que  cette  différence 
puisse  être  attribuée  aux  erreurs  des  observations;  ainsi  les  deux 
moyens  qui  doivent  servir  à  vérifier  l'hypothèse  elliptique,  savoir  la 
mesure  de  plusieurs  degrés  et  la  variation  observée  de  la  pesanteur,  se 
réunissent  pour  exclure  cette  hypothèse;  mais  il  est  très  remarquable 
que,  tandis  que  les  variations  des  degrés  s'écartent  sensiblement  de 
la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  latitude,  cette  loi  représente  à  très  peu 
près  les  variations  de  la  pesanteur.  Ce  phénomène  est  un  des  points 
les  plus  importants  de  la  théorie  de  la  Terre  ;  en  le  combinant  avec  les 
conditions  de  l'équilibre  de  la  mer,  nous  allons  en  voir  naître  la  loi 
de  la  variation  des  rayons  terrestres. 

VI. 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  de  considérer  la  figure  de  la  Terre  avec 
la  plus  grande  généralité,  sans  s'astreindre  à  aucune  hypothèse  sur 
la  figure  et  sur  la  densité  de  ses  couches,  en  supposant  uniquement 
qu'elle  est  peu  différente  d'une  sphère  et  que  le  fluide  qui  la  recouvre 
est  en  équilibre  :  c'est  ainsi  que  j'ai  envisagé  la  figure  des  planètes 
dans  l'Ouvrage  que  j'ai  publié  sur  cette  matière  dans  le  Volume  de 
nos  Mémoires  pour  l'année  1782  (*).  J'y  suis  parvenu  à  des  formules 
générales  et  simples  sur  les  attractions  des  sphéroïdes  quelconques 
peu  différents  de  la  sphère,  et  j'en  ai  tiré  les  lois  de  la  variation  des 
rayons  et  de  la  pesanteur  à  la  surface  qui  résultent  de  l'équilibre  du 

(  •  )  OEuvrcs  de  Laplace,  T.  X,  p.  34 1 . 


MÉMOIRE  SUR   LA   FIGURE  I)E  LA  TERRE.  il 

tluitle  dont  on  les  suppose  recouvertes,  quelles  que  soient  d'ailleurs 
les  forces  qui  l'animent  :  ces  formules,  appliquées  à  la  Terre,  donnent 
les  résultats  suivants. 

Soit  0  l'angle  que  forme  un  rayon  quelconque  d'une  couche  du  sphé- 
roïde terrestre  avec  l'axe  de  rotation;  ct  l'angle  que  forme  le  plan  qui 
passe  par  ces  deux  lignes  avec  un  plan  invariable  passant  par  l'axe 
de  rotation;  soit  a(i  h-  aj)  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la 
Terre  h  la  surface  de  cette  couche,  a  étant  un  très  petit  coefficient  et  y 
étant  une  fonction  de  (x  et  de  cr;  supposons  que  cette  fonction  soit 
mise  sous  la  forme  suivante 

Y(o)^  Y^*\  Y^^\  . . .  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  (x, 
\fT~—  p."coscT,  v/i  —  [J"-'  siuCT,  d'un  ordre  égal  à  l'indice  de  ces  fonc- 
tions, et  qui  soient  telles  que  la  fonction  Y^'^  satisfasse,  quel  que  soit  /, 
à  l'équation  aux  différences  partielles 


d[i-  I  —  [k 

Soit  enfin  p  la  densité  de  la  couche,  p  étant  fonction  de  «,  et  nom- 
mons aç  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  ;  les  conditions 
de  l'équilibre  donnent  à  la  surface  les  équations  suivantes  : 

o  =  Y«"y  p  da}  —  3fp  <i(a5  Y^o)  )  —  {  'ffp  da\ 

o  =:  Y(»)y*p  rfa'  — y*p  ^(«*  Y'»'), 

o  =  Y(')/pc?a»-f/pû?(a«Y<*))  +  i9(f;L'-i)/prfa», 

• » 

o  —  Y(i)fpda^ i_yprf(a'+3Y(''), 

les  différentielles  et  les  intégrales  étant  relatives  à  la  variable  a,  et  les 
intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  a  à  la  sur- 
face, valeur  que  nous  désignerons  par  l'unité. 
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La  propriété  du  centre  de  gravité  où  nous  fixons  l'origine  des  rayons 
donne  les  trois  équations  suivantes,  en  négligeant  les  quantités  de 
l'ordre  a^, 

o=  f  f  f  p\Ji  —  fjL^cosGjrf/ntfe<i[a*(n-4ay)], 
0=  f  f  f  psji  —  [i.^  '&\nTss d^i. drs d[a'* {i  -h  4a/)], 

les  troisièmes  différentielles  étant  relatives  à  la  variable  a,  et  les  inté- 
grales étant  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  «  =  i,  depuis  ^  =  i  jusqu'à 
fjL  =:  —  I ,  et  depuis  cy  =  o  jusqu'à  vs  —  36o°  ;  ces  trois  équations  donne- 
ront ainsi,  en  y  substituant  au  lieudejsavaleur  Y^**^H-Y^*^  +  Y^2^  + . ... 

o  =fffpiJ.  dii  dxs d{a'YW  -+-  a* Y^i'  +  a* Y^^'  +  .••), 

o  =fffp  sA^^f^  coscT  dix  dm  c/(a*  Y(«'  -h  a*  Y^*)  +  a*  Y^-)  +  ...), 

o  =yyy*p  V'T^^  sincT rf/ji rfcT rf(a^  Y^*»)  +  «*Y(»)  4- a*  Y''')  +  . . . ). 

Pour  exécuter  ces  intégrations,  je  vais  rappeler  ici  un  théorème  général 
que  j'ai  démontré  dans  l'Ouvrage  cité. 

Si  Y'''  et  IJf''^  sont  deux  fonctions  rationnelles  et  entières  de  {x, 
v/r^^^^~[I^  cosCT  et  y/i  —  H^^  sincj,  qui  satisfont  aux  équations  à  différences 
partielles 


^[(I- 

,,  aY')~|        (?^Y<') 

àu              àm^          .,  .        .y.T,,; 

^—^-[ +f(f  4-i)Y('>, 

dix                     I  — fx-          ^ 

à[{i- 

,,aU('")'l        a^U^'") 

dp-              àvs^          ...  .,       .f,,,,, 

O'fL                                   1  IJ.^ 

on  aura,  lorsque  les  nombres  i  et  i'  sont  différents, 

0—ffY^i)\]^i')dlLdxS, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  [jt.  =  i  jusqu'à  {/  =  —  1,  et  depuis 
CT  =  o  jusqu'à  CT  =  36o*'. 

11  suit  de  là  que,  jx,  y^i  —  (jl^'cosct  et  sjT—  [x^sincy  étant  de  la 
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forme  U^'\  les  trois  équations  précédentes  deviennent 

o  =fffp  dix  dw  d{a^\^')  ), 

o  =  fffç  sji  —  II*  coscj d^i dxs d{a^  Y^*^), 

o=:fJ'fç)sJi  —  IX*  sinjs dix dts d{a^Y^^^). 

Ces  intégrales  paraissent  supposer  la  connaissance  de  Y^''  dans  l'in- 
térieur du  sphéroïde;  mais  on  peut,  au  moyen  des  équations  précé- 
dentes de  l'équilibre,  les  ramener  à  ne  dépendre  que  de  la  valeur 
de  Y^'^  à  la  surface  extérieure;  en  effet,  la  seconde  de  ces  équations 

donne 

fpd{a''Y^'))  —  Y<'''>fç>da\ 

la  valeur  de  Y^'\  dans  ce  second  membre,  étant  relative  à  la  surface 
extérieure.  On  aura  donc 

o—ffY^')dixdw, 

o  zi:  /y  Y(*>  v^i  —  fx*  coscT  dix  dxs, 

o  =Jj'Y^'^)  sJV^'ix*  èinvs dixduj. 

Y^'^  est  de  cette  forme 


Rix  -i-H'  \/ 1  —  IX*  cosrs  -h  W  \/ 1  —  /x^sinsr; 

en  substituant  cette  valeur  dans  ces  trois  équations,  on  aura  H  =  o, 
H'=o,  H"=o,  partant  Y^'^=o.  On  voit  ainsi  que,  si  l'origine  des 
rayons  est  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  le  rayon  à  la  surface 

extérieure  sera 

iH- a (YW  +  YW  +  Y(3) -+-... ), 

et,  comme  aY^"^  est  une  constante,  on  pourra  la  supposer  comprise 
dans  la  constante  a  que  nous  avons  prise  pour  l'unité,  ce  qui  donne  à 
l'expression  du  rayon  à  la  surface  cette  forme  plus  simple 

,  +  «(Y(«)  H- Y<«)  +  Y(*) +  ...)• 
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VII. 

L'équilibre  permanent  du  globe  terrestre  peut  nous  éclairer  encore 
sur  la  nature  des  rayons  menés  de  son  centre  de  gravité  à  sa  surface. 
Si  cette  planète  ne  tournait  pas  exactement,  ou  du  moins  à  très  peu 
près,  autour  d'un  de  ses  trois  axes  principaux,  il  en  résulterait,  dans 
la  position  de  son  axe  de  rotation,  des  oscillations  qui  deviendraient 
sensibles  par  les  changements  de  la  hauteur  du  pôle,  et,  comme  les 
observations  les  plus  précises  n'en  font  apercevoir  aucun ,  nous 
devons  en  conclure  que,  depuis  longtemps,  toutes  les  parties  de  la 
Terre,  et  principalement  les  parties  fluides  de  sa  surface,  se  sont  dis- 
posées de  manière  à  rendre  stable  l'axe  de  la  Terre,  et  par  conséquent 
leur  état  d'équilibre.  Il  est  en  effet  très  naturel  de  penser  qu'après  un 
grand  nombre  d'oscillations  elles  ont  dû  se  fixer  à  cet  état,  en  vertu 
des  résistances  en  tout  genre  qu'elles  éprouvent;  voyons  maintenant 
la  condition  qui  en  résulte  dans  l'expression  du  rayon  terrestre. 

Si  l'on  nomme  x\  y\  z'  les  coordonnées  d'une  molécule  c?M  de  la 
Terre,  ses  trois  axes  principaux  étant  ceux  mêmes  des  coordonnées 
dont  nous  fixons  l'origine  à  son  centre  de  gravité,  on  aura,  par  la  pro- 
priété de  ces  axes, 

o=fx'ydM,        o—Jx'z'dm,         o=fy'z'dM; 

mais,  a(i  -+-  ccy)  étant  le  rayon  d'une  couche  terrestre,  on  a 

^'=a(i +  «/)//, 

y'  =  a{i  +  ocf)\/i  —  jx^coscj, 

z'  —  n{i  +  cny)\/i  —  ^^  sincj. 


D'ailleurs 
on  aura  donc 


d^  =  —  \pdiJ.dmd\ci^{i  +  a7)']; 

°  "^  fffp^  V^'  — f^'  cosw diidwd[a^i  +  5 aj)], 
^  —ffjPi^  V^^-^'  sincj  dix  d^  d[a'{i  4-  Sa/)], 
^—fJJp^^  —  f^')sin2GTrf^£/GTrf[a5(n-5aj)], 
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les  dernières  difTérentielles  étant  relatives  à  la  variable  a,  et  les  inté- 
grales étant  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  «  =  i ,  depuis  (Jt,  =  i  jusqu'à 
{JL  =  —  I ,  et  depuis  u  =  o  jusqu'à  cr  =  36o°. 
Les  quantités 

^y/i  —  ILx'cosGT,     y.\/i--  iJ.^  sinvy,     (i  —  p.')  sinaro 

sont  comprises  dans  la  forme  U^'^•  en  substituant  donc  au  lieu  de  y  sa 
valeur  Y^^^H-  Y<'^ -f- Y<*^ -h  . . . ,  les  trois  équations  précédentes  se  ré- 
duiront aux  suivantes,  en  vertu  du  théorème  énoncé  ci-dessus  : 

o  =zj'j'j'py.sji  —  ^^  cosGT  d[x.dxs  d{a^\^*)). 

On  peut  exécuter  les  intégrations  relatives  à  la  variable  a  au  moyen 
des  équations  précédentes  de  l'équilibre,  qui  donnent 

la  valeur  de  Y<^^  du  second  membre  de  cette  équation  étant  relative  à 
la  surface  ;  on  aura  ainsi 

o  =  /y  Y' ^'  /x  y/i  —  fjL^  coscT  ofjji  dxn, 

0=  y  f  Y^^^iJ-s/i  —  yi^  s\nrn  dix  dm, 

Ces  équations  sont  indépendantes  de  la  constitution  intérieure  de  la 
Terre  et  se  rapportent  uniquement  à  sa  surface.  La  .valeur  de  Y^'^est 
de  cette  forme 

Hiix"-—  \)  -t-U'fjtv^— fx*sinGT-i-HVv/'  — fJ^*coscT 
4- H*(i  —  pL*)sin2GTH- H'^(i  —  jjt')  cos?.5j; 
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en  la  substituant  dans  les  équations  précédentes,  on  aura 

H'=o,        H"=:o,        H"  1=0, 
ce  qui  réduit  Y^^^  à  cette  forme 

H(/^-—  i)  +  H'^(l  —  /Jl')  C0S2CT. 

Telle  est  la  condition  qui  résulte  de  la  supposition  que  la  Terre  tourne 
autour  d'un  de  ses  axes  principaux;  mais  les  constantes  H,  H"'  et  les 
fonctions  Y^^\  Y^*^  . . .  restent  indéterminées.  Voyons  ce  que  les  autres 
phénomènes  dépendants  de  la  figure  de  la  Terre  nous  apprennent  sur 
leur  nature. 

Vlll. 

J'ai  fait  voir,  dans  l'Ouvrage  cité,  que  les  trois  expressions  du  rayon 
terrestre,  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  et  du  degré  du  méri- 
dien étaient  liées  entre  elles  de  la  manière  suivante. 

I  4-  a  (  Y^'^)  -h  Y^'^  4-  Y''^  +  . . .  -1-  Y^'^  +  . . .  )  étant  l'expression  du 
rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  à  sa  surface,  si  l'on 
nomme  /  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  on  aura 

/=L  +  aL[Y(^)4-2Y(3)+3Y(*)  +  ...4-(i-i)Y('")  +  ...]-t-|aL<p(/z2_^), 

L  étant  une  constante  que  l'on  déterminera  par  l'observation. 

Si  l'on  nomme  ensuite  c  le  degré  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  ce 
que  nous  avons  pris  pour  l'unité,  l'expression  générale  du  degré  du 
méridien  sera 

c  — 6acY(*'— i2acY(«'  — .. .—  i{i-hi)acY^i^  —  . . . 


—  (XC  — 


/^(Y(=) +  ¥<')  +  ... +  ¥"■)) 


Nous  avons  vu,  dans  l'article  IV,  que  les  observations  sur  la  Ion- 
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gueur  du  pendule  à  secondes  donnent  à  très  peu  près 

/  =:  439"8"''%  3o  4-  ai'B"",  438^» 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  =  44ol'6'»e'',  I  l3  +  2'i6"«'S  438  (  jJl«  —  I). 

En  comparant  cette  expression  de  /  à  la  précédente,  on  voit  :  i°  que 

la  quantité 

aL[2YW4-  3YW  +  . . .  +  (/-  i)Y(')  +  . . .] 

est  insensible  relativement  à  la  quantité 

aLY^«)  +  |aL(p(fx»-i),     • 

d'où  il  suit  qu'à  plus  forte  raison,  dans  l'expression  du  rayon  terrestre, 
la  quantité 

est  insensible  relativement  au  terme  aY^^-^;  2^  que  Ton  a  à  très  peu 

près 

L=i44o"s"",ii3, 

aLY'*)4-|aLcp(/jL2— J)z=:2>îg"«%438(fi'  — i). 

L'observation  donne  aç  =  ^  et,  par  conséquent,  faç  =  o,oo865o5  ; 
on  aura  donc 

en  sorte  que  le  rayon  du  sphéroïde  terrestre  est  à  très  peu  près 

I  —  o,oo3ni  (fjt.^ —  3). 

Ce  rayon  est  celui  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  dans  lequel  les 
deux  axes  sont  dans  le  rapport  de  820  à  821  ;  on  peut  ainsi  calculer  les 
variations  des  rayons  terrestres  et  de  la  pesanteur,  dans  la  supposi- 
tion où  la  figure  de  la  Terre  serait  celle  d'un  semblable  ellipsoïde. 

Les  observations  de  la  longueur  du  pendule  répandent,  comme  l'on 
voit,  un  grand  jour  sur  la  nature  des  rayons  terrestres  :  elles  font  voir 
non  seulement  que,  dans  la  fonction  Y<^^  qui,  par  l'article  précédent, 
se  réduit  à  cette  forme  H((x'' —  ^)  H- H"(i  —  {/.=')  cos2ct,  le  coefli- 

OEufres  de  L.  —  W.  3 
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cient  H'"  est  très  petit  relativement  à  H,  mais  encore  que  les  termes 
Y^^\  Y^*\  . . .  sont  insensibles  relativement  à  Y^^^  en  les  multipliant 
même  par  leurs  indices  respectifs  3,4» 

IX. 

Si  ces  termes  étaient  nuls,  la  variation  des  degrés  du  méridien  sui- 
vrait, comme  celle  de  la  pesanteur,  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  lati- 
tude; mais,  puisque  cette  loi  ne  peut  (article  III)  se  concilier  avec  les 
observations,  il  en  faut  conclure  que  les  fonctions  Y^^^  Y<*\  . . . ,  qui 
sont  insensibles  dans  les  expressions  du  rayon  terrestre  et  de  la  pesan- 
teur, ne  sont  cependant  pas  nulles,  et  qu'elles  deviennent  sensibles 
dans  l'expression  des  degrés  des  méridiens.  Gela  peut  avoir  lieu  d'une 
infinité  de  manières;  si  l'on  suppose,  par  exemple,  que 

H-aH(iJi^— D  +  ocY'') 

soit  l'expression  du  rayon  terrestre,  l'expression  de  la  longueur  /  du 
pendule  à  secondes  sera,  par  l'article  précédent, 

Z=L[n-a(H  +  fcp)(pL^-i)  +  (i-i)aY(')], 
et  l'expression  du  degré  du  méridien  sera 
c  +  facH-3acH(]x^-|)-/(tH-i)acY'')H-ac    '^y     '  -occ  ^_    ,  « 

Nommons  X  le  rapport  du  terme  aY^'\  qui  écarte  l'expression  du 
rayon  terrestre  de  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  latitude,  au  terme 
aH([A2— ^);  il  est  aisé  de  voir,  par  l'article  précédent,  que  H  +  |ç  est 
à  très  peu  près  —  JH,  et  qu'ainsi  le  rapport  du  terme  (i  —  i)aLY^'' 
au  terme  aL(H  H-fop)([x2  — |),  ^^^^  l'expression  de  la  longueur  du 
pendule,  est  à  très  peu  près  —  ^(i  ~  i)X. 

Le  rapport  du  terme  —  i(î  +  £)acY^'^  de  l'expression  du  degré  du 
méridien  au  terme  —  3acH((x2  —  {)  est  ^^^— X,  et  il  est  possible, 
par  la  manière  dont  la  longitude  ct  entre  dans  la  fonction  Y'\  que  la 
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quantité  entière 

—  i(i  H-i)acY''^  +  ac  — î^ —  ac r-, 

a\i.  I  —  fi' 

qui  écarte  la  variation  des  degrés  de  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  lati- 
tude, ait  un  plus  grand  rapport  au  terme  —  3acH({jL'  —  ^). 
Maintenant,  si  l'on  suppose  que  les  nombres  X,  —\{i—\)\  et 

— 2 — ^  expriment  les  rapports  des  quantités  qui  éloignent  les  ex- 
pressions du  rayon,  de  la  longueur  du  pendule  et  du  degré  du  méri- 
dien de  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  latitude,  aux  termes  qui  suivent 
cette  loi  dans  ces  expressions,  il  est  visible  que,  pour  rendre  X  et 

—  y(î  —  i)X  peu  sensibles  relativement  à  X,  il  suffit  de  prendre 

i  égal  ou  plus  grand  que  6;  car,  en  le  supposant,  par  exemple,  égal 
à  6,  les  trois  nombres  précédents  deviendront  X,  —  ^X,  i4X,  c'est- 
à-dire  que  les  variations  des  degrés  s'écarteront  environ  cinq  fois  plus 
de  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  latitude  que  celles  de  la  pesanteur,  ce 
qui  est  plus  que  suffisant  pour  satisfaire  aux  observations. 

Il  faudrait  un  grand  nombre  de  mesures  des  degrés,  faites  avec 
beaucoup  de  précision,  pour  déterminer  la  nature  des  fonctions  Y<'^ 
Y<'^'\  ...;  mais  il  nous  suffit  ici  d'avoir  expliqué  pourquoi  les  varia- 
tions de  la  pesanteur  suivent  à  très  peu  près  la  loi  du  carré  du  sinus 
de  la  latitude,  tandis  que  les  variations  des  degrés  s'en  écartent  d'une 
manière  sensible  :  ce  phénomène  remarquable  tient  à  ce  que  les 
termes  de  l'expression  du  rayon  qui  s'écartent  de  cette  loi  sont  dif- 
férentiés  une  seule  fois  dans  l'expression  de  la  pesanteur  et  subis- 
sent deux  différentiations  dans  l'expression  du  degré  du  méridien;  et 
il  arrive  que  ces  termes,  peu  sensibles  en  eux-mêmes  et  par  une  pre- 
mière différentiation,  deviennent  sensibles  par  une  seconde  différen- 
tiation. 

Nous  voilà  donc  conduits  à  ce  résultat  intéressant  :  savoir  que,  dans 
toutes  les  recherches  où  l'on  ne  fait  usage  que  des  rayons  terrestres  et 
de  leurs  premières  différences,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  supposer 
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que  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  le 
rapport  de  32o  à  32i;  que  cette  hypothèse  est  fort  approchée  relative- 
ment aux  rayons  terrestres;  qu'elle  l'est  un  peu  moins,  relativement 
à  leurs  premières  différences;  que  cependant  l'erreur  est  presque  in- 
sensible; mais  que  leurs  secondes  différences  s'écartent  sensiblement 
de  celles  qui  résultent  de  cette  hypothèse,  et  que  c'est  la  raison  pour 
laquelle  les  degrés  du  méridien,  qui  sont  donnés  par  les  secondes  dif- 
férences des  rayons  terrestres,  s'éloignent  de  la  loi  du  carré  du  sinus 
de  la  latitude. 

X. 

La  théorie  des  parallaxes  ne  dépend  que  des  rayons  terrestres  et  de 
leurs  premières  différences;  si  l'on  nomme  u  la  hauteur  d'un  astre  au- 
dessus  de  l'horizon,  s  sa  distance  au  centre  de  gravité  de  la  Terre, 
1  -+•  ay  le  rayon  mené  de  ce  centre  à  l'observateur,  a  étant  un  très 
petit  coefficient  et  y  étant  une  fonction  quelconque  de  la  longitude  et 
de  la  latitude;  si  l'on  représente  ensuite  par  y  la  parallaxe,  et  par  dq 
l'élément  de  la  courbe  que  forme  l'intersection  de  la  surface  du  sphé- 
roïde terrestre  par  le  vertical  de  l'astre,  il  est  facile  de  s'assurer  que, 
en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a^,  on  aura 

ây  . 
—  smu 
i-h  a  y  ôq 

siny= ^cosu  — a— i > 

'  s  s 

dy  étant  la  différence  des  valeurs  de  y  correspondantes  aux  extré- 
mités de  l'arc  dq. 

Si  la  parallaxe  est  horizontale,  u  =  o°,  et,  dans  ce  cas, 

I  +  a  y 
siny  = —\ 

les  parallaxes  horizontales  ne  dépendent  donc  que  des  rayons  ter- 
restres; mais  les  autres  parallaxes  dépendent  encore  des  premières 
différences  de  ces  rayons. 
De  là  et  de  l'article  précédent,  il  suit  que  l'on  peut  calculer,  sans 
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erreur  sensible,  les  éclipses  et  tous  les  phénomènes  dépendants  des 
parallaxes,  dans  la  supposition  où  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  les  axes  sont  dans  le  rapport  de  820  à  32i;  quant  à  la  ma- 
nière de  faire  entrer  l'ellipticité  de  la  Terre  dans  le  calcul  de  ces  phé- 
nomènes, la  méthode  dont  M.  du  Séjour  a  fait  usage  dans  ses  savants 
Mémoires  sur  les  éclipses  me  paraît  être  la  plus  directe,  la  plus  géné- 
rale et  la  plus  simple  que  l'on  puisse  désirer. 

XI. 

Le  phénomène  le  plus  remarquable  qui  dépende  de  la  figure  et  de 
la  constitution  de  la  Terre  est  celui  de  la  précession  des  équinoxes  et 
de  la  nutation  de  l'axe  terrestre;  il  est  d'autant  plus  important  d'exa- 
miner comment  il  se  lie  avec  les  déterminations  précédentes,  qu'il 
est  incompatible  avec  l'ellipticité  j~  que  l'on  a  supposée  à  la  Terre, 
d'après  les  mesures  des  degrés  de  France  et  du  Nord.  Dans  son  bel 
Ouvrage  sur  la  précession  des  équinoxes,  M.  d'Alembert  a  observé 
que,  quelques  hypothèses  que  l'on  fasse  sur  la  densité  des  couches 
terrestres  supposées  elliptiques,  il  est  impossible  de  concilier  l'ellip- 
ticité TYï  ^  ^^  surface  avec  les  quantités  observées  de  la  précession  et 
de  la  nutation.  Ce  grand  géomètre  n'a  pas  cru  cependant  devoir  aban- 
donner l'hypothèse  de  l'ellipticité  de  la  Terre;  mais  il  pense  que,  cette 
planète  étant  recouverte  en  grande  partie  par  la  mer,  ce  fluide  ne  peut 
pas,  à  raison  de  sa  mobilité,  influer  sur  la  précession  et  la  nutation, 
et  qu'ainsi,  dans  le  calcul  de  ces  phénomènes,  on  ne  doit  tenir  compte 
que  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  noyau  solide  que  la  mer 
recouvre.  On  peut  former  alors,  sur  l'aplatissement  de  ce  noyau,  une 
infinité  d'hypothèses  qui  concilient  les  quantités  observées  de  la  pré- 
cession  et  de  la  nutation  avec  l'ellipticité  ^j^  à  la  surface  de  la  mer; 
mais,  ayant  déterminé  avec  soin  les  oscillations  de  la  mer  et  sa  réac- 
tion sur  le  noyau  terrestre,  j'ai  fait  voir  qu'il  ne  fallait  pas  la  négliger 
dans  la  théorie  de  la  précession  et  de  la  nutation,  que  les  quantités  de 
ces  deux  mouvements  sont  exactement  les  mêmes  que  si  la  mer  for- 
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mait  une  masse  solide  avec  la  Terre,  et  que  cela  est  généralement 
vrai,  quelles  que  soient  la  figure  de  la  Terre  et  la  loi  de  la  profondeur 
de  la  mer.  On  voit  ainsi  que  la  difficulté  élevée  par  M.  d'Alembert 
contre  l'ellipticité  de  la  Terre  subsiste  en  entier,  et  que,  pour  la 
résoudre,  il  faut  nécessairement  rejeter  l'hypothèse  elliptique  dans  le 
calcul  des  degrés  des  méridiens,  ce  qui  vient  à  l'appui  de  ce  que  nous 
avons  dit  sur  cet  objet  dans  l'article  III.  Voyons  maintenant  si  l'ex- 
pression du  rayon  terrestre 

I  -  o,oo3i  [  I  (fx"-  i)  ^-  aY'')  -f-  a Y(*)  -h. . ., 

qui,  par  l'article  VIII,  résulte  des  observations  de  la  longueur  du  pen- 
dule, satisfait  aux  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation. 
Sans  se  donner  la  peine  de  les  calculer  de  nouveau,  on  peut  aisément 
parvenir  aux  résultats  que  donne  cette  expression  par  les  considéra- 
tions suivantes. 

XII. 

Le  mouvement  de  l'axe  d'une  planète  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité dépend,  comme  l'on  sait,  des  moments  d'inertie  de  la  planète  par 
rapport  aux  plans  de  ses  trois  axes  principaux  et  des  moments  des 
forces  perturbatrices.  Considérons  d'abord  les  moments  d'inertie  de  la 
planète  par  rapport  aux  plans  de  ses  axes  principaux. 

a(n-  aj)  étant  le  rayon  d'une  couche  de  la  planète,  l'expression 
d'une  molécule  élémentaire  sera 

—  |prfjjLc/cjrf[a'(n-  aj)'], 

la  dernière  différentielle  étant  relative  à  la  variable  a.  On  aura  les 
moments  d'inertie  de  cette  molécule  par  rapport  aux  plans  de  ses  trois 
axes  principaux  en  multipliant  son  expression  par  les  carrés  de  ses 
distances  à  ces  plans,  c'est-à-dire  par 

a2(i  +  aj)VS     aMi-+-a7)Mi-fxî)cos2  7ïT,     a'Cn- a7)'(i  -  f")  singer; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  moments  d'inertie  de  la  planète 
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entière  sont,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a", 

—  i  yyy  p  fJi' c?^  û^tff  rf[  a"  (  1  + 5  aj  )], 

—  j  /yY*p(i  —  iJ.^)cos*tJ3dixdTSjd[a*{i  -t-Saj)], 

—  jffjp{^  —  F-*)  sin*TsdiidTnd[a^{i  -+-  Saj)]. 

Les  quantités  (x^(i  —  [jl')  cos'ct,  (i  —  \i^)  sin'u  sont  réductibles  à  des 
quantités  de  cette  forme  U'"^+  U^^^;  il  faut  donc,  par  le  théorème  de 
l'article  VI,  ne  considérer  dans  j  que  les  termes  Y^°^  et  Y^^^;  mais  le 
terme  Y'"^  étant  constant,  il  peut  être  censé  compris  dans  la  con- 
stante a.  Les  moments  précédents  deviendront  ainsi 

—  i///p  fx«  rffx c?GJ  rf[a8 (I  4- 5aY<«))], 

—  îfffpi^-  fx*)cos»Gjc?/Jirf5Tc?[a5(n-5aY(*))], 

—  ifffpi^  —  f^')  sm^w diLdrsd[a^{\  -+-  SaY^»))]- 
On  a,  par  l'article  VI, 

-«/prf(a''Y(«))=z-[|«(p(fx^^i)  +  |aY(«)]/prfa», 

la  valeur  de  aY^^^  du  second  membre  de  cette  équation  étant  relative  à 
la  surface;  cette  valeur  pour  la  Terre  est,  par  l'article  VIII,  égale  à 
—  o,oo3i  1  i([Ji^  —  I).  En  désignant  donc  par  A  la  constante 

(o,oo5i85  —  f"'?)  fpda^, 

on  aura,  pour  les  moments  d'inertie  de  la  Terre  par  rapport  aux  plans 
de  ses  axes  principaux. 

On  peut  facilement,  au  moyen  de  l'analyse  précédente,  déterminer 
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la  nature  des  solides  homogènes,  dont  tous  les  axes  passant  par  leur 

centre  de  gravité  sont  des  axes  principaux  de  rotation;  pour  cela, 

soit  R  le  rayon  mené  de  ce  centre  à  une  molécule  quelconque  dM  du 

solide;  on  aura 

em  =  —R*dRdndTs, 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  moments  d'inertie  du  solide,  rela- 
tivement aux  plans  de  ses  trois  axes  principaux,  sont 

—  fffR'^dRiJ.^dixdtn, 

—  fffR^ dR{i  —  II-)  sin^rsdiidrs. 

Si  l'on  exécute  les  intégrations  relatives  à  R  et  que  Ton  nomme  R'  le 
rayon  R  prolongé  jusqu'à  la  surface,  ces  trois  moments  deviendront 

-\ffW'li*dixdTs, 

—  I  jy  R'«(i  —  fx«)  cos'cj  dix  disy 

—  \ffW»{i  —  fjL*)  sin'GT dix dxs. 

Maintenant,  on  sait  que,  si  ces  moments  sont  égaux  entre  eux,  tous  les 
axes  du  corps  qui  passent  par  son  centre  de  gravité  seront  des  axes 
principaux  de  rotation;  or  il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  que  cette 
égalité  aura  lieu  si  la  valeur  de  R'  peut  être  mise  sous  cette  forme 

c'est-à-dire  si  la  fonction  Y^-^  disparaît  de  l'expression  de  R".  Telle  est 
donc  l'équation  générale  des  sphéroïdes  homogènes  dont  tous  les  axes 
passant  par  le  centre  de  gravité  sont  des  axes  principaux  de  rotation, 
et  l'on  voit  que  la  sphère  n'est  pas  le  seul  solide  qui  jouisse  de  cette 
propriété. 
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XIII. 

Considérons  présentement  les  moments  des  forces  perturbatrices.  Si 
l'on  nomme  S  la  masse  d'un  astre  quelconque  éloigné  de  la  planète; 
s  la  distance  des  centres  de  gravité  de  ces  deux  corps,  que  nous  sup- 
poserons très  grande  relativement  àa;  v  l'angle  que  forme  s  avec  l'axe 
des  X,  et  ^  l'angle  que  forme  le  plan  de  s  et  des  ao  avec  celui  des  x  et 
des  y.  Si  l'on  décompose  ensuite  l'action  de  S  sur  une  molécule  de  la 
planète,  parallèlement  aux  trois  axes  des  x^  des  y  et  des  z,  et  que  l'on 
en  retranche  les  forces  parallèles  aux  mêmes  axes  qui  sollicitent  le 
centre  de  gravité  de  la  planète,  on  aura  les  trois  forces  suivantes  : 

a(i  +  xj)  —  [(3  cos*v  —  i)pL  +  3  sinv  cosvv/i  —  fJi*cos(cj  —  4*)]» 

a{i-^  ocy)  -^  [(3  sinv  cosv  costl;  —  y^i  —  /Jt.'  cosct 

H-  3  v/i  —  /JL*  sin*v  cos^'  cos(ct  —  4')]» 

g  

a(i  -+-  a/)-^  [3p  sinv  cosvsin4'  —  V^i  —  fx^sinnj 

+  3  y/i  —  jji*  sin*v  sinti'  cos(ro  —  ^)\. 

Pour  avoir  les  moments  de  ces  forces,  il  faut  les  multiplier  par  la 
masse  de  la  molécule,  qui  est  égale  à 

Il  faut  multiplier  ensuite  respectivement  ces  produits  par  les  distances 
de  chaque  force  aux  plans  qui  lui  sont  parallèles.  Ces  distances  sont 

a(i-+-ay)p,     a(r  +  a/)v/i  —  fx*cosro, 


a{i-+-  ay)  y/i  —  fJi*  sincj; 
les  moments  des  forces  seront  par  conséquent  de  cette  forme 

Rp  diJ.dmd[a'^{i  +  a/)'], 
R  étant  une  fonction  de 


fji,    y/i  —  /ji'cosw,    \/i  —  fx'sincT, 

OKurres  de  L.  —  XI. 
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comprise  dans  la  forme  11'°^+  U^^^  Il  faut  ainsi,  par  le  théorème  de 
l'article  V,  ne  considérer  dans  l'expression  de  j  que  le  terme  Y'^^;.or 
on  a,  par  l'article  précédent, 

Y^'^  dans  le  second  membre  de  cette  équation  étant  relatif  à  la  sur- 
face; on  réduira  donc  les  moments  précédents  à  ne  dépendre  que  de 
cette  valeur  de  Y^^^  et  des  intégrales  fpda^  et  jpda^,  prises  depuis 
a  =  o  jusqu'à  a  =  i.  Ce  résultat  est  conforme  à  celui  auquel  nous 
sommes  parvenu  dans  l'article  précédent  sur  les  moments  d'inertie; 
d'où  il  suit  que,  relativement  à  la  Terre,  tous  ces  moments  sont  les 
mêmes  que  ceux  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  dans  lequel  les  den- 
sités des  couches  suivent  la  même  loi  que  les  densités  des  couches 
terrestres,  et  dont  le  rayon  de  la  surface  extérieure  est 

I  —  0,003l  II  (]JL^ — I). 

Ainsi  les  quantités  de  la  précession  et  de  la  nutation  doivent  être 
exactement  les  mêmes  que  celles  que  l'on  obtient  en  supposant  à  cette 
planète  la  figure  d'un  semblable  ellipsoïde. 

XIV. 

J'ai  déterminé  ailleurs,  dans  cette  hypothèse,  les  phénomènes  de  la 
précession  et  de  la  nutation  [Mémoires  de  V Académie,  année  1776, 
p.  25o  et  suiv.  (')],  et  je  suis  parvenu  aux  résultats  suivants. 

Si  l'on  nomme  q  l'ellipticité  de  la  Terre  à  sa  surface  extérieure  et 

que  l'on  suppose 

{iq  —  «9)  f pa^da 

E= : ; 

I  pa'*  da 

si,  de  plus,  on  nomme  S  la  masse  du  Soleil;  s  sa  moyenne  distance  à 
la  Terre;  L  la  masse  de  la  Lune;  et  /  sa  moyenne  distance  à  la  Terre. 
Si  l'on  prend  ensuite  pour  unité  de  temps  un  jour  sidéral  et  que  l'on 

(')  Œuvres  de  Lapface,  T.  IX,  p.  262  et  suivantes. 
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nomme  n  dm  les  temps  des  révolutions  du  Soleil  et  du  nœud  de  l'or- 
bite lunaire;  enfin,  si  l'on  nomme  e  l'obliquité  de  l'écliptique,  etc  ia 
tangente  de  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbite  lunaire,  la  précession 
moyenne  annuelle  des  équinoxes  sera 

/  g       L\ 
fnEcose(^^-h^j36o», 

et  l'étendue  entière  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre  sera 

3mcE  L    „ 
COSÊTT  i8o°. 

Les  observations  donnent 

6    =  23'>28'lO% 

c  =lang  5°  9'  S", 
Logn  =32,5637679, 
Log  m  =3,8335817. 

La  précession  annuelle  des  équinoxes  est  de  5o"j,  et,  si  cette  déter- 
mination est  fautive,  ce  ne  peut  être  que  d'une  petite  fraction  de 
seconde,  parce  que  l'accroissement  à  très  peu  près  uniforme  de  la 
précession  permet  de  répartir  sur  un  grand  intervalle  les  erreurs 
inévitables  des  observations.  Suivant  M.  Bradley,  l'étendue  entière 
de  la  nutation  est  de  18";  mais,  comme  une  petite  erreur  peut  s'être 
glissée  dans  cette  détermination,  nous  supposerons  la  nutation  de 
i8"(i  +  y);  nous  aurons,  cela  posé,  les  deux  équations  suivantes 


d'où  l'on  tire 


E(-^  4-  ^j  =0,0000001 54 143, 
E^  —  0,000000103189(1  -h  y), 


S  _  0,4938  — y  L 
5'  "       I  -h  y       /* 


Si  la  nutation  était  exactement  de  18",  on  aurait  y  =  o  et,  par  con- 
séquent, 

-=0,4938^; 
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l'effet  de  l'action  du  Soleil  sur  la  précession  serait  donc  à  peu  près  la 
moitié  de  celui  de  la  Lune.  M.  Daniel  Bernoulli  suppose  ces  deux 
effets  dans  le  rapport  de  2  à  5,  d'après  les  observations  des  marées; 
cette  supposition  donne  environ  y  =  -^;  la  nutation  serait  ainsi  de 
19", 2,  c'est-à-dire  de  i", 2  plus  grande  que  suivant  M.  Bradley.  Une 
aussi  petite  différence  est  très  difficile  à  connaître  par  l'observation, 
et,  si  l'on  considère  l'incertitude  des  observations  sur  les  marées,  il 
doit  paraître  surprenant  que  la  quantité  de  la  nutation  tirée  de  ce 
phénomène  s'éloigne  aussi  peu  du  résultat  de  l'observation  directe. 
Les  équations  précédentes  donnent 

o  Aq38  —  V    /p^*^« 

<7=r|a9 +  o,ooooooi54i43     '     ^  ~F- J 

2,9876 


^     j'pa^da 


mais  on  a,  par  la  théorie  des  forces  centrales, 


partant 

yp  «*  da 

q  =  0,0017801  +  (0,0034173  —  y.  0,0069205)  — ; • 

y  p  «^  da 

La  valeur  de  q  dépend  de  celle  de  Y  et  de  la  loi  de  densité  des  couches 
du  sphéroïde  terrestre;  mais,  quelle  que  soit  cette  loi,  il  est  visible 
que,  a  étant  moindre  qUe  l'unité,  ^a"  da  est  moindre  que  ^a-da  et 

I  pa*  da 

qu'ainsi  la  fraction  ^- — —  est  au-dessous  de  l'unité.  Elle  serait 

I  pa^  da 

égale  à  l'unité  si,  la  Terre  étant  creuse  à  son  intérieur,  toute  sa  masse 
était  à  sa  surface;  elle  serait  nulle  si  la  masse  de  la  Terre  était  réunie 
à  son  centre  de  gravité.  Les  deux  limites  de  g  sont,  par  conséquent, 

0,0017801,     o,oo5i474  —  y. 0,0069205. 

Nous  avons  vu  dans  l'article  VIII  que  la  valeur  de  q  donnée  par  les 
observations  de  la  longueur  du  pendule  est  égale  ào,oo3£ii;  elle  est 
donc  entre  les  limites  précédentes;  d'où  il  suit  que  les  phénomènes 
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de  la  précession,  de  la  nutation,  de  la  variation  de  la  pesanteur  et  du 
flux  et  reflux  de  la  mer  sont  parfaitement  d'accord  entre  eux. 

XV. 

Si  la  densité  de  la  Terre  était  constante  du  cenlre  à  la  surface,  on 

aurait 

j  ça'' da       3 

rp  a*  da       ^ 
partant 

q  =  0,0087805  —  y.o,oo4i523. 

Cette  quantité  est  plus  grande  que  o,oo3iii,en  employant  même 
la  valeur  de  y  donnée  par  les  observations  des  marées;  ainsi  la  Terre 
est  plus  dense  à  son  centre  qu'à  la  surface. 

La  comparaison  des  deux  valeurs  de  q,  tirées  des  observations  du 
pendule  et  des  mouvements  de  l'axe  terrestre,  donne  la  limite  de  la 
plus  petite  densité  moyenne  que  l'on  puisse  supposer  à  la  Terre;  car, 
ces  valeurs  étant 

^r=0,Oo3lII, 

y  p  a*  da 

q  =  0,0017301  H-  (0,0034173  — ^  y. 0,0069205)  — ■> 

i  ça?  da 

il  est  aisé  d'en  conclure 

rp a*  G?a  =:  (2,4747  —  y. 5,0116)   I  pa'^da. 

Or,  si  l'on  nomme  p'  la  densité  d'une  couche  du  sphéroïde  terrestre 
vers  la  surface,  le  rapport  de  la  densité  moyenne  de  ce  sphéroïde  ii  la 

y  p  a'  da 

densité  de  cette  couche  sera  — ;  il  sera  donc  égal  à 

I  p'  a*  da 

I  pa*  da 

(2,4747  —  y- 5,01 16)^- 

/  p'  a'  da 

.Maintenant,  la  supposition  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  faire 
sur  la  loi  des  densités  des  couches  terrestres  est  celle  d'une  densité 
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croissante  de  la  surface  au  centre.  Dans  ce  cas,  p  est  toujours  plus 
grand  que  p',  ce  qui  donne 

fp'a^da       ^' 

la  moyenne  densité  de  la  Terre  est,  par  conséquent,  au-dessus  de 

(1,52482  —  y.3,oo696)p'. 

Si  Y  =  o,  cette  quantité  surpasse  |p';  ainsi  la  moyenne  densité  du 
globe  terrestre  est,  dans  ce  cas,  au  moins  |  de  la  densité  des  couches 
dans  laquelle  nous  pouvons  pénétrer,  et  il  est  vraisemblable  qu'elle 
est  beaucoup  plus  grande. 

XVI. 

Pour  mieux  saisir  l'ensemble  des  phénomènes  qui  tiennent  à  la 
figure  de  la  Terre  et  leur  accord  avec  le  principe  de  la  pesanteur 
universelle,  rappelons  en  peu  de  mots  les  résultats  auxquels  nous 
sommes  parvenu,  dans  ce  Mémoire,  sur  la  nature  des  rayons  ter- 
restres. 

L'expression  du  rayon  d'un  sphéroïde  quelconque,  très  peu  dif- 
férent d'une  sphère,  peut  être  mise  sous  cette  forme 

I  -h  «(  Y(»)  -1-  Y(2)  +  Y(3)  ^-  Y(*)  +  ...). 

Si  l'on  fixe,  relativement  à  la  Terre,  l'origine  de  ce  rayon  au  centre 
de  gravité  de  cette  planète,  les  conditions  de  l'équilibre  de  la  mer 
donneront  Y(*)  =  o  et  réduiront,  par  conséquent,  l'expression  du 
rayon  terrestre  à  cette  forme 

14- a(  Y(2' 4- Y(3) -h  Y^*)  + . . .  ). 

L'état  permanent  de  l'équilibre  de  la  mer  exige  que  l'axe  de  rota- 
tion de  la  Terre  soit  un  de  ses  axes  principaux,  et  pour  cela  il  faut 
que  Y<"  soit  de  cette  forme 

H(/^'- i)  +  H'(l  -  fJL^)  C0S2GJ, 
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H  et  H'  étant  deux  constantes  que  l'observation  seule  peut  déterminer 
et  qui  dépendent  de  la  constitution  du  globe  terrestre. 

Ces  résultats  sont  les  seuls  que  fournit  l'état  permanent  de  l'équi- 
libre de  la  Terre;  ils  sont  communs  à  tous  les  corps  célestes  que 
recouvre  un  fluide  en  équilibre.  Les  observations  sur  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  ont  porté  plus  loin  nos  connaissances  sur  la  nature 
du  rayon  terrestre  :  elles  nous  ont  appris  que  la  constante  H  est  à  très 
peu  près  égale  à  —  o,oo3iii;  que  la  constante  H'  est  nulle  ou  du 
moins  insensible  relativement  à  H;  que  la  quantité  Y^^' -f- Y^*^ -h . . . 
est  pareillement  très  petite  relativement  à  Y^'^^;  qu'il  en  est  de  même 
des  premières  différences  de  cette  quantité  par  rapport  à  celles  de 
Y<"^;  et  qu'ainsi  l'on  peut,  dans  le  calcul  du  rayon  terrestre  et  de  ses 
premières  diff'érences,  lui  supposer  sans  erreur  sensible  cette  forme 

I  —  o,oo3ii  I  (fx- —  I). 

Les  mesures  des  degrés  des  méridiens  ont  fait  voir  que  cette  sup- 
position ne  peut  pas  s'étendre  aux  secondes  différences  du  rayon  ter- 
restre et  que  la  fonction  Y^'^  +  Y^*^ -+- . . .  devient  sensible  par  une 
seconde  différentiation;  mais  elles  sont  encore  insuffisantes  pour 
déterminer  cette  fonction. 

Le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de 
l'axe  terrestre  ne  dépend  que  de  Y^^';  il  ne  détermine  pas  la  valeur 
de  H,  mais  il  donne  les  limites  entre  lesquelles  cette  valeur  doit  être 
comprise  :  la  valeur  que  l'on  trouve  par  la  loi  des  variations  de  la 
pesanteur  tombe  entre  ces  limites;  elle  indique  de  plus  une  dimi- 
nution dans  la  densité  des  couches  terrestres,  depuis  le  centre  jus- 
qu'à la  surface,  sans  nous  instruire  cependant  de  la  véritable  loi  de 
cette  diminution,  dont  l'existence  est  prouvée  d'ailleurs,  soit  par  la 
stabilité  de  l'équilibre  de  la  mer,  soit  par  le  peu  d'action  des  mon- 
tagnes sur  le  fil  à  plomb,  soit  enfin  par  les  principes  d'Hydrostatique 
qui  exigent  que,  si  la  Terre  a  été  primitivement  fluide,  les  parties 
voisines  du  centre  soient  en  même  temps  les  plus  denses. 

On  voit  ainsi  que  chaque  phénomène  dépendant  de  la  figure  de  la 
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Terre  fournit  de  nouvelles  lumières  sur  la  nature  du  rayon  terrestre 
et  qu'ils  sont  tous  parfaitement  d'accord  entre  eux.  Ils  ne  suffisent 
pas,  à  la  vérité,  pour  nous  faire  connaître  la  constitution  de  la  Terre, 
mais  ils  indiquent  l'hypothèse  la  plus  vraisemblable,  celle  d'une  den- 
sité décroissante  du  centre  à  la  surface.  La  loi  de  la  pesanteur  univer- 
selle est  donc  la  vraie  cause  de  ces  phénomènes,  et,  si  elle  ne  s'y 
manifeste  pas  d'une  manière  aussi  précise  que  dans  les  mouvements 
célestes,  cela  vient  de  ce  que  les  inégalités  de  la  force  attractive  des 
planètes,  qui  tiennent  à  leur  constitution  intérieure,  disparaissent  à 
de  grandes  distances  et  ne  laissent  apercevoir  que  le  simple  phéno- 
mène de  la  tendance  mutuelle  de  ces  corps  vers  leurs  centres  de  gra- 
vité. 
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La  population  est  un  des  plus  sûrs  moyens  déjuger  de  la  prospérité 
d'un  empire,  et  les  variations  qu'elle  éprouve,  comparées  aux  événe- 
ments qui  les  précèdent,  sont  la  plus  juste  mesure  de  l'influence  des 
causes  physiques  et  morales  sur  le  bonheur  ou  sur  le  malheur  de  l'es- 
pèce humaine.  Il  est  donc  intéressant,  à  tous  égards,  de  connaître  la 
population  de  la  France,  d'en  suivre  les  progrès  et  d'avoir  la  loi  sui- 
vant laquelle  les  hommes  sont  répandus  sur  la  surface  de  ce  grand 
royaume.  Ces  recherches  tiennent  de  trop  près  à  l'histoire  naturelle 
de  l'homme  pour  être  étrangères  à  l'Académie;  elles  sont  trop  utiles 
pour  ne  pas  mériter  son  attention.  L'Académie  s'est  déterminée,  par 
ces  considérations,  à  insérer  chaque  année  dans  ses  Mémoires  la  liste 
des  naissances,  des  mariages  et  des  morts  dans  toute  l'étendue  de  la 
France.  Un  magistrat  respectable  par  ses  lumières  et  par  son  zèle  pour 
le  bien  public,  et  qui  depuis  longtemps  s'occupe  avec  succès  des 
recherches  sur  la  population,  a  bien  voulu  lui  procurer  tous  les  ren- 
seignements qu'elle  pouvait  désirer  sur  cette  matière;  c'est  à  lui  que 
nous  sommes  redevable  des  listes  suivantes.  La  première  embrasse 
les  naissances,  les  mariages  et  les  morts  à  Paris,  depuis  1771  jus- 
qu'en 1784;  elle  sert  de  suite  à  celle  que  M.  Morand  a  publiée  dans 
nos  Mémoires  de  1771.  Lés  deux  autres  listes  présentent  les   nais- 
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sances,  les  mariages  et  les  morts,  dans  toute  l'étendue  du  royaume, 
pendant  les  années  1781  et  1782;  il  serait  à  désirer  que  les  sexes  y 
fussent  distingués,  comme  ils  le  sont  à  Paris  depuis  174^;  mais  on 
doit  espérer  que  le  gouvernement,  convaincu  de  l'importance  de  ces 
résultats,  leur  donnera  tou-te  la  perfection  dont  ils  sont  susceptibles. 

Quoique  les  naissances  soient  la  source  de  la  population,  elles  ne 
suffisent  pas  cependant  pour  la  déterminer  :  il  faut  connaître  encore 
la  durée  moyenne  de  l'existence  des  hommes  dans  le  lieu  de  leur  nais- 
sance, quelles  que  soient  les  causes  qui  les  en  font  disparaître  ;  car  il 
est  visible  qu'à  égalité  de  naissances  un  pays  sera  d'autant  plus  peuplé 
que  les  hommes  y  vivront  plus  longtemps  ;  ainsi,  dans  les  contrées  où, 
le  nombre  des  morts  étant  sensiblement  égal  à  celui  des  naissances, 
la  population  est  à  peu  près  constante,  le  nombre  d'années  qui 
exprime  la  durée  moyenne  de  la  vie  est  le  vrai  rapport  de  la  popula- 
tion aux  naissances  annuelles;  c'est  le  facteur  par  lequel  on  doit  mul- 
tiplier celle-ci  pour  avoir  la  population.  La  détermination  de  ce  fac- 
teur est  le  point  le  plus  délicat  et  le  plus  intéressant  de  ces  recherches  ; 
voyons  comment  on  peut  y  parvenir. 

Les  événements  d'un  même  genre  ont  des  causes  uniformes  et  con- 
stantes, mais  dont  l'action  peut  être  augmentée  ou  diminuée  par  mille 
causes  variables  qui  produisent  les  irrégularités  que  nous  attribuons 
au  hasard  dans  la  succession  des  événements.  Ces  irrégularités,  en  se 
compensant  les  unes  par  les  autres,  disparaîtraient  dans  une  suite 
infinie  d'observations  qui  ne  laisseraient  ainsi  apercevoir  que  le  ré- 
sultat des  causes  constantes;  mais,  dans  un  nombre  fini  d'observa- 
tions, elles  peuvent  éloigner  de  ce  résultat,  d'autant  plus  que  ce 
nombre  est  moins  considérable.  C'est  à  ces  écarts  qu'il  faut  attribuer 
les  différences  observées  dans  le  rapport  de  la  population  aux  nais- 
sances, et  il  en  résulte  la  nécessité  d'employer  de  grands  dénombre- 
ments pour  déterminer  ce  rapport.  On  choisira  donc  un  grand  nombre 
de  paroisses  dans  toutes  les  provinces  du  royaume  pour  avoir  un 
milieu  entre  les  petites  différences  que  les  causes  locales  peuvent 
apporter  dans  les  résultats;  on  fera  ensuite  un  dénombrement  exact 
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de  leurs  habitants,  à  une  époque  donnée,  et,  par  le  relevé  des  nais- 
sances durant  les  dix  années  qui  précèdent  cette  époque,  on  détermi- 
nera le  nombre  correspondant  des  naissances  annuelles.  En  divisant 
par  ce  nombre  celui  des  habitants,  on  aura  le  rapport  de  la  population 
aux  naissances,  d'une  manière  d'autant  plus  précise  que  le  dénom- 
brement sera  plus  considérable.  Comme  le  nombre  des  naissances 
annuelles  en  France  excède  celui  des  morts,  il  est  nécessaire,  pour 
établir  une  exacte  parité  entre  la  population  entière  de  la  France  et 
celle  de  ces  paroisses,  de  les  choisir  de  manière  que  le  nombre  total 
des  morts  soit  à  celui  des  naissances  dans  le  rapport  qu'ont  entre  eux 
ces  deux  nombres,  relativement  à  tout  le  royaume.  Si  l'on  a  soin  de 
distinguer  les  sexes,  on  aura  séparément  la  population  des  hommes, 
celle  des  femmes  et  la  durée  de  la  vie  moyenne  de  chacun  des  deux 
sexes,  ce  qui  est  intéressant  à  connaître.  Un  dénombrement  semblable, 
fait  avec  soin  dans  les  divers  pays,  et  renouvelé  dans  différents  siècles, 
donnerait  les  différences  que  le  climat,  le  temps  et  les  gouvernements 
peuvent  produire  dans  la  durée  moyenne  de  la  vie  des  hommes. 

Le  rapport  de  la  population  aux  naissances,  déterminé  par  la  mé- 
thode précédente,  ne  peut  jamais  être  rigoureusement  exact;  en  lui 
supposant  même  une  précision  rigoureuse,  il  resterait  encore  sur  la 
population  de  la  France  l'incertitude  qui  naît  de  l'action  des  causes 
variables.  La  population  de  la  France,  tirée  des  naissances  annuelles, 
n'est  donc  qu'un  résultat  probable,  et  par  conséquent  susceptible 
d'erreurs.  C'est  à  l'analyse  des  hasards  à  déterminer  la  probabilité  de 
ces  erreurs  et  jusqu'à  quel  point  on  doit  porter  le  dénombrement  pour 
qu'il  soit  très  probable  qu'elles  seront  renfermées  dans  d'étroites 
limites.  Ces  recherches  dépendent  d'une  théorie  nouvelle  et  encore 
peu  connue,  celle  de  la  probabilité  des  événements  futurs  prise  des 
événements  observés;  elles  conduisent  à  des  formules  dont  le  calcul 
numérique  est  impraticable,  à  cause  des  grands  nombres  que  l'on  y 
considère;  mais,  ayant  donné  dans  ce  Volume  et  dans  le  précédent (') 
les  principes  nécessaires  pour  résoudre  ce  genre  de  questions,  et  une 

(  »  )  Œuvres  de  Laplace,  T.  X. 
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méthode  générale  pour  avoir  en  séries  très  convergentes  les  fonctions 
de  grands  nombres,  j'en  ai  fait  l'application  à  la  théorie  de  la  popula- 
tion déduite  des  naissances.  Les  dénombrements  déjà  faits  en  France 
et  comparés  aux  naissances  donnent  à  peu  près  26  pour  le  rapport  de 
la  population  aux  naissances  annuelles;  or,  si  l'on  prend  un  milieu 
entre  les  naissances  des  années  1781  et  1782,  on  a  978  o54|  pour  le 
nombre  des  naissances  annuelles  dans  toute  l'étendue  de  ce  royaume, 
en  y  comprenant  la  Corse;  en  multipliant  donc  ce  nombre  par  26,  la 
population  de  la  France  entière  sera  de  25  299417  habitants.  Mainte- 
nant je  trouve  par  mon  analyse  que,  pour  avoir  une  probabilité  de 
1000  contre  i,  de  ne  pas  se  tromper  d'un  demi-million  dans  cette  éva- 
luation de  la  population  de  la  France,  il  faudrait  que  le  dénombrement 
qui  a  servi  à  déterminer  le  facteur  26  eût  été  de  771469  habitants.  Si 
l'on  prenait  26^  pour  le  rapport  de  la  population  aux  naissances,  le 
nombre  des  habitants  de  la  France  serait  20  785  944»  et,  pour  avoir 
la  même  probabilité  de  ne  pas  se  tromper  d'un  demi-million  sur  ce 
résultat,  le  facteur  26  ^devrait  être  déterminé  d'après  un  dénombre- 
ment de  817  219  habitants.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  veut  avoir  sur  cet 
objet  la  précision  qu'exige  son  importance,  il  faut  porter  ce  dénom- 
brement à  1000 000  ou  1200000  habitants.  Voici  l'analyse  qui  m'a 
conduit  à  ce  résultat. 

Considérons  une  urne  qui  renferme  une  infinité  de  boules  blanches 
et  noires  dans  un  rapport  inconnu,  et  supposons  que,  dans  un  pre- 
mier tirage,  on  ait  amené/?  boules  blanches  et  q  boules  noires;  sup- 
posons ensuite  que,  dans  un  second  tirage,  on  ait  amené  q'  boules 
noires,  mais  que  l'on  ignore  le  nombre  des  boules  blanches  sorti'ës 
dans  ce  tirage;  le  moyen  qui  se  présente  naturellement  pour  déter- 
miner ce  nombre  d'une  manière  approchée  est  de  le  supposer  avec  q' 

dans  le  rapport  de/?  à  q,  ce  qui  donne  ^^  pour  ce  nombre.  Détermi- 
nons présentement  la  probabilité  que  le  vrai  nombre  inconnu  sera 
compris  dans  les  limites  ^(i  —  tj)  et  ^  (i  -h  cj),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  l'erreur  du  résultat^  ne  surpassera  pas  ^^-^' 
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Pour  cela,  nommons  a?  le  rapport  inconnu  du  nombre  des  boules  blan- 
ches au  nombre  total  des  boules  renfermées  dans  Turne,  et  désignons 
par;)'  le  nombre  inconnu  des  boules  blanches  amenées  au  second  tirage  ; 
la  probabilité  de  ce  tirage  sera,  par  la  théorie  connue  des  hasards, 

I  .2.3.  ../)'.  1.2.3.  .  .</'  ^  ' 

Mais,  p'  étant  inconnu,  il  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  depuis 
/>'=  o  jusqu'à/?' =  oo;  ces  valeurs  sont  plus  ou  moins  probables,  sui- 
vant qu'elles  rendent  le  second  tirage  plus  ou  moins  probable.  On 
aura  donc  la  probabilité  de/?'  en  divisant  la  quantité  précédente  par  la 
somme  de  toutes  les  valeurs  de  cette  quantité,  depuis />'=  o  jusqu'à 
p'  =  00,  c'est-à-dire  par  la  suite  infinie 

[voï>  les  pages  428  et  429  de  ce  Volume  (')].  Cette  suite  est  égale  à  — ^—•, 
la  probabilité  de/?'  est  donc  égale  à 

I.2.3...(/>'+û'') 

5 ,■        ^  '    ,  xP  (i  —  xY^K 

1.2.3..  ./> .  1 .2.3.  .  .^'  ' 

Cette  probabilité  suppose  que  x  est  le  rapport  des  boules  blanches 
à  toutes  les  boules  renfermées  dans  l'une;  mais,  ce  rapport  étant 
inconnu,  on  peut  le  faire  varier  depuis  a?  =  o  jusqu'à  x=^\.  Ces  dif- 
férentes valeurs  de  x  sont  plus  ou  moins  probables,  suivant  qu'elles 
rendent  le  premier  tirage  plus  ou  moins  probable;  or  la  probabilité 


de  ce  tirage  est 


1 . 2 . 3 . . .  (  »  -f-  <7  ) 

.2.3.  .  ./?.I  .2.3.  .  .7         ^ 


la  probabilité  de  x  sera  donc  égale  à  -^ — -^ — ^^  ?  l'intégrale  du 

/  xP dx{\  —  xY 

dénominateur  étant  prise  depuis  x=^o  jusqu'à  x  =  i  \voir  la  page  43o 
de  ce  Volume  C)].  En  multipliant  cette  probabilité  par  celle  de/>',  on 
aura  la  probabilité  de />',  correspondante  au  rapport  Xy  d'où  il  suit 


(')  OEuvres  de  Laplace,  T.  X,  p.  3oo  et  3oi 
(»)  Ibid.,  p.  3o2. 
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que  la  probabilité  entière  dep'  est  égale  à 

i.'2.3...(p'-\-q')  fûcP+P'dx{i  —  ^)'?+^'+» 

:- > 

1 .2.3. . ./?'.  1.2.3...^'/  xP dx{i  —  xy 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
x  =  o  jusqu'à  x  =  i. 

La  probabilité  que/?'  est  compris  depuis  p'  =o  jusqu'à jd'  =  s  sera, 
en  vertu  de  la  formule  précédente, 

*^  I  I.2.0...0  I 

.  ^  —  J 

xP  dx{\  —  x)i 

or,  q'  et  s  étant  supposés  de  très  grands  nombres,  on  trouvera,  par 
l'analyse  que  j'ai  donnée  dans  le  Volume  de  1782,  page  60  ('), 

,    ,        ,  {q'+i)...{q'+s)     ^  I  fx'^dx'{i-x'Y 

1.2.3. ..5  (i-^)î+'    Jx'^dx  {}-x'Y 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x'  =^x  jusqu'à  a?'  =  i ,  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x'  =0  jusqu'à  x'  =^\\  donc 
la  probabilité  que/?'  est  compris  depuis /?'=  o  jusqu'à/?' =  s  est 

ÇÇscP  dx{ï  —  x)ix'^  dx'{i  —  x')f' 
('  f'xP  dx{\  —  x)^ x'^dx'{i  —  x'Y 

les  intégrales  du  numérateur  étant  prises  depuis  x'=:x  jusqu'à  x'=  i , 
et  depuis  x^=o  jusqu'à  x  =  i\  celles  du  dénominateur  étant  prises 
depuis  x  et  x'  nuls  jusqu'à  x  et  x'  égaux  à  l'unité.  Si  l'on  applique  à 
cette  formule  l'analyse  que  nous  avons  donnée  pages  4^9  et  suivantes 
de  ceVolume(^),  on  trouvera  que,  si  s  est  moindre  et  très  peu  différent 

pqi  ^  j  dte~^^ 

de^j  la  fraction  précédente  sera  à  très  peu  près  égale  à  •= — ■= — > 
e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  tc  étant 
le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon,  et  l'intégrale  relative  à  t 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  t.  X,  p.  264  à  267. 
(')  Ibid.,  p.  3 10  et  suivantes. 
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étant  prise  depuis  t  =  T  jusqu'à  ;  =  oo,  T  étant  donné  par  l'équation 

(-£ '—Xip  +  gy{s  +  q'f 

.,_  \p-^q      s-\-q' )  ^^      -^1  ^        i  ' 


T»=: 

isq'{p  +  qY-\-  ipqis-V-q'Y 


On  trouvera  pareillement  que,  si  s  est  plus  grand  que  ^-^  et  qu'il  en 
diffère  très  peu,  la  fraction  précédente  sera  à  très  peu  près  égale  à 

I  —  - — p — >  l'intégrale  étant  prise  depuis  ^  =  T  jusqu'à  /  =  oo.  Il  suit 
de  là  que  la  probabilité  que/?'  est  compris  entre  les  deux  nombres^ 

et  s',  dont  le  premier  est  moindre  et  le  second  plus  grand  que  —, 

est  égale  à 

fdte-''        fdte-'' 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  /  =  T  jusqu'à  t  =  00,  et  la 
seconde  intégrale  étant  prise  depuis  ^  =  T' jusqu'à  /  =  00,  T  et  T' étant 
donnés  par  les  deux  équations 


'J2 


{-. 

P 

,l^)(P^çyis-^çy 

2sq' 

(      ' 

\p  +  q 

{p  +  qf-+--i.pq{s-\-q'Y 

Supposons 


2s' q'{p  +  qy-h  2pq{s' -h  q'f 


CT  étant  une  très  petite  fraction  ;  si  l'on  néglige  les  quantités  de 
l'ordre  ct',  les  deux  valeurs  de  T"  et  de  T'^  deviendront  égales  entre  elles 

et  à  —, — lÎS^ :  ainsi,  en  nommant  V^  cette  dernière  quantité  et 

en  désignant  par  P  la  probabilité  que  le  nombre />'  sera  compris  dans 

),  or 

fdt. 


les  limites  —  (i  —  cr)  et  —  (i  +  ct),  on  aura 


2  /  ate-' 
V  =  i -^ — , 


Œuvre»  de  L.  —  XI. 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  /  =  V  jusqu'à  ^  =  co.  Cette  expression 
fort  simple  de  P  a  l'avantage  d'être  exacte  jusqu'aux  quantités  de 
l'ordre  ct\  car  les  termes  de  l'ordre  zs\  que  nous  avons  négligés,  se 
détruisent  d'eux-mêmes  dans  la  quantité 

fdte-''-        fdte-^'- 

v/tt  sJ-k 

que  nous  avons  trouvée  ci-dessus  pour  l'expression  de  P. 

Il  est  facile  d'appliquer  ces  résultats  à  la  théorie  de  la  population 
déduite  des  naissances,  car  on  peut  considérer  chaque  naissance 
annuelle  comme  étant  représentée  par  une  boule  noire,  et  chaque 
individu  existant  comme  étant  représenté  par  une  boule  blanche;  le 
premier  tirage  sera  le  dénombrement  dans  lequel  on  a  observé  que 
sur  q  naissances  le  nombre  des  habitants  est/),  et  le  second  tirage  sera 
la  population  de  la  France  entière  dont  le  nombre  q'  des  naissances 
annuelles  est  connu,  tandis  que  la  population  correspondante  />'  est 
inconnue;  P  sera  dans  ce  cas  la  probabilité  que  la  population  p'  de  la 
France  est  comprise  dans  les  limites  —  (  i  —  cr)  et  -~-{i  -}-  cr)  ;  on  aura 

ainsi  cette  probabilité  par  une  formule  très  simple. 

Il  est  facile  d'en  conclure  le  nombre  auquel  p  doit  être  porté  pour 
avoir  une  grande  probabilité  que  l'erreur  sur  la  population  p'  de  la 
France  entière  sera  peu  considérable.  La  recherche  de  ce  nombre 
devient  nécessaire  si  l'on  veut  faire  un  nouveau  dénombrement  pour 
déterminer  le  vrai  facteur  par  lequel  on  doit  multiplier  les  naissances 
annuelles;  ainsi  nous  allons  entrer  dans  quelques  détails  sur  cet 
objet. 

Pour  cela,  nous  supposerons 

* 

pq' 
p=^iq,  i-L^xi5^=za; 

nous  aurons,  par  conséquent,  cj  =  ^,,  et  l'équation 

^{p-\-q){q  +  q') 
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donnera 


^      a»— 21(^4-1)7' V« 

Cette  valeur  de  p  suppose  que  l'on  connaît  a,  q',  V  et  i.  La  valeur  de  a 
dépend  des  limites  entre  lesquelles  on  suppose  que  l'erreur  du  résul- 
tat —  est  comprise;  nous  ferons  ici  a  =  Sooooo.  La  valeur  de  q'  est 

donnée  par  les  naissances  annuelles  dans  toute  l'étendue  du  royaume, 
et  nous  avons  vu  que  q'=^  978054, 5.  La  valeur  de  V  dépend  de  la  pro- 
babilité P  que  la  population  de  la  France  sera  comprise  dans  les  limites 

— —  a  et  —  -ha;  nous  supposerons  ici  que  cette  probabilité  est  de 

1000  contre"  i,  en  sorte  que  P  =  \~j  :  nous  aurons  ainsi 


OU 


fdt 


\Jtz  iooi  J  2002 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  t  =  y  jusqu'à  t  =cc,  il  est  clair 
que  cette  équation  détermine  V,  et  l'on  trouve  V^=  5,4i5.  Quant  au 
nombre  «,  il  dépend  du  rapport  de  p  k  q  qui  résulte  du  dénombre- 
ment; mais,  s'il  s'agit  d'un  dénombrement  à  faire,  ce  rapport  est  in- 
connu. Cependant  les  dénombrements  déjà  faits  donnent  à  peu  près 
1  =  2.6;  ainsi  l'on  est  assuré  que  le  facteur  i  s'éloigne  peu  de  ce 
nombre.  Nous  supposerons  donc  successivement  i  =  25^,  «  =  26, 
i  =  26^,  et  nous  aurons,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  p, 

/?  =  727510,        /?z=77i469,        /?=:8i7  2i9, 

c'est-à-dire  que,  pour  avoir  une  probabilité  de  1000  contre  i  de  ne 
pas  se  tromper  d'un  demi-million  dans  l'évaluation  de  la  population 
de  la  France,  il  faut  que  le  dénombrement/?,  dans  le  cas  où  il  donne 
le  premier  facteur,  soit  de  727510  habitants;  qu'il  soit  de  771469  ha- 
bitants dans  le  cas  du  second  facteur,  et  de  817  217  habitants  s'il  con- 
duit au  troisième  facteur. 

De  là  je  conclus  que,  si  l'on  veut  avoir  sur  cet  objet  la  probabilité 
qu'exige  son  importance,  il  faut  porter  à  i  000000  ou  i  200000  habi- 
tants le  dénombrement/?  qui  doit  déterminer  le  facteur  i. 
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Population  du  Royaurhe,  l'île  de  Corse  comprise,  suivant  l'ordre  des  généralités, 

pendant  l'année  1781. 


NUMEROS 

qui 

constatent 

l'ordre 

des 

généralités 

et 
proTlocet. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 


22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 

33 


DÉNOMINATION 
des  Kénéralllés  da  Royaume, 

l'Ile  de  Corso  comprise, 

distinguées  en  pays  d'Élections 

et  en  pays  d'Éiais, 

la  ville  de  Paris  étant  distinguée 

de  la  généralité, 

comme  capitale  du  Royaume. 


Paris  (ville) 

Généralités  en  pajra  d 'Élections. 

Paris 

Orléans 

Tours 

Poitiers 

Bourges 

Limoges 

La  Rochelle 

Bordeaux 

Auch 

Montauban  

Grenoble 

Lyon 

Riom 

Moulins 

Ghâlons ■ 

Le  Clermontois 

Soissons 

Amiens 

Rouen  

Caen 

Alençon 

Généralités  en  pays  d'États, 

Rennes 

Perpignan 

Montpellier 

Aix 

Dijon 

Besançon 

Strasbourg 

Metz 

Nancy 

Valenciennes 

Lille 

Ile  de  Corse 

Résultats  du  Royaume,  l'île 
de  Corse  comprise 


NAISSANCES. 


20282 


44451 
26294 
49334 
27877 

2o44o 
26I8I 

17  027 

54802 

34527 

21  569 
27338 
24624 
27  761 
25067 
30925 
1459 

i658o 
20598 
27  801 
24719 
18799 


91  33o 
75i4 

71099 
27846 
42488 
27614 

253l2 

i3  129 
32  o52 
10798 
28898 

4921 


970  4o6 


MARIAGES. 


4  970 


10  210 

6  64i 
12  593 
7523 
4920 
7433 
4612 
14924 
8469 

5  296 

6  25o 
5  823 
68i5 
6996 

7  238 
317 

3889 

5o44 
7765 

6067 

4954 


22  920 
1727 

i5  849 
5698 

10  216 
6  iio 
56x3 
2597 
6  647 
2  5o6 
6  886 

985 


236  5o3 


PROFESSIONS 


religion. 


52 
25 

59 

21 
29 

3o 

22 

48 

27 

i3 
3i 
3o 

44 

36 

23 


i4 

5i 

47 
33 


78 
33 

72 
3i 
3i 

25 

84 

43 

'47 

18 


i4oo 


dans 

la  société 

ciTile. 


20057 


42994 
28870 
53243 
27468 
20867 
22840 
21  211 
44782 
27087 

'997» 
20848 
19983 
18698 
28168 
29965 
I  212 
16699 
20761 
27297 
22495 
19  "7 


88  537 

7  o5o 

5i  824 

21  961 

4i  i48 
21 760 
19068 

II  948 
28277 

7694 
26435 

8940 


879170 


eu 
religion. 


128 


87 
58 

95 
38 


24 
22 
65 
24 
24 
39 
59 
58 

27 


40 

87 
62 
26 


171 
6 

93 
68 

98 
54 
5o 
55 

89 

5i 

189 


968 


Total 

des 

morts. 


20  180 


43081 
28928 
53  338 
27506 
20892 
22864 

21  233 

44797 
27061 

19995 
20887 
20043 
18  751 
23  195 

29977 
I  212 
16727 
20801 
27884 

22  557 
19 '43 


88708 

7  o56 

51917 

22  029 

4i  246 
21814 
19118 
12008 
28866 
7745 
26624 

3961 


881   i38 


EXCEDENT 

des 
naissance* 

sur 
les  mort*. 


-t-   I  370 
-  a  634 

—  4  004 

—  29 

—  452 
-t-  3317 

—  4206 

-Hiooo5 
-r-  7  466 
-f-  I  074 
-T-  645i 
-4-  4583 
-f-  9010 
-t-  1872 

-^  9'\^ 
~     247 

—  i47 

—  3o3 

-^     4'7 

■+■    2  162 

—  3 ',4 


2  623 

458 
19  182 
5817 
I  242 
5  800 
6194 
I  126 

3  686 
3o53 


960 


-+-89368 


OBSERVATlo^s.—  Dsns  la  colonne  de  l'excédent  des  naissances  sur  les  morts,  le  signe  -t-  indique  que  le  nombre  de»  naissances  turp^sM  celui  de»  mort*, 
et  le  signe  —  Indique  que  le  nombre  des  morts  surpasse  celui  des  naissances. 

Les  généralités  d'Orléans,  de  Tours,  de  Poitiers,  de  Bourges,  de  la  Rochelle,  de  Soissons,  d'Amiens  et  d'Alençon  ont  été  aflligées  d'épidémie*  et  im 
maladies  qui  y  ont  occasionné  une  mortalité  considérable,  puisque  le  nombre  des  décès  surpasse  celui  des  naissances;  mais  cepeodanl  l«  réaaIUt  4» 
toutes  les  généralités  présente  un  Tableau  satisfaisant,  puisque  le  nombre  total  des  naissances  surpasse  celui  des  morts  de  «gxM. 
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Population  du  Royaume,  Vile  de  Corse  comprise,  suivant  l'ordre  des  généralités, 

pendant  l'année  1782. 


NUMEROS 

qui 

i'on!>talent 

l'ordre 

des 

généralités 

et 
provinces 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 


22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 

33 


DENOMINATION 

des  généralités  du  Royaume, 

l'ile  de  Corse  comprise, 

distinguées  en  pays  d'Élections 

et  en  pays  d'États, 

la   ville   de  Paris  étant  distinguée 

de  la  généralité, 

comme  capitale  du  Itoyaume. 


Paris  (  ville  ) 

Généralités  en  pays  d'Élections 

Paris 

Orléans 

Tours • 

Poitiers 

Bourges 

Limoges 

La  Rochelle 

Bordeaux 

Auch 

Montauban 

Grenoble 

Lyon 

Riom 

Moulins 

Châlons 

Le  Clermontois 

Soissons 

Amiens 

Rouen 

Gaen 

Alençon 


Généralités  en  pays  d'Etats. 

Rennes 

Perpignan 

Montpellier 

Aix 

Dijon 

Besançon 

Strasbourg 

Metz t 

Nancy 

Valenciennes 

Lille 


Ile  de  Corse , 


Résultats  du  Royaume,  l'île 
de  Corse  comprise 


NAISSANCES. 


.9887 


45806 
28  393 

49^17 
26816 
22981 

265i6 
17  756 
55ii4 
3o  28g 
22  240 

26  848 
24218 

27  610 
26188 

32  ICI 

I  523 
17863 
20872 
28507 
23990 
19  122 


88401. 
7  090 
68627 
28445 
42  750 
28  388 
26  142 
i4o63 
33870 
10  782 
28189 

5349 


975703 


4878 


10280 
7  io5 

12  121 
6496 
4423 
6  408 
4383 

18  585 
6  352 
4980 
5  436 
5  4o5 

5  701 
5899 

6  856 
286 

3907 
53i8 

7  266 
5  705 
5  010 


20298 
i346 

18976 
5925 
9768 
5708 
5445 
2587 
6  6o3 
2  527 
6789 


l'ROFESSIONS 


religion. 


224890 


117 


71 
26 

47 
45 

17 
26 
18 
i83 
8i 
3o 
34 
26 
33 
i5 
i5 


19 
46 

29 
36 


3 

75 

27 
48 
81 
28 

'9 
ii3 

5i 
120 

20 


1491 


dans 

la  société 

civile. 


18827 


48i58 
81808 
61  i56 
3o5i2 
25687 
26  289 
22641 
49287 
26879 
19679 

21  982 

20  856 
23  265 
27493 
28026 
I  175 
14976 
19410 
25989 
258i4 
21749 


108  647 
8o38 
59896 
24816 
43  855 
22090 
20  36i 

I  I  521 

28  o5o 

7817 

25898 

4334 


946421 


religion. 


126 


45 

»6 
48 

4o 

3o 
24 

77 

25 

34 
42 
60 
54 

37 

27 

» 

81 
81 
72 

47 
42 


178 

9 

145 

65 

122 

69 

44 

'9 
96 

48 

171 

25 


Total 

des 

morts. 


18953 


43  260 
81  848 

61  252 

3o56o 
25  727 
26319 
22  665 
49  3i4 
26404 

19718 

22  024 

20916 
28819 
27  53o 
28553 
I  175 
i5oo7 

19441 
26061 
2586i 
21  791 


108825 
8042 
59541 
24881 
43977 
22  159 
2o4o5 
II  540 

28146 

7865 

26069 

4359 


naissances 

sur 
les  morts. 


)48  002 


434 


+   2546 

—  3455 

—  II  780 

—  3  744 

—  2  746 

+      197 

—  4909 
-f-  5  800 
-h  3  885 
+  2  527 
+  4824 
+  38o2 

+  4291 

—  I  342 
+  3548 
+  348 
+  2856 
+  i43i 
+  2446 

—  1871 

—  2669 


-15424 

—  9^2 
+  9086 
H-  3  564 

—  I  227 
+  6229 
+  5787 
+  2  523 
+  5724 
+  2867 
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Observations.  -  Le»  maladies  epldém.ques  dont  les  généralités  de  Soissons  et  d  Amiens  ont  été  affligées  pendant  l'année  178.  n'ont  pas  continué 
rrHy.?fi'A  ."1  M."  !"  «VI  ,f  "'^'"«,'"'n''  l«s  généralités  d'Orléans,, de  Tours,  de  Poitiers,  de  Bourges,  de  la  Rochelle  et  d'Alençon,  où  ce  Oéau  a 
.ûr  h-^lr  !LllT.l  Zl"„rii«.  /n-  r  ^^  "  f  °'*°"'  f*?"^  "^""^  '«^  généralités  de  Caen  et  de  Moulins;  à  l'égard  de  celle  de  Bretagne,  on  ne  peut  pas 
L„t  r./rrp  n?«  ,1  „.lr„'„fl  ,''•?■*  '^  ^"^.^""l»  1"  '78^.  ^t  elle  a  dû  être  accrue  par  le  passage  et  le  séjour  successif  et  continuel  des  troupes, 
rtes";erf:rce\"ma''rit.Ts  ZoUTJ^M^^'"'''  '"  '"'=  "^  «^''^'  ''^-"  »-J-"  «'«'  "-<»-'  '«  ''-"^-  ^--.  '«  P»'»'  «^^  --'-  •»«  P-^*»- 
M  ?l'ZZ['Ti.TL  'IC'""""  ?*'''■'"  '■«/«"/'^  '"  PT^'t^'lon  de  Paris.  -  Dans  ce  premier  Tableau,  qui  représente  les  naissances,  les  mariages 
!„f.„\.^l?;-!rt?„?JTl,  .u'  ^  ^^"*'"  ''**•  '*  '""°"'"'  horizontale  du  total  comprend,  non  seulement  les  naissances,  les  mariages,  les  morts  et  les 
côlônn«  .^ri,a,f  «.t  ^LZlTrn..^'"  '"T"  ?"  ■'"'  ""'"^''  '"°'  "  ""«  '»"  •^'"'^«  à  la  page  848  de  nos  3Iémoires  pour  l'année  1771;  ainsi,  cette 
colonne  du  total  est  relative  aux  quinze  années,  depuis  1770  Inclnsivement  jusqu'en  1784  exclusivement. 
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Méritoires  de  l' Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1784  ;  '787. 


I. 

Les  planètes  sont  assujetties,  en  vertu  de  leur  action  mutuelle,  à 
des  inégalités  qui  troublent  l'ellipticité  de  leurs  orbites.  Les  unes  sont 
périodiques  et  dépendent  de  la  position  de  ces  corps,  soit  entre  eux, 
soit  à  l'égard  de  leurs  aphélies;  elles  sont  peu  considérables  relative- 
ment à  l'équation  du  centre,  et  se  rétablissent  d'elles-mêmes  après 
un  petit  nombre  d'années;  les  autres  altèrent  les  éléments  des  orbites 
par  des  nuances  presque  insensibles  à  chaque  révolution  des  pla- 
nètes; mais  ces  altérations,  en  s'accumulant  sans  cesse,  finissent  par 
changer  entièrement  la  nature  et  la  position  des  orbites;  comme  la 
suite  des  siècles  les  rend  très  remarquables,  on  les  a  nommées  inéga- 
lités séculaires. 

On  peut  considérer  les  inégalités  périodiques  comme  autant  d'oscil- 
lations très  petites  que  fait  chaque  planète  autour  d'un  point  en  mou- 
vement sur  l'ellipse  qu'elle  décrirait  par  l'action  seule  du  Soleil;  et  si 
l'on  imagine  que  les  éléments  de  cette  ellipse  subissent  en  mémo 
temps  des  variations  très  lentes  et  dont  les  périodes  embrassent  un 
grand  nombre  de  siècles,  on  aura  une  juste  idée  des  inégalités  sécu- 
laires. 

OEuvret  de  L.  —  XI.  7 
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Parmi  ces  inégalités,  la  plus  intéressante  est  celle  qui  peut  altérer 
les  moyens  mouvements  des  planètes.  La  plupart  des  astronomes  ont 
admis  une  équation  séculaire  proportionnelle  aux  carrés  dès  temps 
dans  les  moyens  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Les  géomètres 
qui  se  sont  occupés  avec  le  plus  de  succès  de  la  théorie  de  ces  pla- 
nètes, MM.  Euler  et  de  la  Grange,  avaient  cru  en  trouver  la  cause  dans 
l'action  mutuelle  de  ces  deux  corps;  mais  leurs  résultats  différaient 
tellement  entre  eux,  qu'il  y  avait  lieu  d'y  soupçonner  quelque  erreur; 
c'est  ce  qui  me  détermina  à  reprendre  cette  matière  et  à  la  traiter  avec 
tout  le  soin  que  mérite  son  importance.  En  portant  la  précision  jus- 
qu'aux troisièmes  puissances  inclusivement  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites,  je  trouvai  que  la  théorie  ne  donne  aucune 
inégalité  séculaire  dans  les  moyens  mouvements  et  dans  les  moyennes 
distances  des  planètes  au  Soleil;  d'où  je  conclus  que  ces  inégalités 
sont  nulles  ou  du  moins  insensibles  depuis  l'époque  des  observations 
les  plus  anciennes  jusqu'à  nos  jours. 

Ce  résultat  suffît  aux  besoins  de  l'Astronomie,  dont  les  plus  an- 
ciennes observations  qui  nous  soient  parvenues  avec  quelque  vrai- 
semblance ne  remontent  pas  au  delà  de  cinq  mille  ans.  M.  de  la  Grange 
l'a  étendu  depuis  à  un  temps  illimité,  en  faisant  voir  par  une  analyse 
ingénieuse  et  simple  que  les  moyennes  distances  des  planètes  au  Soleil 
sont  immuables  et  leurs  moyens  mouvements  uniformes,  ce  qui  est 
également  vrai  pour  les  satellites,  puisqu'ils  forment  autour  de  leurs 
planètes  principales  des  systèmes  semblables  à  celui  des  planètes 
autour  du  Soleil.  Ainsi  les  planètes  et  les  satellites  conservent  tou- 
jours les  mêmes  distances  moyennes  aux  foyers  des  forces  principales 
qui  les  animent,  du  moins  lorsque  l'on  n'a  égard  qu'à  leur  action 
mutuelle  et  lorsque  l'on  suppose  leurs  moyens  mouvements  incom- 
mensurables entre  eux,  comme  cela  existe  pour  les  planètes  de  notre 
système. 

Il  est  cependant  impossible  de  ne  pas  reconnaître  des  variations 
très  sensibles  dans  les  révolutions  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Si  l'on 
compare  entre  elles  les  observations  de  ces  deux  planètes,  faites  depuis 
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le  renouvellementde  rAstronomie,  on  trouve  constamment  le  mouve- 
ment de  Jupiter  plus  rapide  et  celui  de  Saturne  plus  lent  que  par  la 
comparaison  des  observations  modernes  avec  les  anciennes,  llallev, 
dans  les  Tables  de  Jupiter,  emploie  une  équation  séculaire,  additix* 
au  moyen  mouvement,  proportionnelle  au  carré  du  temps,  et  de  3**49' 
en  deux  mille  ans.  Cela  suppose  qu'en  comparant  les  observations 
modernes  entre  elles,  il  a  trouvé  le  mouvement  annuel  de  Jupiter  plus 
grand  de  6", 9  que  par  leur  comparaison  avec  les  anciennes  observa- 
tions. Ce  grand  astronome  emploie  pareillement,  dans  ses  Tables  de 
Saturne,  une  équation  séculaire,  soustractive  du  moyen  mouvement 
de  9°i6'  en  deux  mille  ans,  ce  qui  indique  que  la  comparaison  des 
observations  modernes  entre  elles  lui  a  donné  le  mouvomont  annuel 
de  Saturne  moindre  de  16", 7  que  celui  qui  résulte  de  leur  compa- 
raison avec  les  anciennes.  En  effet,  les  oppositions  de  Saturne  de 
1394,  1595,  1596  et  1597,  comparées  à  celles  de  1713,  1714,  1713, 
1716  et  1717,  donnent  un  mouvement  annuel  plus  petit  de  16"  que 
les  oppositions  de  17 14  et  de  1715,  comparées  à  celle  de  l'an  228 
avant  notre  ère. 

Dans  l'impossibilité  d'expliquer  ces  variations  par  l'action  seule 
des  planètes,  je  soupçonnai  d'abord  que  l'action  des  comètes  en  était 
la  cause;  mais,  en  les  considérant  ensuite  avec  attention,  leur  marclif 
me  parut  s'accorder  si  bien  avec  le  résultat  de  l'action  des  planètes, 
que  j'abandonnai  cette  hypothèse.  Une  propriété  générale  de  l'action 
des  planètes  entre  elles  est  que,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  quantités  qui 
ont  de  très  longues  périodes,  la  somme  des  masses  de  chaque  planète, 
divisées  respectivement  par  les  grands  axes  de  leurs  orbites,  reste 
toujours  à  très  peu  près  .constante,  d'où  il  suit  que  les  carrés  des 
moyens  mouvements  étant  réciproques  aux  cubes  de  ces  axes,  si  le 
mouvement  de  Saturne  se  ralentit  par  l'action  de  Jupiter,  celui  de 
Jupiter  doit  s'accélérer  par  l'action  de  Saturne,  ce  qui  est  conforme  à 
ce  que  l'on  observe.  De  plus,  en  supposant,  avec  M.  de  la  Grange,  que, 

la  masse  du  Soleil  étant  l'unité,  celle  de  Jupiter  est  —^ — .  et  celle 

1007,190 
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de  Saturne  est  ^o^^o  /  ■  on  trouve  que  le  retardement  de  Saturne  doit 

3358, 40  ^ 

être  à  l'accélération  de  Jupiter,  à  très  peu  près,  comme  7  esta  3;  ainsi 
l'équation  séculaire  de  Saturne  étant  supposée  de  9^16',  celle  de 
Jupiter  doit  être  de  3°58',  ce  qui  ne  diffère  que  de  9  minutes  du  ré- 
sultat de  Halley.  Il  est  donc  fort  probable  que  les  variations  observées 
dans  les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  un  effet  de  leur 
action  mutuelle,  et  puisqu'il  est  constant  que  cette  action  ne  peut  y 
produire  aucune  inégalité,  soit  constamment  croissante,  soit  pério- 
dique, mais  d'une  période  très  longue  et  indépendante  de  la  situation 
de  ces  planètes,  et  qu'elle  n'y  cause  que  des  inégalités  dépendantes 
de  leur  configuration  entre  elles,  il  est  naturel  de  penser  qu'il  existe 
dans  leur  théorie  une  inégalité  considérable  de  ce  genre,  dont  la  pé- 
riode est  fort  longue  et  d'où  résultent  ces  variations. 

En  examinant  les  circonstances  du  mouvement  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, on  aperçoit  aisément  que  leurs  moyens  mouvements  approchent 
beaucoup  d'être  commensurables,  et  que  cinq  fois  le  moyen  mouve- 
ment de  Saturne  est  à  très  peu  près  égal  à  deux  fois  celui  de  Jupiter; 
d'où  j'ai  conclu  que  les  termes  qui,  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  ces  planètes,  ont  pour  argument  cinq  fois  la  longi- 
tude moyenne  de  Saturne,  moins  deux  fois  celle  de  Jupiter,  pouvaient 
devenir  sensibles  par  les  intégrations,  quoique  multipliés  par  les 
cubes  et  les  produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites.  J'ai  regardé  conséquemment  ces  inégalités 
comme  une  cause  très  vraisemblable  des  variations  observées  dans 
les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne.  La  probabilité  de  cette 
cause  et  l'importance  de  cet  objet  m'ont  déterminé  à  entreprendre  le 
calcul  long  et  pénible  nécessaire  pour  m'en  assurer.  Le  résultat  de  ce 
calcul  a  pleinement  confirmé  ma  conjecture  en  me  faisant  voir  : 
i"  qu'il  existe  dans  la  théorie  de  Saturne  une  grande  équation  d'en- 
viron 47'.  dont  la  période  est  à  peu  près  de  huit  cent  soixante-dix- 
sept  ans,  et  dépend  de  cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  Saturne, 
moins  deux  fois  celui  de  Jupiter;  2°  que  dans  la  théorie  de  Jupiter  il 
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existe  une  équation  d'un  signe  contraire,  d'environ  20',  et  dont  la 
période  est  la  même. 

Si  l'on  nomme  ni  le  moyen  mouvement  sidéral  de  Jupiter  depuis 
1700,  T\!t  celui  de  Saturne,  je  trouve  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  iné- 
galités précédentes,  la  longitude,  comptée  de  l'équinoxe  de  1700,  est 

pour  Jupiter 

nt-\-t  +  2o'sin(5/i'^  —  2nf  4- 49°8'4o"), 

et  que  pour  Saturne  elle  est 

n'  «  -H-  s'  —  46'  So"  sin  ( 5  n'  i  —  2  n^  +  49°  8'  4o' ), 

£  et  i  étant  deux  constantes  qui  dépendent  de  la  longitude  des  deux 
planètes  au  commencement  de  1700. 

J'ai  déterminé  ces  valeurs  d'après  les  éléments  des  Tables  de  Halley, 
et  en  adoptant  les  déterminations  précédentes  des  masses  de  Jupiter 
et  de  Saturne;  j'ai  seulement  augmenté  le  mouvement  annuel  de  Sa- 
turne, donné  par  ces  Tables,  de  16",  7,  et  j'ai  diminué  celui  de  Jupiter 
de  6", 9  pour  ramener  ces  mouvements  à  ceux  que  Halley  aurait  trou- 
vés par  la  comparaison  des  observations  modernes  avec  les  anciennes. 
Les  coefficients  numériques  de  ces  valeurs  cessent  d'avoir  lieu  après 
un  temps  considérable,  à  cause  de  la  variabilité  des  éléments  des 
orbites;  mais  ils  peuvent  servir  sans  erreur  sensible  depuis  Tycho 
jusqu'à  nous,  ce  qui  suffit  pour  la  comparaison  des  observations  mo- 
dernes; il  est  facile  d'ailleurs  de  les  étendre  à  un  temps  quelconque. 
On  peut  observer  que  le  coefficient  relatif  au  mouvement  de  Jupiter  a 
un  signe  contraire  à  celui  du  coefficient  de  Saturne,  et  qu'il  est  à  ce 
dernier,  à  très  peu  près,  dans  le  rapport  de  3  à  7. 

Si  l'on  compare  les  formules  précédentes  aux  observations,  on 
trouve  entre  les  unes  et  les  autres  un  accord  très  satisfaisant,  et  qui 
fournit  une  nouvelle  preuve  de  l'admirable  théorie  de  la  pesanteur 
universelle.  Ainsi,  par  exemple,  l'opposition  de  Saturne  de  l'an  228 
avant  notre  ère,  comparée  à  celles  de  1714  et  de  1710,  doit  donner,  à 
peu  près,  le  moyen  mouvement  de  Saturne,  parce  que  l'inégalité  pré- 
cédente est  peu  sensible  dans  le  grand  intervalle  qui  sépare  ces  oppo- 
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sitions;  mais,  en  comparant  l'opposition  de  i5g5  avec  celle  de  1715, 
le  mouvement  annuel  de  Saturne  doit,  suivant  nos  formules,  paraître 
-plus  petit  que  le  véritable  de  16'', 8;  les  observations  donnent  16"; 
l'imperfection  des  observations  du  xvi^  siècle  ne  permet  pas  un  plus 
parfait  accord.  Le  mouvement  annuel  de  Saturne  doit  donc  paraître 
maintenant  se  ralentir  de  16"  à  17",  et  comme,  parles  formules  pré- 
cédentes, l'accélération  apparente  de  Jupiter  est  au  ralentissement 
apparent  de  Saturne  dans  le  rapport  de  3  à  7,  le  mouvement  annuel 
de  Jupiter  doit  paraître  s'accélérer  d'environ  7",  ce  qui  est  entière- 
ment conforme  aux  déterminations  de  Halley.  Ces  deux  phénomènes 
ont  été  à  leur  maximum  vers  i58o;  depuis  cette  époque,  les  moyens 
mouvements  apparents  se  sont  rapprochés  sans  cesse  des  véritables 
moyens  mouvements. 

M.  Lambert  a  publié  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'année  1773 
un  travail  intéressant  sur  les  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  11  a 
cherché  à  déterminer  empiriquement  la  loi  des  erreurs  des  Tables 
de  Halley,  et  il  a  trouvé  qu'il  fallait  corriger  les  moyens  mouvements 
des  Tables  de  Saturne  en  leur  ajoutant,  à  partir  de  1640,  une  équation 
séculaire  proportionnelle  au  carré  des  temps,  et  de  6',  5  pour  le  pre- 
mier siècle;  et,  comme  Halley  emploie  pour  cette  planète  une  équation 
séculaire  soustractive  du  moyen  mouvement,  et  de  i',4  pour  le  pre- 
mier siècle,  il  est  clair  que  la  correction  de  M.  Lambert  revient  à 
ajouter,  depuis  1640,  au  moyen  mouvement  de  Saturne  supposé  uni- 
forme, une  équation  séculaire  de  5',  i  pour  le  premier  siècle.  Cet 
illustre  géomètre  applique  pareillement  aux  mouvements  des  Tables 
de  Jupiter  une  équation  séculaire  soustractive  et  de  3',  2  pour  le  pre- 
mier siècle,  à  partir  de  1657.  Ces  corrections  ont  été  publiées  dans  le 
second  Volume  du  Recueil  des  Tables  astronomiques  de  l'Académie  de 
Berlin;  elles  ont  une  marche  contraire  à  celle  des  équations  séculaires 
de  Halley,  et  d'ailleurs  elles  sont  incompatibles  avec  les  observations 
anciennes;  mais  les  savants  éditeurs  de  ces  Tables  observent  «  que, 
selon  toute  apparence,  l'équation  empirique  de  M.  Lambert  n'aug- 
mente pas  toujours  dans  le  rapport  des  carrés  des  temps,  car  il  semble 
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qu'elle  varie,  que  ces  variations  sont  périodiques  et  qu'il  faudra  une 
longue  suite  d'années  pour  en  découvrir  la  loi;  par  conséquent  cette 
équation  ne  servira,  pour  les  temps  à  venir,  que  jusqu'à  ce  qu'on 
puisse  déterminer,  par  les  observations  qu'on  fera  dans  la  suite,  quelle 
est  sa  propriété  ». 

Si  l'on  transporte  à  l'époque  de  1640  la  formule  précédente  relative 
h  Saturne,  et  que  l'on  en  réduise  le  sinus  dans  une  suite  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  du  temps  écoulé  depuis  cette  époque,  on 
trouve  que  le  terme  proportionnel  au  carré  du  temps  est  positif  et 
de  5',o  pour  Je  premier  siècle,  ce  qui  s'accorde,  quant  au  signe,  avec 
le  résultat  de  M.  Lambert,  et  ce  qui  n'en  diffère  que  de  o',  i  pour  la 
quantité.  La  formule  relative  à  Jupiter,  transportée  à  l'époque  de  1657 
et  réduite  en  série,  donne  pour  le  terme  proportionnel  au  carré  du 
temps  une  quantité  négative  et  de  2',  7  pour  le  premier  siècle,  ce  qui 
s'accorde,  quant  au  signe,  avec  le  résultat  de  M.  Lambert  et  ce  qui 
n'en  diffère  que  de  o',  5  pour  la  quantité.  Il  n'est  donc  pas  douteux  que 
la  vraie  loi  de  l'équation  empirique  de  cet  auteur  ne  soit  renfermée 
dans  nos  formules,  et  il  est  assez  remarquable  qu'il  ait  approché  aussi 
près  des  résultats  de  la  théorie  par  la  comparaison  seule  de  cent  douze 
ans  d'observations.  Au  reste,  la  réduction  des  sinus  en  série,  en  reje- 
tant les  puissances  du  temps  supérieures  au  carré,  ne  peut  être  em- 
ployée que  dans  un  intervalle  de  soixante  ans. 

Les  expressions  de  la  longitude  de  Jupiter  et  de  Saturne  renferment 
encore  des  termes  très  sensibles  qui  coïncideraient  avec  les  termes 
dus  au  mouvement  elliptique,  si  l'on  avait  exactement  5n'  =  2n. 

Ces  termes  sont  pour  Jupiter 

s'ag^sinCS/if-o/i'i  — 4i°56')  +  58"sin(5«'i-«f-34°3i'33''), 

et  pour  Saturne 

—  i3'  16"  sin(2/î^  -  fin't  —  2'>27'4")  —  2'4o'  sin{6n't  —2nt-  6o»3o'i6''). 

On  peut  les  considérer  comme  le  résultat  de  variations  dans  les 
excentricités  des  orbites  et  dans  la  position  des  absides,  et  dont  la 
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période  est  de  huit  cent  soixante-dix-sept  ans.  Ils  expliquent  pourquoi, 
dans  le  dernier  siècle  et  dans  celui-ci,  l'accroissement  de  l'équation  du 
centre  de  Jupiter,  la  diminution  de  celle  de  Saturne  et  les  mouvements 
de  leurs  aphélies  ont  paru  plus  grands  qu'ils  n'ont  dû  l'être  en  vertu 
des  seules  inégalités  séculaires. 

Pour  avoir  la  longitude  vraie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  faut  ajouter 
aux  termes  précédents  ceux  qui  appartiennent  au  mouvement  ellip- 
tique et  ceux  que  produisent  les  perturbations,  en  ayant  égard  aux 
premières  puissances  des  excentricités  des  orbites.  Les  géomètres  ont 
déjà  considéré  ces  derniers  termes;  mais  les  différences  que  présen- 
tent leurs  résultats  en  rend  la  vérification  indispensable.  J'ai  rempli 
cet  objet  dans  une  nouvelle  théorie  de  ces  deux  planètes  qui  paraîtra 
dans  le  Volume  suivant  de  ces  Mémoires.  Il  résulte  de  cette  théorie 
que  toutes  les  oppositions  anciennes  et  modernes  de  Jupiter  et  de 
Saturne  peuvent  être  représentées  avec  la  précision  dont  elles  sont 
susceptibles,  au  moyen  des  inégalités  précédentes  auxquelles  il  faut, 
par  conséquent,  attribuer  les  dérangements  singuliers  observés  dans 
le  mouvement  de  Saturne  et  dont  on  ignorait  les  lois  et  la  cause.  Il 
aurait  fallu  plusieurs  siècles  d'observations  suivies  pour  déterminer 
ernpiriquement  ces  inégalités,  à  cause  de  la  longueur  de  leur  période  ; 
ainsi,  sur  ce  point,  la  théorie  de  la  pesanteur  a  devancé  l'observation. 

Je  reviens  présentement  à  la  loi  générale  de  l'uniformité  des  moyens 
mouvements  célestes.  Ceux  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter 
offrent  un  rapport  remarquable  et  qui  peut  donner  lieu  de  craindre 
que  cette  loi  ne  soit  pas  observée  à  leur  égard.  La  discussion  de  ce 
rapport,  de  la  cause  qui  le  produit  et  de  son  influence  sur  les  mouve- 
ments des  satellites  m'a  paru  mériter  l'attention  des  géomètres  et  des 
astronomes. 

Les  observations  nous  apprennent  que  le  moyen  mouvement  du  pre- 
mier satellite  de  Jupiter  est  environ  deux  fois  plus  grand  que  celui  du 
second  qui,  lui-même,  est  à  peu  près  le  double  de  celui  du  troisième 
satellite,  et  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle  fait  voir  que  ces  rap- 
ports sont  la  source  des  principales  inégalités  de  ces  astres.  Il  suit  de  là 


DES  PLANÈTES  ET  DES  SATELLITES.  57 

que  la  différence  des  moyens  mouvements  du  premier  et  du  second 
satellite  est  égale  à  deux  fois  la  différence  des  moyens  mouvements  du 
second  et  du  troisième;  mais  ce  rapport  est  incomparablement  plus 
exact  que  les  précédents,  et  les  moyens  mouvements  des  Tables  en 
approchent  tellement  qu'il  faut  un  très  long  intervalle  pour  que  la 
petite  quantité  dont  elles  s'en  éloignent  puisse  devenir  sensible.  De 
là  naissent  plusieurs  phénomènes  constants  dans  la  configuration  des 
trois  premiers  satellites  ;. telle  est,  entre  autres,  l'impossibilité  de  les 
voir  s'éclipser  à  la  fois,  d'ici  à  un  grand  nombre  de  siècles,  et,  si  l'on 
part  des  moyens  mouvements  et  des  époques  que  M.  Wargentin  a 
employées  dans  ses  Tables,  on  trouve  que  cela  ne  peut  arriver  qu'a- 
près I  317900  ans  {Mémoires  d'Upsal,  année  1743,  p.  t\i).  Une  diffé- 
rence de  six  tierces  dans  le  mouvement  annuel  du  second  satellite  suf- 
firait pour  rendre  ce  phénomène  à  jamais  impossible,  et  M.  Wargentin 
ne  répond  qu'à  une  ou  deux  secondes  près  des  mouvements  annuels 
dont  il  a  fait  usage. 

Maintenant  on  peut  établir  comme  une  règle  générale  que,  si  le 
résultat  d'une  longue  suite  d'observations  précises  approche  d'un 
rapport  simple  de  manière  que  la  différence  soit  inappréciable  par 
les  observations  et  puisse  être  attribuée  aux  erreurs  dont  elles  sont 
susceptibles,  ce  rapport  est  probablement  celui  de  la  nature.  Ainsi 
les  observations  n'ayant  fait  apercevoir  aucune  différence  entre  les 
moyens  mouvements  de  révolution  de  la  Lune  sur  elle-même  et  au- 
tour de  la  Terre,  on  est  fondé  à  supposer  que  ces  deux  mouvements 
sont  rigoureusement  les  mêmes.  En  appliquant  cette  règle  aux  mou- 
vements des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  nous  pouvons  en 
conclure,  avec  une  grande  probabilité,  que  la  différence  des  moyens 
mouvements  du  premier  et  du  second  est  exactement  égale  au  double 
de  la  différence  des  moyens  mouvements  du  second  et  du  troisième. 
Cette  égalité  n'est  pas  l'effet  du  hasard,  et  il  est  contre  toute  vraisem- 
blance de  supposer  que  ces  trois  corps  ont  été  placés  primitivement 
aux  distances  qu'elle  exige;  il  est  donc  naturel  de  penser  que  leur 
attraction  mutuelle  en  est  la  véritable  cause.  C'est  ainsi  que  l'action 
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de  la  Terre  sur  la  Lune  établit  entre  les  moyens  mouvements  de  rota- 
tion et  de  révolution  de  ce  satellite  une  égalité  rigoureuse,  quoiqu'à 
l'origine  ces  deux  mouvements  aient  pu  différer  entre  eux.  Je  me  pro- 
pose dans  ce  Mémoire  de  discuter  ce  point  important  du  système  du 
monde  et  d'examiner  si  le  rapport  que  présentent  les  moyens  mouve- 
ments des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  doit  se  maintenir  sans 
cesse  en  vertu  des  lois  de  la  pesanteur  universelle.  Cette  recherche 
est  très  intéressante  pour  la  théorie  du  second  satellite;  les  princi- 
pales inégalités  qu'il  éprouve  dépendent  des  actions  du  premier  et  du 
troisième;  mais  le  rapport  précédent  donne  à  ces  inégalités  la  même 
période  et  les  fond  en  une  seule  qui,  dans  les  Tables,  forme  la  grande 
équation  de  ce  satellite.  Si  ce  rapport  n'était  pas  rigoureux,  ces  deux 
inégalités  se  sépareraient  dans  la  suite  des  siècles  et  les  Tables  du 
second  satellite  cesseraient  de  représenter  son  mouvement.  Voici 
maintenant  ce  qui  résulte  de  mon  analyse. 

J'observe  d'abord  que  les  termes  proportionnels  aux  premières 
puissances  des  masses  perturbatrices  ne  pouvant  pas  donner  l'expli- 
cation du  rapport  dont  je  viens  de  parler,  il  faut  la  chercher  dans  les 
termes  qui  dépendent  des  carrés  et  des  produits  de  ces  masses;  je  dis- 
cute, en  conséquence,  les  termes  de  cet  ordre  qui  peuvent  produire 
ce  rapport.  En  nommant  l  le  temps,  nt,  n' t,  n"t  les  moyens  mouve- 
ments du  premier,  du  second  et  du  troisième  satellite;  en  désignant 
par  s  la  quantité  n  —  3/2' -h  in",  et  par  V  la  longitude  moyenne  du  pre- 
mier satellite,  comptée  d'un  point  fixe  sur  l'orbite  de  Jupiter,  moins 
trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  je  trouve 
que  les  termes  multipliés  par  les  produits  deux  à  deux  des  masses  de 
ces  satellites  introduisent  dans  les  valeurs  de  ^  et  de  V  des  quantités 
proportionnelles  au  temps.  En  les  faisant  ensuite  disparaître  par  la 
méthode  que  j'ai  donnée  ailleurs  pour  cet  objet,  je  parviens  à  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  s,  V  et  /.  Leurs  inté- 
grales comparées  aux  observations  donnent  une  explication  complète 
du  phénomène  dont  il  s'agit,  et  présentent  en  même  temps  plusieurs 
conséquences  intéressantes. 
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La  première  est  que  s  et  V  sont  des  quantités  périodiqiK-,  rt 
qu'ainsi,  en  faisant  abstraction  des  quantités  de  cette  nature,  on  a 
rigoureusement  n  -+-  2n"=  3n'.  On  est  donc  assuré  par  là  que  la  diflV'- 
rence  des  moyens  mouvements  du  premier  et  du  second  satellite  est 
rigoureusement  égale  à  deux  fois  la  différence  des  moyens  mouve- 
ments du  second  et  du  troisième.  C'est  une  condition  à  laquelle  les 
moyens  mouvements  des  Tai)les  doivent  satisfaire,  et,  eonnne  ceux 
dont  M.  Wargentin  a  fait  usage  la  remplissent  à  dès  peu  près,  on  doit 
en  conclure  qu'ils  sont  fort  approchés  et  qu'ils  n'ont  besoin  que  de 
très  légères  corrections. 

La  seconde  conséquence  est  que  la  condition  précédeulc  nCvige 
point  qu'il  l'origine  les  trois  satellites  aient  été  exactement  placés  aux 
distances  respectives,  qui,  par  les  lois  de  Kepler,  donnent  l'équation 
n-+-  2n"=  3/î';  il  suffît  qu'ils  en  aient  été  peu  éloignés,  et  alors  leur 
attraction  mutuelle  établit  entre  leurs  moyens  mouvements  cette  éga- 
lité rigoureuse. 

Une  troisième  conséquence  est  que  l'on  ne  doit  point  craindre  que, 
dans  la  suite  des  siècles,  les  Tables  du  second  satellite  cessent  d'être 
exactes,  du  moins  relativement  à  leur  équation  principale. 

Enfin,  la  quatrième  conséquence  que  je  tire  de  mon  analyse  est 
que,  si  l'on  fait  abstraction  des  quantités  périodiques,  l'angle  V  est  de 
six  signes,  c'est-à-dire  que  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite, 
moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est 
égale  à  i8o°;  c'est  une  nouvelle  condition  que  les  Tables  doivent  rem- 
plir exactement.  Celles  de  M.  Wargentin  donnent,  au  commencement 
de  1760,  V  =  180''-+- 3o',  ce  qui  s'éloigne  peu  de  180°;  suivant  les 
Tables  de  M.  Bailly,  la  valeur  moyenne  de  V  ne  s'en  éloignait  que  de 
12'  à  la  même  époque.  Ces  écarts  sont  une  imperfection  des  Tables  et 
doivent  être  comptés  parmi  les  causes  des  erreurs  dont  elles  sont 
encore  susceptibles. 

L'angle  V  est  soumis  à  une  inégalité  périodique  analogue  aux  oscil- 
lations d'un  pendule;  elle  affecte  inégalement  les  mouvements  des 
trois  satellites,  suivant  des  rapports  dépendant  de  leurs  masses  ef  tit' 
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leurs  distances  au  centre  de  Jupiter;  la  durée  de  sa  période  dépend 
des  mêmes  quantités.  La  masse  du  second  satellite  est  assez  bien  dé- 
terminée par  les  inégalités  qu'elle  produit  dans  le  mouvement  du  pre- 
mier; mais  les  masses  du  premier  et  du  troisième  satellite  sont  encore 
inconnues  :  il  existe  seulement  entre  elles  un  rapport  que  -donnent 
les  inégalités  du  second  satellite,  et  c'est  par  son  moyen  que  j'ai 
trouvé  que  le  temps  de  la  libration  de  V  est  compris  entre  4  ans|  et 
1 1  ans  l.  L'instant  où  cette  libration  est  nulle  et  son  étendue  sont  des 
arbitraires  que  l'observation  peut  seule  déterminer.  Si  l'on  ne  consi- 
dère que  l'action  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  leur  mouve- 
ment dépend  de  neuf  équations  différentielles  du  second  ordre,  dont 
les  intégrales  finies  renferment  dix-huit  constantes  arbitraires.  Les 
excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites,  les  positions  des  nœuds 
et  des  aphélies  déterminent  douze  de  ces  constantes;  les  moyens  mou- 
vements et  leurs  époques  formeraient  les  six  autres,  sans  les  deux 
conditions  auxquelles  ces  six  arbitraires  sont  assujetties,  et  qui  les 
réduisent  à  quatre  :  c'est  pour  y  suppléer  que  l'expression  de  V  ren- 
ferme deux  arbitraires. 

Puisque  les  Tables  représentent  assez  bien  les  observations,  sans 
avoir  égard  à  l'inégalité  précédente,  elle  doit  être  peu  considérable  ; 
mais  l'incertitude  qui  règne  encore  sur  la  plupart  des  éléments  de  la 
théorie  des  satellites  de  Jupiter  rend  sa  détermination  très  difficile. 
C'est  un  point  que  je  laisse  à  discuter  aux  astronomes;  il  me  suffît  ici 
de  leur  indiquer  cette  inégalité  comme  un  objet  digne  de  leur  atten- 
tion, et  d'établir  que  les  moyens  mouvements  et  les  époques  des 
Tables  doivent  remplir  exactement  les  deux  conditions  suivantes  : 

1°  Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui 
du  troisième,  est  égal  à  trois  fois  celui  du  second. 

2**  La  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du 
second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  constamment  égale  à  1 8o°. 

Ces  conditions  subsisteraient  encore,  en  supposant  dans  les  moyens 
mouvements  des  satellites  des  accélérations  semblables  à  celle  que 
les  observations  paraissent  indiquer  dans  le  moyen  mouvement  de  la 
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Lune.  L'action  mutuelle  des  trois  premiers  satellites  les  maintiendrait 
sans  cesse,  en  sorte  que  le  système  de  ces  corps,  en  descendant  insen- 
siblement vers  Jupiter,  en  vertu  de  ces  accélérations,  conserverait 
toujours  les  rapports  nécessaires  à  l'existence  des  conditions  précé- 
dentes. Ainsi  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  maintient  l'égalité 
rigoureuse  des  deux  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  de  ce 
satellite,  malgré  l'accélération  continuelle  du  second  de  ces  deux  mou- 
vements, parce  que  le  premier  devient  en  même  raison  plus  rapide. 
De  là  résulte  cette  conséquence,  savoir  que,  si,  pour  mieux  représen- 
ter les  observations,  on  admet  une  équation  séculaire  dans  le  moyen 
mouvement  de  l'un  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  ainsi  que 
M.  Bailly  l'a  fait  dans  ses  Tables  du  premier  satellite,  il  faut  en  sup- 
poser de  semblables  dans  les  moyens  mouvements  des  deux  autres,  et 
les  ordonner  de  manière  que  l'équation  du  premier,  plus  deux  fois 
celle  du  troisième,  soit  égale  à  trois  fois  l'équation  du  second  satellite. 
On  voit,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  l'action  mutuelle  des 
satellites  de  Jupiter  ne  produit  dans  leurs  mouvements  que  des  inéga- 
lités périodiques;  et  nous  pouvons  généralement  en  conclure  que,  si 
l'on  n'a  égard  qu'aux  lois  de  la  gravitation  universelle,  les  moyennes 
distances  des  corps  célestes  aux  foyers  de  leurs  forces  principales  sont 
immuables.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des  autres  éléments  de  leurs  orbites  : 
on  sait  que  leurs  excentricités,  leurs  inclinaisons,  les  positions  de 
leurs  nœuds  et  de  leurs  aphélies  varient  sans  cesse;  et  il  existe  des 
méthodes  fort  simples  pour  déterminer  ces  variations,  en  supposant 
les  orbites  peu  excentriques  et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres.  Mais 
les  excentricités  et  les  inclinaisons  sont-elles  renfermées  constam- 
ment dans  d'étroites  limites?  C'est  un  point  important  du  système  du 
monde  qui  reste  encore  à  éclaircir,  et  dont  la  discussion  est  la  seule 
chose  que  laisse  maintenant  à  désirer  la  théorie  des  inégalités  sécu- 
laires. J'ai  prouvé,  dans  la  seconde  Partie  de  nos  Mémoires  pour  l'an- 
née 1772  ('),  que,  si  l'on  ne  considère  que  l'action  de  deux  planètes, 
les  excentricités  et  les  inclinaisons  de  leurs  orbites  sont  toujours  très 

(*)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIU,  p.  419  et  8uiv. 
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petites;  et  M.  de  la  Grange  a  fait  voir,  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  1782,  que  cela  est  également  vrai  pour  les  orbites  des  planètes 
de  notre  système,  en  partant  des  suppositions  les  plus  vraisemblables 
sur  leurs  masses.  Cependant  l'incertitude  où  l'on  est  encore  à  l'égard 
de  plusieurs  de  ces  masses  peut  laisser  quelques  doutes  sur  ce  résul- 
tat, et  il  est  nécessaire  de  s'assurer  par  une  méthode  indépendante  de 
toute  hypothèse,  que,  en  vertu  de  l'action  mutuelle  des  planètes,  les 
excentricités  et  les  inclinaisons  de  leurs  orbites  sont  toujours  peu 
considérables.  Je  me  propose  encore  de  remplir  cet  objet  dans  ce  Mé- 
moire, en  établissant  d'une  manière  générale  que  les  inégalités  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  des  planètes 
ne  renferment  ni  arcs  de  cercle,  ni  exponentielles;  d'où  il  suit  que, 
en  vertu  de  l'action  de  ces  corps,  leurs  orbites  s'aplatissent  plus  ou 
moins,  mais  en  ne  s'écartant  que  très  peu  de  la  forme  circulaire  et  en 
conservant  toujours  les  mêmes  grands  axes.  Les  positions  respectives 
de  leurs  plans  et  de  leurs  aphélies  varient  sans  cesse;  elles  s'inclinent 
plus  ou  moins  les  unes  aux  autres,  mais  elles  sont  toujours  renfermées 
dans  une  zone  d'un  petit  nombre  de  degrés. 

II. 

Equations  générales  du  mouvement  d'un  système  de  corps 
qui  s'attirent  mutuellement. 

Considérons  le  mouvement  d'un  système  de  corps  m,  m',  m",  . . . 
autour  d'un  corps  M  dont  nous  prendrons  la  masse  pour  unité  de 
masse.  Soient  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  de  m  et  r  sa 
distance  à  M  ou  son  rayon  vecteur,  l'origine  des  coordonnées  étant 
au  centre  de  M. 

Marquons  d'un  trait,  de  deux  traits,  ...  les  mêmes  lettres  relatives 
m',  m",  ...  et  nommons  X  la  fonction 

mm'     mm" ■ 

sJ{x'-xY-\-{y'—yy-^  {z'—zY       \J {x"  —  xf -h  {y"  —  yY  +  {z"  —  zY 

m,'  m," 


sj{x"  —  x'Y-^  {y" — y'y+  {z" — ^'Y 
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cette  fonction  étant  la  somme  des  produits  des  masses  m,  ni,  m",  . . . 
prises  deux  à  deux,  divisés  par  les  distances  mutuelles  de  ces  masses. 
Cela  posé,  si  l'on  transporte  en  sens  contraire  au  corps  m  la  force 
dont  M  est  animé  par  l'action  du  système,  on  trouvera  facilement  que, 
dans  son  mouvement  relatif  autour  de  M,  il  sera  animé  parallt^lement 
aux  axes  des  x,  des/  et  des  z  par  les  trois  forces  suivantes  : 


(i  H-  m)x 

m'x' 

m"x" 

..H r-, 

m  Ox 

f.3 

r'» 

f.1'3 

{i  +  m)y 

m'y 

r'3 

m"y" 

1    dl 
m  df 

(i  +  m)z 

m'z' 

m'z" 

m  dz 

f.3 

r'^ 

f.ll3 

Ces  trois  forces  tendent  à  augmenter  les  coordonnées  oc,  y,  z;  en  dési- 
gnant donc  par  dt  l'élément  du  temps  supposé  constant,  on  aura,  par 
les  principes  connus  de  Dynamique,  les  trois  équations  différentielles 


{i-hm)x       m'x' 


(0 

d}x 

(2) 

d'y 
""=  dï^ 

(3) 

d'-z 
""=  dt^ 

,.3 

(i  -+-  m)y 

/•=» 

(i  +  m)z 

I 

dl 

m 

dx 

I 

dl 

m 

ày 

I 

dl 

m 

dz' 

En  changeant  successivement  dans  ces  équations  m,  x,  y,  z,  r  dans 
m',  x'yfy  z'  y  t' ,  /w" ,  x'^f,  z\  /',.,.  ct  r  é  c  i  p  r  0  q  u  c  ffi  c  tt  t ,  on  aura  les 
équations  différentielles  relatives  à  w',  m",  etc. 

III. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par 

,         imimdx -{- m.' dx' -\-^ , .) 

imdx ^^ ; y 

I  -h  m  4-  m  -t- . . . 

l'équation  (2)  par 

imimdv -\- m.' dy' ->r- .  . .) 

imdy î^ ^ 1-^ ■  > 

•^  I  -H  m  -j-  /n'4-. . . 
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et  l'équation  (3)  par 

.    im{mdz  -\-  m!  dz' 4- .  .  . ) 

imdz  —  — -, ; 

I  -h  m  +  m  4- . . . 

si  l'on  multiplie  pareillement  la  première  des  équations  différentielles 

relatives  à  m'  par 

,  ,   ,       2m' [m dx  4-  m' dx' -h . . . ) 

im  dx ; > 

1  4-  m  +  m  4- .  . . 

la  seconde  par 


,  ,  ,       im' (mdY -+- m' dv' -\- .  . .) 

2  m' dv ^ T^ -y 

"^  1  4-  /n  4-  ^'4-.  .  . 


et  la  troisième  par 

,  -,       2m'(m  dz  -+-  m' dz'  -+-...) 

2  m'  dz' ^^ ; -i 

I  4-  w  4-  m  4-. . . 

et  ainsi  du  reste;  si  l'on  ajoute  ensuite  toutes  ces  équations  et  si  l'on 

observe  que 

_dl       ^      ^ 
dx       dx'       dx" 

_  dl        dl        dl 
^~  dy'^  dy'  ~^  dy"'^'"' 

dl        dl         dl 

r  z=zs/x^  -HJ^  H--S 
r'=z^x'^-i-y'-  +  z'\ 


on  formera  l'équation  suivante  : 

dxd^x  +  dyd'-y-i-dzd^z             ,  dx'  d^x' 4-  dy'  d^  y' 4-  dz' d^  z' 
o^2m -^ ^,rn' '^ 

mdx  -hm'  dx'  4- . . .  m  d^x  ^  m' d'^x'  -h . . . 

—  2 

1  4-  m  4-  m'  4- .  . .  dt^ 

_  2  f^  (^y -+- m'  dy' -h . . .   m  d-y  4-  m'  d^y'  4- . .  - 
I  4-  m  4-  m'  4- .  . .  'dV- 

^m  dz  -^  m' dz'  -\- .  ..     md^z  +  m' d-z' -\- .  . . 
1 4- m  4- m'4-.  . .  'dt^  ~ 

(mdr       m' dr'  \ 
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Cette  équation  donne,  en  l'intégrant, 


i  o 


dx^-^dy^+dz^  ,dx'*+ dv'^  +  dz'* 

{mdx -\- m' dx' +  . .  .y       (mdy -h  ni'dy' -h. .  .)* 

(  1-4-  »t  +  m' 4- . . . )  dt^        {i  -h  m  -\-  m'  -h . . .)  dt* 

(mdz -\- m' dz' -\- . .  .)■  (m       m'  \ 


(4) 


(i  4-  /n  +  m'  -h . . .  )  de-         '\r         / 

/étant  une  constante  arbitraire. 

On  peut  encore  obtenir  trois  intégrales  des  équations  différentielles 
du  mouvement  du  système,  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par 

m  (  /«  V  -t-  m' r'  -+- . .  •  ) 
^  I  -t-  //t  H-  /?i  -f-  .  .  . 

et  l'équation  (2)  par 

mimx  H-  m' x' -\- .  .  .) 

mx r— — —  : 

1  -H  «t  4-  /«  -H .  .  . 

si  l'on  multiplie  pareillement  la  première  des  équations  relatives  à  m' 
par 

—  m'y'-] ^ — '^ f -y 


et  la  seconde  par 


,    ,       m  (mx  -h  m  X  -h. . .) 

m'x' ^ — ; •~^: 

1  4-  //i  4-  m  4-  •  .  . 


et  ainsi  du  reste;  si  Ton  ajoute  ensuite  toutes  ces  équations,  en  obser- 
vant que 

dl         dl         ,  dl         ,  dl 
''='''d}-^'dx^^dy'-^dx'^'-- 

dl        dl  dl        dl 

dx       dx'  dy      dy' 

(ouvres  de  L.  —  XI.  9 
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on  aura 

a;d^Y—yd^œ  ,  x' d- y' —  y' d^  x' 

mx^  m'x'-h. .  .   md^y  ^m' d''y'-+-..  . 


I  +  m  H-  w'-H.  . .  dt- 

my -+- m'y' -h.  .  .    m  d^ x -\- m' d^ x' 


I  ■+■  m  ■+■  m'  -t . .  '  dt^ 


équation  dont  l'intégrale  est 


(5) 


X  dy  —  Y  dx  ,  x'  dy'  —  y'  dx' 

cz^m  — ^^—rr ^  "^  ^/ ^ 

dt  dt 

m  X  -\-  m' x'  -{- . . .  mdy  -\-  m!  dy'  -+- , 


I  4-  m  4-  m' H- . . .  dt 

m  y  -h  fn'y'  -+-...  m  dx  -h  m'  dx'  -+- . 
i -{-  m -^  m'  -h . . .  dt 


c  étant  une  constante  arbitraire. 

On  parviendra  de  la  même  manière  aux  deux  intégrales  suivantes 


(6) 


(7) 


,  X  dz  —  z  dx  ,  x'  dz'  —  s' dx' 

c'  :=  m :j- 1-  ni' -j- h . . . 

dt  dt 

mx -\- m' x' -\- . . .  ïn  dz -{- m' dz' -{- . . . 
I  H-  m  +  m'  + . . .  dt 

niz  -\-  m' z'  4- .  . .    jndx  -\-  m'  dx'  -\- . .  . 
i -{- m -\-  m'  -\- . . .  dt 

ydz  —  zdy  ,  y'  dz'  —  z'  dy' 

c"=.  m  ^ -, 4-  mJ -i —  4- . . . 

dt  dt 

my  4-  m' y'  4- . . .    m  dz  -\-  m!  dz'  4- . . . 


\  -\-  m  -\-  m!  -\- . . .  dt 

mz  -\-  m'z'  -i- . . .    m  dy -\- m' dy' -i- . . . 
I  4-  w  4-  m'  4- .  . .  dt 


c'  et  c"  étant  deux  arbitraires.  Ces  quatre  intégrales  sont  les  seules  que 
l'on  peut  obtenir  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse. 

IV. 

Si  l'on  suppose  les  masses  m,  m! ,  ...  extrêmement  petites,  chacune 
d'elles  décrira  à  très  peu  près  à  chaque  révolution  une  ellipse  autour 
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de  M.  En  vertu  des  inégalités  séculaires,  les  éléments  de  ces  ellipses 
varieront  par  des  nuances  imperceptibles;  mais  la  suite  des  siècles 
rendra  ces  variations  très  sensibles.  Les  intégrales  précédentes  éta- 
blissent entre  elles  des  rapports  constants  que  nous  allons  déter- 
miner. 

Soit  a  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  que  m  décrirait  autour  de  M,  si 
Ton  ne  considérait  que  l'action  de  ces  deux  corps;  on  aura,  comme 

l'on  sait, 

dx^  -t-  dy^  H-  dz-  _  2(i-nn)        i -h  m 
df"  ~         r  ~â~  ' 

Cette  équation  n'aura  plus  lieu,  si  Ton  a  égard  à  l'action  des  autres 
corps  m\  m'\  ...;  cependant,  si  l'on  observe  que  l'orbite  de  m  peut 
toujours  être  considérée  à  chaque  révolution  comme  une  ellipse,  aux 
quantités  périodiques  près  qui  troublent  le  mouvement  de  ce  corps, 
on  verra  que  cette  équation  est  encore  à  très  peu  près  exacte  après  un 
temps  quelconque;  mais  le  demi  grand  axe  a  pourra  n'être  plus  le 
même  qu'à  l'origine. 

Il  suit  de  là  que,  en  ayant  égard  à  l'action  de  tous  les  corps  du  sys- 
tème, on  a 

dx^  -+-  dy^  -+-  dz^ 2(n-m>        i-t-m        , 


dt^ 


^^ 


4»  étant  une  fonction  périodique  de  l'ordre  des  masses  perturbatrices. 
Si  l'on  nomme  pareillement  a',  a",  ...  les  demi  grands  axes  des 
orbites  que  m',  m",  ...  décriraient  à  chaque  révolution,  sans  les  per- 
turbations qu'ils  éprouvent,  on  aura 


dx'^  -+-  dy'^  -f-  dz'-^  _  -2(1 -{-m')  _  i -{- m' 
d?  ■"  /•'  a'~ 

dx"^ -^ dy  ^ dz""  _  2(i  +  m^0  _  x^m' 
dt^  ~  r'  a' 


V* 


V^ 


^',  ^",  . . .  étant  des  quantités  périodiques  de  l'ordre  m.  En  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l'équation  (4)  de  l'article  précédent,  elle  do- 
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viendra 


(        m'       m" 

a'        a" 

m^(m'-h  m" -\-.  . 

.) 

0- 

'^ 

I  4-  m  +  m'H-. . 

a) 

m'2(/w  +  m"+.. 

•^ 

^\ 

\-\-  m  -\-  m'-+- .  . 

( 

a') 

(  1  mm' dx dx'+  9. mm" dx dx"-\-  i m,' m" dx'dx"-\-  . .  .) 

'^  {i  +  m  H-  m'-t- .  .  .)dt^ 

(  2  mm'dy  dy'  +  2  ?nm"dy  dy"  -h  2  m'  m"  dy'dy"  4- .  .  .  ) 

(  iH-  m  +  m'4-  .  .  .)dt^ 

{imm' dzdz'  -\-  0.  mm" dz  dz"  -\-  im' m"  dz '  dz"  -+-...) 
(i  +  m  H-  /«'+.  .  .)dt^ 

-        m  (  I  +  m'4-  m"-+- .  .  .)  ,        m'(i  -+-  m  -^  m"-+- .  . .)  , , 

+  2X ^ j -di ^ ; ■ -'  di'— 

I  +  m  4-  m  4- ...  I  4-  /«  4-  m  4- ... 

Les  quantités 

mm'  dx  dx'       mm"dx  dx"       mm'  dy  dy' 
^^         '  dt^         '  dt^~^~' 

sont  périodiques,  dans  la  supposition  du  mouvement  elliptique,  et  les 
termes  que  les  perturbations  y  introduiraient  seraient  de  l'ordre  /??■'; 
en  négligeant  donc  les  quantités  de  cet  ordre  et  celles  de  l'ordre  ni^, 
qui  ne  sont  que  périodiques  ou  constantes,  l'équation  précédente 
prendra  cette  forme  très  simple 

'/os  j-       rii        m'        m" 

(8)  /—__+        +         +.... 

"^         a         a'         a" 

Ainsi,  en  supposant  que  la  suite  des  siècles  amène  des  changements 
remarquables  dans  les  demi  grands  axes  a,  a! ,  ...  des  orbites,  ils  doi- 
vent toujours  satisfaire  à  l'équation  précédente  dans  laquelle  la  con- 
stante /  est  invariable. 

On  voit  par  là  que,  pour  avoir  entre  les  éléments  des  orbites  suppo- 
sées elliptiques  les  relations  que  donnent  les  intégrales  précédentes 
des  équations  différentielles  du  mouvement  du  système,  il  suffit  de 
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substituer  dans  ces  intégrales  les  valeurs  des  coordonnées  relatives  au 
mouvement  elliptique;  en  négligeant  ensuite  les  quantités  constantes 
ou  périodiques  de  l'ordre  m*,  on  aura  entre  les  éléments  des  ellipses 
autant  d'équations  qu'il  y  a  d'intégrales. 

Déterminons  d'après  ce  principe  les  relations  entre  les  éléments  qui 
résultent  des  intégrales  (5),  (6)  et  (7)  de  l'article  précédent.  Si  l'on 
nomme  ea  l'excentricité  de  l'orbite  de  m,  et  si  l'on  néglige  m  vis-à-vis 
(le  l'unité,  l'aire  que  son  rayon  vecteur  trace  autour  de  M,  durant  l'in- 
stant dt,  sera,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique,  r^dt  \Jct(i  —  e^). 
Cette  aire  projetée  sur  le  plan  des  x  et  des  y  est  diminuée  dans  le  rap- 
port du  cosinus  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  ce  plan  au  rayon. 
Soit  6  la  tangente  de  cette  inclinaison;  l'aire  projetée  sera 


dt 


/a(i-e--). 
V      1-^6-    ' 


ce  sera,  dans  l'hypothèse  elliptique,  la  valeur  de  \(xdy  —  ydx). 

Si  l'on  nomme  pareillement  e' ,  a! ,  e",  a",  ...  les  excentricités  des 
orbites  de  m',  m",  ...,  6,  G',  0",  ...  les  tangentes  des  inclinaisons  de 
leurs  orbites, 

seront,  dans  l'hypothèse  elliptique,  les  valeurs  de 

-lix'dy'-y'dœ'),     \{x"  df- y"  dx"),     .... 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5)  de  l'article  précédent, 
et  en  négligeant  les  quantités  constantes  ou  périodiques  de  l'ordre  /«', 
on  aura 


/a{i  —  e')  ,      Ja'(\  —  e''^)  „^  /a"{\ 


Qn 


en  supposant  donc  que,  après  un  temps  considérable,  les  excentri- 
cités et  les  inclinaisons  des  orbites  subissent  des  changements  remar- 
quables, elles  doivent  toujours  satisfaire  à  l'équation  précédente  dans 
laquelle  la  constante  c  est  invariable.  -   ■' •• 
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Les  équations  (6)  et  (7)  de  l'article  précédent  fournissent  encore 
deux  relations  entre  les  éléments  des  orbites;  mais  il  est  plus  facile  de 
les  tirer  immédiatement  de  l'équation  (9),  en  y  substituant  successi- 
vement, au  lieu  de  6,  6',  . . .,  les  tangentes  des  inclinaisons  des  orbites 
sur  le  plan  des  x  et  des  z  et  sur  celui  des  y  et  des  z.  Nommons  I 
l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  x  l'intersection  du  plan  de  l'orbite 
de  m  et  du  plan  des  x  et  desy.  Il  est  aisé  de  voir,  par  la  Trigonométrie 
sphérique,  que  la  tangente  de  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur  le  plan 

des  ^  et  des  z  sera  \/     ù-i  .    21    >  ^t  que  la  tangente  de  l'inclinaison 

de  la  même  orbite  sur  le  plan  des  y  et  des  z  sera  t/  — m— ~2f~^  soit 

donc 

ôsinI=:/>,        9cosI  =  ç; 

ces  tangentes  seront  -y^n-/?-,  -y/iH-^^.  En  marquant  d'un  trait, 
de  deux  traits,  etc.  les  lettres  I,  />,  q  relatives  à  m\  m",  . . .,  on  aura 
les  tangentes  des  inclinaisons  des  orbites  de  ces  corps  sur  le  plan  des 
X  et  des  z  et  sur  celui  des  v  et  des  z.  En  substituant  ensuite  ces 
tangentes,  au  lieu  de  6,  ô',  . . .,  dans  l'équation  (9),  on  aura  les  deux 
équations  suivantes 


(10)      c'=mg^/-\-^+m'g'^/      )  ^  ^,   >  ^  m"  q"  ^ -^^- 


dans  lesquelles  les  constantes  c'  et  c"  sont  invariables. 

Sur  les  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter, 

Considérons  présentement  les  mouvements  des  trois  premiers  satel- 
lites de  Jupiter.  Nous  observerons  d'abord  que,  le  mouvement  du  qua- 
trième n'offrant  aucun  rapport  de  commensurabilité  avec  ceux  des 
trois  autres,  on  peut  négliger  ici  son  action.  On  peut  par  la  même 
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raison  négliger  l'action  du  Soleil;  enfin,  on  peut  faire  abstraction  de 
la  figure  de  Jupiter,  dont  l'influence  sur  les  variations  des  grands  axes 
est  nulle.  Soient  donc  m,  m',  m"  les  masses  du  premier,  du  second  et 
du  troisième  satellite  de  Jupiter,  dont  nous  prendrons  la  masse  M  pour 
unité  de  masse.  Supposons  que,  après  un  temps  considérable,  les 
demi  grands  axes  a,  a',  a\  ...  se  changent  dans 

a  H- ôa,     a'->roa',     «"-t-âa"; 

si  Ton  prend  pour  le  plan  des  x  et  des  y  celui  de  l'orbite  de  Jupiter, 
et  que  l'on  néglige  les  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  ceux  de  5«,  Za\  Ba\  les  équations  (8)  et  (9)  de  l'article 
précédent  donneront,  en  les  diflTérentiant  par  rapport  à  la  caractéris- 
tique B, 

mèa       m' èa'       m"  àa' 
0:= 


d'où  l'on  tire 


m  àa       m' Ba'       m"  da" 

o  —  — — -  H — -  -\ -.zr.-; 

\Ja  \/a'  sja" 


a" 

3 


^  „         mèa     a"*    à^  —  a 

oa  —  — — ,, r  — i 

ni"       a^      À- 


Soient  /»/,  n't,  n"t  les  moyens  mouvements  des  satellites  w,  m',  m"; 
on  aura,  comme  l'on  sait. 


partant 


S     da 
dn= n  —  ) 


2      a 


4 


OW'rn 1  en  — j » 

""        n^n'-n") 
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ainsi,  pour  avoir  les  variations  séculaires  des  moyens  mouvements  des 
trois  satellites,  il  ne  s'agit  que  de  déterminer  Sa,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  terme  proportionnel  au  temps  qui  entre  dans  l'expression 
du  demi  grand  axe  a  du  premier  satellite. 

VI. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  de  l'article  II, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dy,  et  la  troi- 
sième par  dz,  et  que,  pour  abréger,  on  suppose 

m'  ( xx'-\-  yy'-\-  zz')       m" (  xx"-\-  yf''-h  zz"  )        1  _ 

enfin,  si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  d  les  différences  prises  en 
ne  faisant  varier  que  les  coordonnées  relatives  au  satellite  m,  on  aura 


o  = 


dx  d}x  -\-  dy  d'^y  -{-  dz  d-z  dr 


+  (i  +  m)—  +  dR; 


dû 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

o  ■=  ^, ^ -'  H h  3  /  dR. 


Si  la  différentielle  2dR  renferme  un  terme  constant  kdt,  l'intégrale 
2  y  dR  renfermera  le  terme  kt  proportionnel  au  temps;  on  aura  donc 
après  le  temps  /,  en  négligeant  les  quantités  périodiques  de  l'ordre  m, 

dx^ -\- dy- -\- dz-        2(1  + m)        i -\- m 

o  m; ^^ -A 1-  kt' 

dt^  r         ^      a      ^      ' 

mais,  si  l'on  nomme  a  +  Sa  ce  que  devient  le  demi  grand  axe  a  après 
ce  temps,  on  a 

dx^ -+-  dy^  +  dz^       2(1 -\-  m)        i  -h  m 

—  — —  —     _|_ -_  , 

at^  r  a  +  oa 

partant 

i-H  m        \A-  m 

kt. 


a-\-  èa  a 
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ce  qui  donne,  en  négligeant  le  carré  de  Ba  et  m  vis-à-vis  de  l'unité, 

àa  =  —  a^  kt  ; 

la  question  se  réduit  ainsi  à  déterminer  k. 

Pour  y  parvenir,  nous  observerons  que,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  quan- 
tités de  l'ordre  des  masses  perturbatrices,  la  différentielle  dR  ne  ren- 
ferme aucun  terme  constant  (voir,  sur  cela,  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
Tannée  1776,  page  210).  Il  faut  conséquemment,  pour  y  trouver  des 
termes  semblables,  avoir  égard  aux  produits  de  ces  masses.  Si  l'on 
nomme  p,  v'y  v"  les  angles  formés  par  l'axe  des  œ  et  par  les  projections 
des  rayons  vecteurs  r,  r',  r"  sur  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter;  si  l'on 
nomme,  de  plus,  ni  -h  £,  n't  +  e',  n"t  -h  t"  les  longitudes  moyennes 
des  trois  satellites,  rapportées  au  même  plan  et  comptées  de  l'axe 

des  Xf  l'angle 

(2/i"— 3«'H-/i)^4-2e''— 3e'+£  • 

sera  à  très  peu  près  constant,  suivant  les  observations,  en  vertu  du 
rapport  qu'elles  indiquent  entre  les  moyens  mouvements  des  trois 
premiers  satellites,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  I.  Soit  V  cet  angle  ; 
on  doit  donc  chercher  les  termes  constants  de  dR  parmi  ceux  qui 
sont  multipliés  par  les  sinus  de  V  et  de  ses  multiples;  et  il  est  clair 
que,  l'angle  Vêtant  composé  des  mouvements  des  trois  satellites,  il  ne 
peut  se  rencontrer  que  parmi  les  termes  de  dR  affectés  du  produit 
m',  m". 

Nous  négligerons  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  ; 
nous  aurons  ainsi 

X  z=r  cos  V,         y  ^=r  sin  v,  5  =:  o, 

^' zz:  r' cos  p',         y' z=z  r' s,\nv' ,         z'=zo, 
x"  =  r"  cos  v",        y"^=-  r"  sin  v"y         s"=  o, 

et,  par  conséquent, 

m'r  cosCp' — p)       m''/-cos((^ — v^ 


R=r 


m" 


v/r* —  2rr'cos(f'—  v)  -h  r'*       sjr"^—  2rr''cos{v'—  v)  ■+■  r** 

OEuvres  de  L.  —  W.  lO 
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Supposons  que,  en  réduisant  R  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport 
aux  cosinus  de  i^'  —  v,  v"  —  v  et  de  leurs  multiples,  on  ait 

R  =r     m'  [A(«)  +  A'')  cos((^'—  v)  +  A^^^  coS2(/  —  p)  +. . .] 
+  m"[B"')H-B(»)cos(('"— (0  +  B'*' cos  2  (p"—p) +...], • 

on  aura  dR  en  différentiant  R  uniquement  par  rapport  à  r  et  ^,  ce  qui 
donne 

dR  =  m'àv^k^^^  %\xi{v'  —v)  4-  aA^^^  sin2(t^'—  p)  +.  . .] 

-\-m' dr\  — T 1 3 —  cos(p''—  v)  -\ 3 —  cos2(p'—  f  )  4-  . . . 

L  <?/"  ar  ^  '         or  J 

+  m"rfp[B(')sin((^"—  (-')  -h  2B(«)  sin2((^"—  t^)  +. . .] 

\~dF  ^~dF  sin((^"-p)4--^^sin2(p"-(;)  +  ...J. 


/n" 


Il  faut  maintenant  substituer,  dans  cette  expression  de  dR,  au  lieu 
de  r,  r',  r\  v^  k>\  /,  leurs  valeurs  approchées  jusqu'aux  premières 
puissances  inclusivement  de  m,  nï,  m",  en  distinguant  avec  soin  les 
termes  constants  de  ceux  qui  ne  sont  que  périodiques. 

VII. 

Pour  cela,  nous  allons  rappeler  ici  quelques  résultats  de  la  théorie 
des  perturbations  des  satellites  de  Jupiter;  nous  les  tirerons  de  l'ex- 
cellente pièce  de  M.  de  la  Grange,  qui  a  remporté  le  prix  de  l'Académie 
pour  l'année  1766,  et  qui  est  imprimée  dans  le  tome  IX  du  recueil 
des  Prix  de  l'Académie. 

Si  l'on  désigne  par  l'unité  le  demi-diamètre  de  Jupiter,  on  aura,  en 
n'ayant  égard  qu'à  l'action  des  trois  premiers  satellites, 

r  :=  5,67  -H  W'[  4,19  COS(«'^—«i +  £'—£)  — 1014,93  ces  2  (/2'i—«i +  £'  —  £) 

—  3,87  cos3  {n' t  —  nt  +  b'  —  t)  —  i  ,02  cos4(n'i  —  «^  +  £'_£)_., .] 

4-  m"  [0,75  cos(/i"<  —  nt  +  £"—  £)  -  I  ,o6cos2  (n"/  —  nt  +  i"  —  e) 

—  o,i3cos3(/i"i  — «i  4- e"— s)  _  0,02  cos4(n"f  —  nf4-£"  — £)  —  ...], 
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r' =  9,00  4-/n  [5i8,78cos(/i'f  — ni -he'— g) -+- 5,73cos2(n'<  — ni-he'  — e) 

H-i,36cos3(n'i  — ni-t-e'— e)-i-o,49cos4('i'^  — w^  +  e'— e)  4-. . .] 
+  m"  [7,  i6  cos(n"i  ~n't-^  s"—  s')  —  824, 07 ces 2 («"i  —  n't  +  e"—  e) 

—  6,29COs3(«"/— «i  +  e"  — e')  — i,66cos4(«"i  — n'i-He"  — s')  — ...], 

/^=:  14, 38  4-  m  [5,88  cos(/i"i  —  nt  ■+-  e"—  e)  +  o,  19  cos2{n"t  —  nt  -\-  s"  —  e) 

+  o,o3cos3  {n"t  —  nt-+-e''—t)  -ho,oocos^{n"t  — nt -ht"—  e')  -h  . . .] 

-\-m'  [452,98cos(n"/— n'i  +  e"— e')  +  9,i3cos2(/i"i  — n'i  +  e"— e') 

-i-2,i6cos3(/i"/  — n';  +  e"— e')  4-o,59COs4(/i"i— /i'i-+-e"  — e')  +  ...], 

t^  =  ni   -4-6  H-/n'[93oo'sin(/i'i  — ni-t-e'— e)— I  227  2i4'sin2(n'i  — /îi4-e'  — e) 

—  3526'sin3(/i'i  —  nt-hs' — e)  —  706' sin4(«'i  —  nt  -h  e'  —  e)  — . . .] 

-h  m''[ii5B'  s'in(n"  t  —  nt  +  s"  —  e)  —  looj'  sin2{n"  t  —  nt  +  e"  —  e) 

—  loi'  sm3  (n"  t  —  nt  -h  s"  —  s)  —  18'  sin^  {n"  t  —  nt  +  e"  —  e)  —  . . .], 

v'  z=:  n' t -h  e'  -^  m  [887482' sin ( n' i  —  ni  +  e'  — e)  +  2727'sin2(n'i  — ni  +  e'— e) 

4-  5o9'sin3(n'/  —  nt  -{- s'  —  s)  -h  12' sin !iin' t  —  nt  -\-  e'  —  e)  -^ ..  .] 

-hni"[ioo6ysin(n"t  — n' t -h  s"— s')  — 626  2!i6's\n  2  {n"t  — n't -h  e"  —  t') 

—  371 7'sin 3 {n" t  —  n't  +  s"—  e' )  —  826' sin 4 K i  —  n' 1 4-  e"—  s')  -  • .  •  ], 

(;"=«"<  +  £" 4- m  [— i3o6'sin(n"i  — ni4-6"— e)  4- 38'sin2(n"i  —  ni4- e"— e) 

4-8'sin3(n"i  — n'i4-£"— e)4-i'sin4(n"i  — ni4-£"  — e)4-...] 

4-m'[207375'sin(«"i  — n'i4-s"— £')4-276o'sin2(n"i  — n'i4-£"  — e') 

4-559'sin3(/i"i  — n'i4-s"  — £')4-i42'sin4(n''i  — ni4-£"— £')  4-. . .]. 

(  Voir  la  pièce  citée,  p.  63  et  suivantes.) 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  termem'</^A^*^sin((''—  v)àe  l'ex- 
pression de  o?R.  Si  l'on  y  substitue  au  lieu  de  v  sa  valeur  précédente, 
il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'en  peut  résulter  aucun  terme  constant  ou 
proportionnel  à  sinV.  Il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  substitution  de  la 
valeur  de  v\  et  l'on  voit  facilement  que  le  terme 

—  m" 626  246' sin 2  (/i"i  —  n't  +  t"—t) 

de  cette  valeur  produira  dans  m'dçA^'^  sin(^'  —  ç)  le  suivant 

—  An'm"626  246'A(»Uc?icos(n'i  — /ii4-e'— e)sin2(n"i  — n'i4-£''— £') 


76  MÉMOIRE  SUR  LES  INÉGALITÉS  SECULAIRES 

et,  par  conséquent,  celui-ci 

2 

Pour  réduire  en  parties  du  rayon  le  coefficient  626  246',  il  faut  le 
diviser  par  5'j°i']'^^";  en  désignant  donc  par  h  le  quotient  de  cette 
division,  le  terme  précédent  deviendra 

m' m"  ,  .  ,,,      ,     ... 

hk^^hidt  smY, 

2  ' 

et  il  produira  dans  2dR  le  terme  constant 

—  m' m" h A^^^  ndt  sinY. 

A''^  étant  une  fonction  de  r  et  de  r',  la  substitution  de  leurs  valeurs 
peut  produire  encore  des  termes  constants  dans  m'^/ç'A^'^  sin(ç''—  v); 
or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valeur  de  r  ne  produira  aucun  terme 
semblable,  et  que  la  valeur  de  r'  produira  le  terme 

—  m'm"ndt    ,  ,   824,07  cos2{n" t  -^  n' t -i- 1"  —  s')  s,m{n' t  —  nt-\-e'  —  e), 

ce  qui  donne  le  terme  constant 

/idt    -,  824,07  sinV; 

2  or  ' 

en  désignant  donc  par  /  le  coefficient  numérique  824,07,  il  en  résul- 
tera dans  2  dR  le  terme  constant 

m'm"ndt    ^  ,   ^sinV. 
or 

On  voit  ainsi  que  le  terme  m'dvA^*^  sin(v'  —  v),  de  l'expression  de 
dR,  produit  dans  2  dR  la  quantité  constante 


i'm"ndtsmY(l^^  —hk^A 


Si  l'on  analyse  de  la  même  manière  les  autres  termes  de  l'expres- 
sion de  dR,  on  verra  que  les  termes  constants  qui  en  résultent  sont 
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insensibles  par  rapport  à  la  quantité  précédente,  à  cause  de  la  gran- 
deur des  coefficients  numériques  h  et  /,  qui  multiplient  ses  deux 
termes.  On  peut  donc  supposer  que  la  partie  constante  de  2dR  se 
réduit  à  cette  quantité,  et  qu'ainsi  l'on  a 

d'où  l'on  tire,  par  l'article  précédent, 

aa  =  - m'/n"a*/if  sinV  n  î^  -  AAC)  J 

et,  par  conséquent, 

/   ^A(')  \ 

hn=\m! m" an}t%mS  [r-^, AA'')  ). 

De  là  il  est  aisé  de  conclure,  par  l'article  V, 

3  ô«"  —  3  On'  -H-  ô« 


=  |an«<  sin V  (  /  -^  -  hk^'^ 


ï'  m"  -\-  3  mm"  —^ +  2  mm 

n^n  —  n") 


,n''^n  —  n')] 
n^n'—n")] 


Soit  a  la  fonction  qui,  dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
multiplie  n^t  s'm\,  et  que  l'on  désigne  par*  la  quantité  2/?"—  3n'  -\-  n, 

on  aura 

$s  =  «n'f  sinV. 

VIII. 

L'équation-  précédente  donne  la  variation  Bs,  correspondante  au 
temps  t;  mais  elle  ne  peut  servir  que  pour  un  intervalle  dans  lequel 
ctn^t sinY  est  peu  considérable;  on  peut  cependant  en  tirer  la  valeur 
de  s,  pour  un  temps  illimité,  au  moyen  de  la  méthode  que  j'ai  donnée 
dans  la  seconde  Partie  de  nos  Mémoires  pour  l'année  1772  (').  Suivant 
cette  méthode,  on  doit  considérer  s  comme  une  fonction  de  a/,  qui, 

(  '  )  Œuvres  de  Laplace,  t.  VIII,  p.  369  et  suiv. 
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réduite  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  a/,  est 
de  cette  forme 

ds        a^f^    d^s 
s  -\-  at 


a.dt        i  .2  a} df^ 

les  quantités  s,  —^5  -riTt'  "'  étant  relatives  à  l'instant  que  l'on  choi- 
sit  pour  époque.  Le  second  terme  de  cette  série  exprime  la  variation  Bs 
lorsque  a/ est  très  petit;  en  comparant  donc  cette  variation  à  celle-ci, 
OLn^t sinYy  on  aura 

-y  =  ocn^  sin  V, 
dt 

et,  comme  l'instant  de  l'époque  est  arbitraire,  cette  équation  différen- 
tielle a  lieu  pour  un  instant  quelconque. 
Maintenant,  V  étant,  par  l'article  VI,  égal  à 

'in"t  —  3n't  +  nt-\-  2e"— 3e' 4- e, 

on  a 

dV  =  dt{2n"—^n'-h  n)  =  sdt; 

on  aura  ainsi,  entrer,  V  et  t,  deux  équations  différentielles  du  premier 
ordre,  dont  les  intégrales  donneront  les  valeurs  de  5  et  V  pour  un 
temps  quelconque. 

De  ces  équations,  on  tire  la  suivante 

en  la  multipliant  par  ^V  et  en  l'intégrant,  on  aura 

(a)  .  =  dt, 

yX  —  2(x/i^  cosV 

X  étant  une  constante  arbitraire.  Les  différentes  valeurs  que  l'on  peut 
supposer  à  cette  constante  donnent  lieu  aux  trois  cas  suivants  : 

Premier  cas.  —  Si  X  est  positif  et  plus  grand  que  d=  2.a.n^,  il  est 
visible  que  l'angle  ±  V  croîtra  sans  cesse,  et  cela  doit  arriver  si  l'ori- 
gine du  mouvement,  2n"  —  3n'-}-  n,  est  positive  ou  négative  et  d'un 
ordre  supérieur  à  nsjdz  a. 
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Deuxième  cas.  —  Si  a  est  positif  et  X  moindre  que  idn},  le  radical 


sj'k  —  aan'cosV 

devient  imaginaire  dans  la  supposition  de  V  =  o;  l'angle  V  sera  donc 
alors  périodique  et  ne  pourra  jamais  être  nul;  il  ne  fera  qu'osciller  de 
part  et  d'autre  de  i8o°,  en  sorte  que  sa  valeur  moyenne  sera  do  six 
signes. 

Troisième  cas.   —  Si  a  est  négatif  et  X  moindre  que  —  2aw',  le 

radical 

s/X  —  2a«'  cosV 

devient  imaginaire  dans  la  supposition  de  V  =  i8o°;  l'angle  V  ne  peut 
donc  jamais,  dans  ce  cas,  atteindre  i8o°;  il  ne  fera  qu'osciller  de  part 
et  d'autre  de  zéro,  en  devenant  alternativement  positif  et  négatif,  et 
sa  valeur  moyenne  sera  nulle. 
Voyons  lequel  de  ces  trois  cas  a  lieu  dans  la  nature. 

IX. 

En  prenant  pour  unité  le  demi-diamètre  de  Jupiter,  les  observa- 
tions donnent 

«  =  5,67,         a'=:9,oo,        a"=i4>38. 

De  là  j'ai  conclu 

^fn_      o>0952  (?A<^)  _  0,594 


Mais  on  a,  par  l'article  VII, 

_6 
57°i7'44 


dr'  a' 


,  626246'  .      o   , 


on  aura,  par  conséquent, 


dr'                            a 

ce  qui  donne 

a  =  67 ,  786 

n'^^l^n-n")                ,n'»(/»  — n') 

L                             n^{n'—n")                    n^n'—n") 
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Nous  sommes  ainsi  assurés  que  a  est  positif;  d'où  il  suit  que  le  der- 
nier des  trois  cas  précédents  ne  peut  pas  exister.  Il  faut  donc  ou  que 
l'angle  ±  V  croisse  sans  cesse,  ou,  si  sa  valeur  est  périodique,  qu'il  ne 
puisse  qu'osciller  de  part  et  d'autre  de  i8o**. 

X. 

Si  l'angle  ±  V  croît  indéfiniment,  X  est  positif  et  plus  grand  que 
2a7z^;  or,  si  l'on  suppose  V  =  i8o°±  cy,  le  signe  de  cy  étant  le  même 
que  celui  de  dY  dans  l'équation  différentielle  (a)  de  l'article  VIII, 
cette  équation  donnera 

drn  =  dt  \J\  +  2c3cn^cosnj . 

On  aura  donc,  dans  l'intervalle  compris  depuis  cr  =  o  jusqu'à  cr  =  90°, 

cT>zv/)i        et,  par  conséquent,        jjs^  nt\pïâ.\ 

ainsi  le  temps  t  que  cr  emploiera  à  parvenir  de  o*'  à  90*^  sera  moindre 
que  — ^7=-   Si  l'on  nomme  T  le  temps  de  la  révolution  du  premier 


36o° 
satellite,  on  aura  «T  =  36o",  ce  qui  donne  n  =  -7p-;  donc  le  temps  t 

T 

que  CT  emploiera  à  parvenir  de  o*^  à  90''  sera  moindre  que 


4v2a 
La  valeur  de  a  dépend  des  masses  des  trois  premiers  satellites  de 

Jupiter;  la  masse  m'  du  second  paraît  assez  bien  déterminée  par  l'iné- 
galité du  premier  satellite,  et,  si  l'on  prend  pour  unité  la  masse  de 
Jupiter,  on  a 

m'=z  0,00002417. 

Quant  aux  masses  m  et  m"  du  premier  et  du  troisième  satellite,  la 
théorie  des  inégalités  du  second  est  insuffisante  pour  les  déterminer, 
mais  elle  donne  entre  elles  la  relation  suivante 

9i8iom  +  i48383w"=i6,5 

(voir  la  pièce  citée  de  M.  de  la  Grange,  p.  74  et  78).  En  supposant 
donc  m  =  [j.m',  on  aura 

m"—  0,0001 1 1 199  —  0,0000 14955  |ji. 
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Les  temps  des  révolutions  des  trois  premiers  satellites  sont 

iJi8»'28™36%     3ii3»'i7'"54s     7J3''59™36», 

et  il  est  clair  que  les  valeurs  de  n,  n\  n"  sont  réciproques  à  ces  temps, 
d'où  il  suit  que  ces  valeurs  sont  entre  elles  comme  les  nombres 


on  aura  ainsi 


ï.    o» 497978»    0,246967; 

Zn'^n-n") 

^ ■=:  0,00242, 

n»(n'— /i") 

2n"^(n  —  n') 

-T =  o>6'979i» 

n^n'—n") 

d'où  l'on  tire 

a  =  0,000000182187(1+  3, 55263 /JL  — 0,477756  jji*). 

La  valeur  de  \l  est  comprise  entre  les  deux  limites  jx  =  o  et  [ji  =  "",^^> 

dont  la  première  répond  à  m  =  o  et  dont  la  seconde  répond  à  m"  =  o ; 
or  il  est  aisé  de  voir  que  la  plus  petite  valeur  dont  a  est  susceptible 
répond  à  [x  =  o;  ainsi  le  temps  t  que  l'angle  zs  doit  employer  dans  le 
cas  que  nous  discutons  ici  à  parvenir  de  0°  à  90°  est  nécessairement 
moindre  que 


4  V^o ,  oooooo364  374 


et  comme  T,  réduit  en  décimales  de  jours,  est  égal  à  1^76986,  il  en 
résulte  que  t  est  moindre  que  733^,002  ou  au-dessous  de  deux  ans. 

Maintenant,  si  l'on  compare  ce  résultat  aux  observations,  on  verra 
qu'il  leur  est  entièrement  contraire,  car  les  Tables  des  trois  premiers 
satellites,  qui  satisfont  assez  bien  aux  observations  depuis  plus  d'un 
siècle,  donnent,  à  toutes  les  époques,  V  peu  différent  de  180°,  et  par 
conséquent  vs  peu  considérable.  Suivant  celles  que  M.  Bailly  a  insé- 
rées à  la  fin  de  son  Ouvrage  sur  les  satellites  de  Jupiter,  les  quantités 
dont  V  surpassait  180°,  aux  époques  de  1671  et  1763,  étaient  de  9'3i'' 
et  de  i2'3i";  dans  toutes  les  époques  intermédiaires,  elles  étaient 

Œuvres  de  L.  —XL  1 1  - 
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comprises  entre  ces  limites.  Il  est  donc  certain  que,  depuis  la  décou- 
verte des  satellites  de  Jupiter,  cr  ne  s'est  jamais  élevé  à  90°;  ainsi  la 
supposition  de  l'angle  ts  croissant  sans  cesse  est  entièrement  con- 
traire aux  observations.  Le  second  des  trois  cas  de  l'article  VIII  est 
donc  le  seul  qui  puisse  avoir  lieu  dans  la  nature,  c'est-à-dire  que 
l'angle  V  est  nécessairement  périodique  et  ne  fait  qu'osciller  de  part 
et  d'autre  de  180^,  en  sorte  que  sa  valeur  moyenne  est  de  six  signes. 

XI. 

Reprenons  l'équation  différentielle  de  l'article  précédent 

dt. 


y/X-i-  2an*  coscj 


Si  l'on  nomme  g  l'espace  que  la  pesanteur  terrestre  fait  parcourir 
dans  la  première  seconde;  si  l'on  imagine  ensuite  un  pendule  dont  la 
longueur  soit  -^j  i  étant  le  nombre  de  secondes  que  renferme  le 
temps  de  la  révolution  du  premier  satellite;  enfin  si  l'on  suppose  à 
l'origine  du  mouvement  ce  pe-ndule  éloigné  de  la  verticale  d'un  angle 
dont  le  cosinus  soit  — -^  ses  oscillations  représenteront  les  varia- 
tions de  l'angle  cj. 

Puisque  les  Tables  des  satellites  satisfont  assez  bien  aux  observa- 
tions, sans  avoir  égard  aux  variations  de  cet  angle,  il  doit  être  peu 
considérable;  on  peut  donc  supposer 


COSGT  =  1 

2 


ainsi,  en  faisant 


on  aura 


X  +  aaw^ 


dxs  ,    /— 

^=z  n  dt  \J(X 


v/ê^- 


m^ 


Cette  équation  donne,  en  l'intégrant, 

CT  =  êsin(n«y/a  +  y), 
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ê  et  Y  étant  deux  constantes  arbitraire^  que  l'observation  peut  seule 

dt 
5  =  ±:  nêv/âcos(«f  v^  -t-  y), 


déterminer.  L'équation  —  =^ds  donne 


d'où  l'on  voit  que  s  est,  ainsi  que  ct,  une  quantité  périodique  ;  en  fai- 
sant donc  abstraction  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  en  supposant  que 
nt^  rit,  n"t  représentent  les  vrais  moyens  mouvements  des  satellites, 
on  a  rigoureusement  *  =  o,  ou 


n  +  in"^z  3/i'. 


On  voit  encore  que  cette  équation  n'exige  point  qu'à  l'origine  du 
mouvement  s  ou  n-\-  in" —  3/i'  ait  été  rigoureusement  nul  :  il  suffit 
qu'il  ait  été  compris  dans  les  limites  —  n^y/â  et  -+-  n6\fôi. 

On  aura  le  temps  t  de  la  période  des  variations  de  s  et  de  cr,  au 
moyen  de  l'équation  nt\/ôi.  =  36o°,  ce  qui  donne 

_  36o\ 

/i  y/a 

mais,  T  étant  le  temps  de  la  révolution  du  premier  satellite,  on  a 

nT  =  36o°.  On  aura  donc 

T 

s/a. 

les  deux  limites  de  t  répondent  conséquemment  aux  deux  limites 
de  a.  Or  la  plus  petite  valeur  de  a  est 

a  ==  0,000000182187, 

et  sa  plus  grande  valeur  est 

a  rr  0,00000 1 38542  ; 
ainsi  les  deux  limites  de  t  sont 

-V 

iSoSJo^'sS    et    4i46j'""^»5» 

c'est-à-dire  que  le  temps  de  la  période  des  valeurs  de  5  et  de  6  est  com- 
pris entre  4  ans  ^  et  11  ans  ^      ,   , 
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Les  mouvements  des  trois  satellites  ont  des  variations  analogues  à 
celles  de  l'angle  u;  ces  variations  sont  dans  le  rapport  des  quantités 
Bn,  Bn\  Bn'\  qui,  par  l'article  V,  sont  entre  elles  comme  les  quantités 

4  1 

m  n'^(n  —  n")        m   n"^{n  —  n') 
I»      ~  ;z7  —4  '     J^t  ~T  * 

"^    nHn'—n")  n^n'— n") 

En  nommant  donc  ks'm(nts/x-\-y)  l'équation  qui  en  résulte  dans  le 
mouvement  du  premier  satellite,  les  équations  correspondantes  du 
second  et  du  troisième  satellite  seront 


m 
m 

et  l'on  aura 


i,i84i4    — ;  ksm(nt\fôc -+- y\ 
0,809895  — Y,ks,in{nt\/â  -t-  y), 


6  =  ^1  +  3,55242^,  +  0,619791  ^j  k. 

Il  est  impossible,  dans  l'état  actuel  de  la  théorie  des  satellites  de  Ju- 
piter, de  prononcer  sur  la  véritable  valeur  de  ê  ;  on  voit  seulement,  par 
l'inspection  des  erreurs  des  meilleures  Tables,  qu'il  n'est  pas  impos- 
sible que  cette  valeur  excède  4o';  mais  c'est  un  point  que  je  laisse  à 
discuter  aux  astronomes  qui  cherchent  à  perfectionner  cette  théorie. 

XII. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  néglige  les  quantités  pério- 
diques et  que  l'on  n'ait  égard  qu'aux  moyens  mouvements  et  à  leurs 
époques,  on  a  les  deux  équations  suivantes  ; 

£  —  Ze'-h  2e"=o,         n  —  3/i'+ 2/i"=  o. 

Ces  équations  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où,  par  des  causes  in- 
connues, telles  que  la  résistance  d'un  milieu,  les  moyens  mouvements 
des  satellites  de  Jupiter  seraient  assujettis  à  des  équations  séculaires. 
En  vertu  de  ces  causes,  les  expressions  des  grands  axes  des  orbites  et, 
par  conséquent,  les  valeurs  de  n,  n',  n"  renfermeraient  des  termes 
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proportionnels  au  temps.  Soient!/,  i' t^  i"t  ces  termes,  i,  i',  i"  étant  des 
coefficients  constants  ou,  du  moins,  que  l'on  peut  traiter  comme  tels 
pendant  un  très  long  intervalle.  Si  l'on  nomme,  pour  abréger,  q  la 

quantité 

/   dA<''  \ 

\m'm'a(r~^-hk^'A, 


on  aura,  par  les  articles  V  et  VI, 

en  =  qii*  t  sin  V  h-  it, 

i 
.   ,            m  n'^(n  —  n")       ,      .    ,r        ., 
ôn'= -,  —j^ qn* t  smY  -\-  l't, 

^    n^{n'-n") 

>_ 
-   ,,           m   n"^(n  —  n')      .     .    _,       ... 
dn"=      -^  -^-^ qn*tsm\  -h  i"t\ 

"^     n^n'—n") 

d'où  l'on  tire,  par  l'article  VIII,  les  équations 

dn 


dt  ~ 

qn^  sinV  +  i, 

dn' 

m  n'^  (n  —  n")      ,    .    ..        ., 

dt  ~ 

4                    qn  s,m  y    \    i , 
"^    n^n'-n") 

dn" 

dt  ~~ 

1 

— r,  —r-^ — qn^  sm  V  -f- 1". 

n^{n'—  n") 

En  supposant  donc,  comme  dans  l'article  VII, 

5  =  «  —  3n'-\-2n", 

r         3m  n'hn  —  n")        2m  n"^(n  —  n')\ 
|_         '^    n3(„/_^.)        "^     n^n'-n")J 

on  aura 

—  =  an*  sin  V  -+-  /  —  3  i'-+-  2  f  ; 
dt 

on  a  ensuite  -7-  =s,  partant 


dt 

d*\ 


,  ^  _  txn^  sin  V  -ht  —  3i'-+-  21". 
dt* 
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Supposons  V  —  i8o**+  cj,  ct  étant  peu  cons^idérable ;  l'équation  précé- 
dente donnera 

-^-r-  +  a«^5J=  i  —  6i'-\-  Il  ; 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

r.   .    /       /-         \       i  —  3  i'  +  2  i" 
CT  =  bsm(  ni V«  +  yy-^ 5 ' 

6  et  Y  étant  deux  constantes  arbitraires,  et,  comme  on  a*=  -^  =  -^> 

on  aura 

n  —  3/i'4-  in"=:  nS  cos {ni \/ oc  +  y); 

ainsi,  en  négligeant  les  quantités  périodiques,  on  aura 

n  —  3/^'4-  2/i"r=  o. 

On  voit  par  là  que  les  causes  qui  peuvent  altérer  les  moyens  mou- 
vements des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  ne  troublent  point  le 
rapport  précédent  entre  ces  mouvements  ;  d'où  il  suit  que,  si  ces  corps 
sont  assujettis  à  des  équations  séculaires,  celle  du  premier,  plus  deux 
fois  celle  du  troisième,  doit  être  égale  à  trois  fois  l'équation  séculaire 
du  second. 

Pour  déterminer  ces  équations,  nous  observerons  que  l'on  a,  par  ce 
qui  précède, 

^  adt        (X 

d$ 
on  aura  donc,  en  rejetant  la  quantité  périodique  -^> 

du         .  q      ,  ■       'i  -,          7/x 

^=.--H  ?^(,-_  3,-+. ,-)"f '"-"'>, 

Ht  r/  m'    ^  '        ± 

n^n'—n") 


4 


n"^(n' —  n") 


Si  l'on  intègre  deux  fois  de  suite  ces  valeurs  de  dn,  dn',  dn'\  les 
termes  proportionnels  au  carré  du  temps  t  seront  les  équations  sécu- 
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laires  des  satellites;  les  valeurs  de  ces  équations  seront,  par  consé- 
quent, 


[.,        qm  , .      -  .,         ...n'*(n  —  n')\ 
l'+  -^(i-3f'+2l')-T-i '  \ 

[.„       qm  ,  .      _  .,         ..^  «"'(n  —  n')  1 
n'  (w  —  «  )J 


La  valeur  moyenne  de  V  est  i8o°h ^ ;  ainsi,  en  supposant 

i  — 3ï'h-  ii"  positif,  V  serait  plus  grand  que  i8o°,  et  l'on  pourrait 
expliquer  par  là  pourquoi  toutes  les  Tables  des  satellites  de  Jupiter 
donnent  V>i8o°;  mais  on  doit  observer  que  les  quantités  i,  i\  i" 
doivent  être  insensibles  relativement  à  an^,  puisque,  autrement,  elles 
produiraient,  dans  les  moyens  mouvements  des  satellites,  des  équations 
séculaires  que  l'intervalle  de  temps  écoulé  depuis  leur  découverte  jus- 
qu'à nos  jours  aurait  rendues  très  sensibles.  On  pourrait,  à  la  vérité, 
diminuer  ces  équations  par  différentes  suppositions  sur  les  valeurs  de 
rriy  m\  m",  i,  i',  i".  Supposons,  par  exemple,  le  satellite  m  extrêmement 
petit  relativement  à  m' et  à  m'\  et  qu'il  se  meuve  dans  un  milieu  résis- 
tant qui  ne  s'étende  pas  jusqu'à  l'orbite  du  second  satellite;  on  aura 
q  =  (x.f  i—  G,  i"=o.  Les  équations  séculaires  des  trois  satellites  seront 

nulles,  et  V  sera  égal  à  iBo^'h -,•  On  pourra  donc  supposer  — j 

égal  à  plusieurs  minutes,  sans  qu'il  en  résulte  aucujie  équation  sécu- 
laire sensible  dans  les  mouvements  des  satellites;  car,  si,  d'un  côté,  le 
milieu  dans  lequel  se  meut  le  premier  satellite  tend  à  accélérer  son 
mouvement  en  l'approchant  de  Jupiter,  d'un  autre  côté,  l'action  des 
deux  autres  satellites  détruit  l'effet  de  ce  milieu  et  conserve  au  pre- 
mier satellite  son  moyen  mouvement  et  sa  moyenne  distance.  Mais  ces 
hypothèses  et  toutes  celles  du  même  genre  sont  trop  peu  vraisembla- 
bles pour  être  admises;  on  doit  donc  regarder  l'équation 

£  — 3e'H-2e"=o 
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comme  une  condition  à  laquelle  les  époques  des  Tables  doivent  néces- 
sairement satisfaire. 

XIII. 

Sur  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  des  planètes. 

Considérons  présentement  le  second  objet  que  nous  nous  sommes 
proposé  de  traiter  dans  ce  Mémoire,  et  cherchons  à  établir  d'une  ma- 
nière générale  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  des 
planètes  sont  constamment  renfermées  dans  d'étroites  limites;  pour 
cela,  nous  allons  rappeler  ici  les  principaux  résultats  de  la  théorie 
connue  des  inégalités  séculaires. 

Si  l'on  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  à  une  époque  don- 
née, et  que  l'on  compte  les  longitudes  de  l'équinoxe  correspondant 
supposé  invariable;  si  l'on  nomme  ensuite  m,  m',  m",  ...  les  masses 
des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour  l'unité;  a,  a',  a"  les  demi 
grands  axes  de  leurs  orbites;  ea,  e'a',  e"a",  ...  leurs  excentricités; 
V,  V,  V",  ...  les  longitudes  de  leurs  aphélies;  6,  6',  Ô",  ...  les  tan- 
gentes des  inclinaisons  de  leurs  orbites  sur  le  plan  fixe;  enfin  I,  T, 
l",  ...  les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants;  les  quantités  esinV, 
ecosV,  e'sinV,  e'cosV,  .. .,  ô  sini,  6cosI,  ô'sinF,  G'cosT,  .. .  seront 
données  par  des  équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre, 
dont  les  coefficients  sont  constants.  Les  excentricités  et  les  inclinai- 
sons étant  fort  petites,  le  système  des  équations  relatives  aux  excen- 
tricités est  indépendant  du  système  des  équations  relatives  aux 
inclinaisons;  en  sorte  que  le  premier  système  est  le  même  que  si  les 
orbites  étaient  dans  le  même  plan,  et  le  second  est  le  même  que  si  les 
orbites  étaient  circulaires. 

^n  intégrant  le  premier  système,  chacune  des  quantités  esinV, 
ccosV,  e'sinV,  e'cosV,  ...  est  exprimée  par  la  somme  d'un  nombre 
fini  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t;  les 
nombres  par  lesquels  il  faut  multiplier  ce  temps,  pour  former  ces 
angles,  étant  les  racines  d'une  équation  algébrique  d'un  degré  égal 
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au  nombre  des  planètes,  nous  représenterons  eette  équation  par  (k). 
La  même  chose  a  lieu  relativement  aux  équations  du  second  système; 
mais  l'équation  dont  dépend  la  formation  des  angles  n'est  pas  la  même 
que  pour  le  premier  système;  nous  la  représenterons  par  (kf).  On 
peut  consulter,  sur  cet  objet,  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour 
l'année  1772,  deuxième  Partie,  page  36i  ('),  et  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Berlin  pour  l'année  1782,  pages  243  et  262. 

Si  toutes  les  racines  des  équations  (^)  et  {k)  sont  réelles  et  iné- 
gales, les  valeurs  des  quantités  précédentes  ne  renfermeront  ni  arcs 
de  cercle  ni  exponentielles,  et  par  conséquent  elles  resteront  toujours 
fort  petites;  il  n'en  sera  pas  de  même  si  quelques-unes  de  ces  racines 
sont  égales  ou  imaginaires,  car  on  sait  qu'alors  les  sinus  et  les  cosinus 
se  changent  en  arcs  de  cercle  ou  en  exponentielles;  mais,  quelle  que 
soit  la  nature  des  racines  de  ces  équations,  les  valeurs  de  esinV, 
ecosV,  e'sinV,  e'cosV,  . . .  seront  toujours  comprises  dans  les  formes 
suivantes  : 


e  sinV  =  a/'' -h  ê/'' + . . .  +  y  <'•  -4-Xr-»+. 
e  cos  V  ~  jx/'  +£/'■'+...  +  ^V  +  i|>  V-"^  -\- . 
e'  sin  V  =  a'/"  -+■  6'/''  + . . .  -h  y'  /'"  -h  V  t'-'  + . 
e'  cos  V  =  fx'/'  H-  s'/"'  +  ...-\-<i>'  f-\-^'  r-i  -h . 


h, 

r. 


f  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  Les 
coefficients  a,  ê,  p.,  £,  .. . ,  a',  ^\  [x',  t' ,  ...  des  exponentielles  sont 
des  quantités  réelles  sans  exponentielles,  mais  qui  peuvent  être  fonc- 
tions de  l'arc  t  et  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  proportionnels  à  cet 
arc;  les  quantités  y,  X,  $,  'j»,  . . . ,  A,  /,  y',  V,  O',  -y,  . . . ,  h\  /',  ...  sont 
réelles,  sans  arcs  de  cercle  ni  exponentielles,  et  par  conséquent  con- 
stantes ou  périodiques. 

Supposons  que,  abstraction  faite  du  signe,  on  ait  i  >  i\  i'  >  i",  . . . , 
e  étant  égal  à  (esinV)^-h  (ecosV)'^;  on  aura 

e^— («24- |jt2)/"'-h.  .  .+ (yî4-0»)r-'-4-.  .  .-h /i*-h /». 

(  '  )  Œuvres  de  Laplace,  t.  VIII,  p.  4o6' 

OEuuresde  L.  ~  XI.  12 
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On  aura  pareillement 

et  ainsi  de  suite;  on  aura  donc  ainsi  les  valeurs  des  excentricités  des 
orbites. 

Ces  valeurs  ne  peuvent  servir  que  pour  un  temps  limité,  après 
lequel,  les  excentricités  devenant  fort  grandes,  la  supposition  qu'elles 
sont  peu  considérables  et  d'après  laquelle  elles  ont  été  trouvées  cesse 
d'être  exacte;  on  ne  peut  donc  étendre  à  un  temps  quelconque  les 
résultats  obtenus  dans  cette  supposition,  qu'autant  que  l'on  est  assuré 
que  les  racines  de  l'équation  {k)  sont  toutes  réelles  et  inégales;  mais 
il  serait  très  difficile  d'y  parvenir  par  la  considération  directe  de  cette 
équation.  Voici  un  moyen  fort  simple  de  prouver  que  ni  les  exponen- 
tielles/'^y^'S  . . . ,  ni  l'arc  t  et  ses  puissances  ne  se  rencontrent  point 
dans  les  valeurs  de  esinV,  ecosV;  e'sinV,  e'cosV, 


XÏV. 

Reprenons  l'équation  (9)  de  l'article  IV;  si  l'on  suppose  e  et  6  très 
petits  et  que  l'on  néglige  les  quantités  des  ordres  e\  e^O^  et  6%  elle 
donnera 

cr=zm\/~â  +  m'\i'a'  +...--\m{e'^-^B'-)\Ja  —  \m'{  e'-'  -+-  Ô'^  )  \fâ'  —  ...  ; 

mais  les  moyennes  distances  des  planètes  au  Soleil  ne  sont  point  trou- 
blées par  leur  action  mutuelle;  on  aura  donc 

m ( e^+Q'-)s/a-\-  m' {e''-^  Q'-)\Ja'  -^ . .  .=.  const. 

Nous  avons  observé,  dans  l'article  précédent,  que  les  valeurs  de  e,  e\ 
e\  . . .  sont  données  par  des  équations  indépendantes  de  celles  qui 
donnent  les  valeurs  de  G,  6',  6",  . . . ,  en  sorte  qu'elles  sont  les  mêmes 
que  si  0,  ô',  6",  . . .  étaient  nuls;  mais  l'équation  précédente  devient, 
dans  cette  hypothèse, 

const.  =  we*  \ja  +  m'e'^  ^ja'^ 
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Les  valeurs  de  e,  e! ,  ...  doivent  donc  satisfaire  à  cette  équation,  après 
un  temps  quelconque. 

Si  l'on  y  substitue  les  expressions  générales  de  ces  quantités,  que 
nous  avons  données  dans  l'article  précédent,  on  aura 

[  const.=      [/nv/â(a»4-fjt-)-»-m'v^rt'(a'*-hfJi") -+-..  .]/*''4-... 

(  -h   mv/â(A«-i-/2)  -t-m'v/â^(/i"+/")  -H...; 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  t,  il  est  nécessaire  que 
les  coefficients  des  exponentielles  et  des  puissances  semblables  de  / 
disparaissent  d'eux-mêmes  ;  en  égalant  donc  à  zéro  le  coefficient  de/"S 
on  aura 

o  ==  m\/â  (a^+  fJL^)  H-  m' v/«'  («'■-!-  /^'")  4-. . .; 

mais  m  sja^  m' y/a',  . . .  sont  des  quantités  positives,  et  a,  [x,  a',  ix',  . . . 
sont  des  quantités  réelles;  l'équation  précédente  ne  peut  conséquem- 
ment  subsister  qu'en  supposant  a -=  o,  pt.  —  o,  a  =^  o,  (x— o,  ..., 
d'où  il  suit  que  les  exponentielles  ne  se  rencontrent  point  dans  les 

valeurs  àee,  e', 

L'équation  (h)  donne  encore,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  z*'", 

o  =  m\/a{y--h(f-)-\-  m'  ^a'  {y'^-h  9'-)  +  . . ., 
d'où  l'on  tire 

y-O,  9—0,  y'=0,  9'=:0,  

-Ainsi,  les  valeurs  de  e,  e\  ...  ne  renferment  point  d'arcs  de  cercle; 
elles  se  réduisent  par  conséquent  aux  quantités  périodiques 


et  ces  quantités  ont  entre  elles,  en  vertu  de  l'équation  (b),  la  relation 

suivante  _  _ 

const.  =  m\/a  {h'^+l')  -h  m'\Ja'  (A" H-  /'»)  -h. . ., 

de  manière  que,  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette 
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équation  en  sinus  et  en  cosinus,  les  coefficients  de  chaque  sinus  et 
de  chaque  cosinus  doivent  disparaître  d'eux-mêmes. 

Si  l'on  applique  les  mêmes  raisonnements  aux  expressions  de  0,  6', 
6",  . . . ,  on  s'assurera  qu'elles  ne  renferment  ni  exponentielles  ni  arcs 
de  cercle,  et  qu'elles  se  réduisent  à  des  quantités  périodiques.  En 
supposant,  comme  dans  l'article  IV, 

9  sini  =^Pt         Q  cosi  =:^, 
Ô'sinl'^:/)',  B'C0il'=:q', 


on  trouvera  que  les  quantités/?,  q,  p,  q' ,  . ..  ont  entre  elles  la  rela- 
tion _ 

const.  =  m\ja  (/?-+  q"^)  -h  m' \j a' {p'- -^  ^'^)  +  •  •  •  ; 

les  équations  (lo)  et  (ii)  de  l'article  IV  donnent  encore,  dans  la  sup- 
position de/?»  <7»/?',  q\  '"  très  petits,  les  relations  suivantes  entre  ces 

quantités 

const.  =  mq  \Ja  +  m' q'  \fa' -\- . . . , 

const.  =:  mp  sja  -f-  m' p'  \Ja'-\- .... 

De  là  nous  pouvons  généralement  conclure  que  les  expressions  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  des  planètes  ne  ren- 
ferment ni  arcs  de  cercle  ni  exponentielles,  et  qu'ainsi  le  système  des 
planètes  est  renfermé  dans  des  limites  invariables,  du  moins  lorsque 
l'on  n'a  égard  qu'à  leur  action  mutuelle. 
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DE  JUPITER  ET  DE   SATURNE. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1785;  1788. 


Les  observations  ont  fait  apercevoir  dans  les  mouvements  de  Jupiter 
et  de  Saturne  des  variations  considérables  dont  on  ignore  les  lois  et 
la  cause.  La  comparaison  des  observations  modernes  aux  anciennes 
paraît  indiquer  une  accélération  dans  le  mouvement  de  Jupiter  et  un 
ralentissement  dans  celui  de  Saturne;  mais  les  observations  modernes 
comparées  entre  elles  offrent  un  résultat  contraire,  et  M.  Lambert  a 
remarqué  que,  depuis  Hevelius  jusqu'à  nous,  le  mouvement  de  Jupiter 
s'est  ralenti  et  que  celui  de  Saturne  s'est  accéléré  d'une  manière  sen- 
sible. M.  de  la  Lande  a,  de  plus,  observé  que  le  moyen  mouvement  de 
Saturne,  conclu  des  oppositions  de  cette  planète,  vers  l'équinoxe  du 
printemps,  est  depuis  un  siècle  plus  rapide  que  celui  qui  résulte  des 
oppositions  observées  vers  l'équinoxe  d'automne,  et,  pour  prouver 
que  cette  différence  ne  dépend  point  de  l'attraction  de  Jupiter,  il  l'a 
établie  sur  des  oppositions  dans  lesquelles  les  circonstances  des  mou- 
vements de  Jupiter  et  de  Saturne  étaient  à  peu  près  semblables. 

Jusqu'à  présent  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle  n'a  pu  rendre 
raison  de  ces  phénomènes;  on  ne  voit  même  rien  dans  les  résultats 
analytiques  auxquels  les  géomètres  sont  parvenus  sur  ce  sujet  qui 
puisse  conduire  à  les  expliquer.  Je  me  propose  ici  de  faire  voir  que, 
loin  d'être  une  exception  au  principe  de  la  pesanteur,  ils  en  sont  une 
suite  nécessaire,  et  qu'ils  présentent  une  nouvelle  confirmation  de  ce 
principe  admirable. 
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Cet  Ouvrage  est  divisé  en  trois  Sections;  j'expose  dans  la  première 
une  théorie  analytique  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  de 
Jupiter  et  de  Saturne  qui  naissent  de  leur  action  mutuelle.  Je  me  suis 
surtout  attaché  à  donner  à  mes  résultats  une  forme  simple  et  commode 
pour  le  calcul,  et,  comme  je  les  ai  vérifiés  avec  beaucoup  de  soin  et  par 
différentes  méthodes,  je  crois  pouvoir  répondre  de  leur  exactitude.  Ce 
qui  distingue  principalement  cette  théorie  de  celles  qui  l'ont  précédée 
est  la  considération  des  inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  puis- 
sances supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 
Les  géomètres  n'avaient  eu  égard,  dans  ces  recherches,  qu'aux  pre- 
mières puissances  de  ces  quantités;  mais  j'ai  reconnu  que  cette  ap- 
proximation est  insuffisante  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
et  que  leurs  principales  inégalités  sont  données  par  les  approximations 
suivantes,  qu'il  faut  étendre  jusqu'aux  quatrièmes  puissances  des 
excentricités.  Les  moyens  mouvements  de  ces  deux  planètes  sont  tels 
que  cinq  fois  celui  de  Saturne  est  à  fort  peu  près  égal  à  deux  fois  celui 
de  Jupiter,  et  ce  rapport  produit  dans  les  éléments  de  leurs  orbites  des 
variations  considérables  dont  les  périodes  embrassent  plus  de  neuf 
siècles  et  qui  sont  la  source  des  grands  dérangements  observés  par 
les  astronomes.  Les  méthodes  ordinaires  conduiraient  pour  les  déter- 
miner à  des  calculs  d'une  excessive  longueur;  heureusement,  la  même 
considération  qui  force  de  recourir  à  ces  inégalités  simplifie  leur 
détermination  :  je  donne,  pour  y  parvenir,  une  méthode  facile  et  très 
approchée. 

La  seconde  Section  a  pour  objet  la  théorie  de  Saturne.  Pour  avoir 
ses  inégalités,  il  suffît  de  substituer  ses  éléments  et  ceux  de  Jupiter 
dans  les  formules  analytiques  de  la  première  Section;  mais  les  élé- 
ments des  Tables  astronomiques  n'ont  pas  la  précision  nécessaire 
dans  une  recherche  aussi  délicate,  parce  que,  dans  la  formation  de 
ces  Tables,  on  n'a  point  fait  entrer  les  différentes  inégalités  de  Jupiter 
et  de  Saturne.  Une  première  approximation  m'a  fait  connaître  à  fort 
peu  près  les  changements  qu'ils  doivent  subir,  et  ces  éléments  ainsi 
rectifiés  m'ont  donné  les  valeurs  exactes  des  inégalités  de  Saturne. 
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La  plus  considérable  de  toutes  ces  inégalités  dépend  de  cinq  fois  le 
moyen  mouvement  de  Saturne  moins  deux  fois  celui  de  Jupiter;  sa 
période  est  d'environ  neuf  cent  dix-neuf  ans,  et  sa  valeur,  qui  diminue 
par  des  degrés  insensibles,  était  au  milieu  de  ce  siècle  de  48' 44".  Le 
mouvement  de  Jupiter  est  soumis  à  une  inégalité  correspondante  dont 
la  période  est  exactement  la  même,  mais  dont  la  valeur  affectée  d'un 
signe  contraire  est  plus  petite  dans  la  raison  de  3  à  7.  On  doit  rap- 
porter à  ces  deux  grandes  inégalités,  jusqu'à  présent  inconnues,  le 
ralentissement  apparent  de  Saturne  et  l'accélération  apparente  de 
Jupiter.  Ces  phénomènes  ont  atteint  leur  maximum  vers  i56o;  depuis 
cette  époque,  les  moyens  mouvements  apparents  des  deux  planètes  se 
sont  rapprochés  sans  cesse  de  leurs  véritables  moyens  mouvements. 
Voilà  pourquoi,  lorsque  l'on  a  comparé  les  observations  modernes 
aux  anciennes,  le  moyen  mouvement  de  Saturne  a  paru  plus  lent  et 
celui  de  Jupiter  plus  rapide  que  par  la  comparaison  des  observations 
modernes  entre  elles,  tandis  que  ces  dernières  ont  indiqué  une  accé- 
lération dans  le  mouvement  de  Saturne  et  un  ralentissement  dans 
celui  de  Jupiter  :  si  l'Astronomie  eût  été  renouvelée  trois  siècles  plus 
tard,  les  observations  auraient  présenté  des  phénomènes  contraires. 
Les  mouvements  que  l'astronomie  d'un  peuple  assigne  à  Jupiter  et  à 
Saturne  peuvent  donc  nous  éclairer  sur  le  temps  où  elle  a  été  fondée; 
je  trouve  ainsi,  par  mon  analyse,  que  les  Indiens  ont  déterminé  les 
moyens  mouvements  de  ces  deux  planètes  dans  la  partie  de  la  période 
des  deux  inégalités  précédentes  où  le  moyen  mouvement  apparent  de 
Saturne  était'fort  lent  et  celui  de  Jupiter  très  rapide.  Deux  de  leurs 
principales  époques  astronomiques,  dont  l'une  remonte  à  l'an  3io2 
avant  notre  ère  et  dont  l'autre  se  rapporte  à  l'an  1491»  remplissent  à 
peu  près  cette  condition. 

La  théorie  de  Saturne  renferme  encore  une  inégalité  remarquable 
dont  la  valeur  est  à  peu  près  de  10  minutes  et  qui  coïnciderait  avec 
les  inégalités  du  mouvement  elliptique  si  le  double  du  moyen  mou- 
vement de  Jupiter  était  parfaitement  égal  à  cinq  fois  celui  de  Saturne. 
C'est  d'elle  que  vient,  en  grande  partie,  le   dérangement  observé 

OFMvrea  de  L.  —  \l.  '^ 
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par  M.  de  la  Lande  dans  le  mouvement  de  Saturne  et  le  peu  d'accord 
des  variations  de  l'aphélie  de  cette  planète  avec  la  théorie  de  ses  iné- 
galités séculaires. 

La  réunion  des  inégalités  produites  par  l'action  de  Jupiter  avec  celles 
du  mouvement  elliptique  forme  la  théorie  complète  de  Saturne,  mais 
les  éléments  de  son  orbite,  quoique  fort  approchés,  avaient  encore 
besoin  de  légères  corrections.  J'ai  choisi,  pour  cet  objet,  vingt-quatre 
observations  disposées  d'une  manière  avantageuse,  et  je  suis  parvenu 
aux  véritables  expressions  du  rayon  vecteur  de  Saturne  et  de  son 
mouvement  en  longitude  et  en  latitude.  On  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, étendre  ces  formules  à  plus  de  deux  mille  ans  dans  le  passé  et 
à  mille  ou  douze  cents  ans  dans  l'avenir.  Leur  accord  avec  un  srrand 
nombre  d'oppositions  modernes  et  avec  les  observations  anciennes 
prouve  à  la  fois  la  justesse  et  la  nécessité  des  grandes  équations  que 
j'ai  introduites  dans  la  théorie  de  Saturne,  et  que  les  siècles  suivants 
rendront  de  plus  en  plus  sensibles;  il  fait  voir  encore  le  peu  d'in- 
fluence des  comètes  sur  notre  système  planétaire,  puisque  Saturne, 
à  raison  de  son  éloignement  du  Soleil,  en  aurait  éprouvé  des  déran- 
gements remarquables  si  leurs  masses  étaient  comparables  à  celles 
des  planètes. 

Un  résultat  intéressant  de  ces  recherches  est  la  détermination  du 
moyen  mouvement  sidéral  de  Saturne  et  son  uniformité.  Vingt-quatre 
oppositions  modernes,  comparées  deux  à  deux  et  respectivement  éloi- 
gnées de  deux,  de  quatre  et  de  six  révolutions  de  Saturne,  m'ont  donné 
ce  mouvement  égal  à  i2°i2'46'',6  dans  l'intervalle  de  365  jours.  L'ob- 
servation la  plus  ancienne  et  la  meilleure  de  Saturne  que  Ptolémée 
nous  ait  transmise  et  que  les  Ghaldéens  firent  le  i^''  mars  de  l'an  228 
avant  notre  ère  conduit,  à  ^  de  seconde  près,  au  même  résultat;  ainsi 
les  observations  se  réunissent  avec  la  théorie  de  la  pesanteur  pour 
bannir  l'équation  séculaire  de  Saturne  qui,  de  toutes  les  planètes, 
avait  paru  aux  astronomes  exiger  la  plus  grande  équation  séculaire. 

La  théorie  de  Jupiter,  exposée  dans  la  troisième  Section  et  com- 
parée aux  observations  anciennes  et  modernes,  présente  des  résultats 
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semblables  et  le  même  accord;  la  pesanteur  universelle  est  donc  la 
véritable  cause  des  variations  observées  dans  les  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne.  La  précision  avec  laquelle  ces  deux  planètes 
ont  obéi  dans  tous  les  temps  aux  lois  que  la  Géométrie  leur  assigne 
en  vertu  de  leur  action  mutuelle  est  un  des  objets  les  plus  curieux  du 
système  du  monde.  Il  aurait  fallu  plusieurs  siècles  d'observations 
suivies  pour  déterminer  empiriquement  ces  inégalités  à  cause  de  la 
longueur  de  leurs  périodes;  ainsi,  sur  ce  point,  la  théorie  de  la 
pesanteur  a  devancé  l'observation.  Cette  confirmation  nouvelle  d'une 
loi  qui  s'accorde  admirablement  avec  tous  les  phénomènes  célestes, 
et  à  laquelle  les  seuls  dérangements  de  Jupiter  et  de  Saturne  sem- 
blaient faire  exception,  ne  laisse  aucun  doute  sur  son  existence  et 
sur  ses  avantages,  en  sorte  que  ses  résultats  doivent  obtenir  la  même 
confiance  que  les  observations  les  plus  précises. 

Il  restait  cependant  encore  un  phénomène  céleste,  l'accélération  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune  que  l'on  n'avait  pu,  jusqu'ici,  ramener 
aux  lois  de  la  pesanteur  :  les  géomètres  qui  s'en  étaient  occupés 
avaient  conclu  de  leurs  recherches  qu'il  ne  peut  être  produit  par  la 
gravitation  universelle,  et,  pour  l'expliquer,  on  avait  eu  recours  à 
différentes  hypothèses,  telles  que  la  résistance  de  Téther,  la  trans- 
mission successive  de  la  gravité,  l'action  des  comètes,  etc.  Mais, 
après  diverses  tentatives,  je  suis  enfin  parvenu  à  découvrir  la  véri- 
table cause  de  ce  phénomène.  J'ai  trouvé  que  l'équation  séculaire  de 
la  Lune  résulte  de  l'action  du  Soleil  sur  ce  satellite,  combinée  avec  la 
variation  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  Elle  est  périodique  et 
dépend  des  mêmes  arguments  que  le  carré  de  cette  excentricité  : 
quand  celle-ci  diminue,  comme  cela  a  lieu  constamment  depuis  les 
observations  les  plus  anciennes  jusqu'à  nous,  cette  équation  accélère 
le  moyen  mouvement  de  la  Lune;  elle  le  ralentit  quand  l'excentricité 
vient  à  croître.  Cette  théorie  s'accorde  aussi  exactement  qu*on  peut 
le  désirer  avec  les  observations  les  plus  anciennes,  et,  par  là,  elle  com- 
plète le  système  de  la  pesanteur  universelle  dont  tous  les  phénomènes 
célestes,  sans  exception,  concourent  maintenant  à  démontrer  la  vérité. 
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SECTION  PREMIÈRE. 

THÉORIE    ANALYTIQUE     DES     PERTURBATIONS     DE    JUPITER     ET    DE     SATURNE. 

I. 

Équations  générales  des  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Soient  ir,j,  z  les  coordonnées  rectangles  de  Jupiter,  rapportées  au 
centre  du  Soleil;  soit  m  la  masse  de  cette  planète,  celle  du  Soleil  étant 
prise  pour  unité  ;  soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  de  Saturne  et  m!  sa 
masse;  soit  de  plus 


\[^^+f 


r'=:  \Jx'^-\-  y' 


L'action  du  Soleil  sur  Jupiter,  décomposée  parallèlement  à  l'axe 
des  X  et  dirigée  vers  l'origine  sera  -7^;  l'action  de  Saturne  sur  Jupiter, 
décomposée  parallèlement  au  même  axe  et  dirigée  dans  le  même  sens 
que  la  première,  sera  m' {x  —  x')\^  ou  ~m'-r-«  Ces  deux  actions 
réunies  solliciteront  donc  Jupiter  parallèlement  à  l'axe  des  x  et  vers 
l'oriffine  des  coordonnées  avec  une  force  é^ale  à  -^  —  m'-r--  Mais, 
comme  dans  la  théorie  des  planètes  on  suppose  le  Soleil  immobile,  il 
faut  transporter  en  sens  contraire  à  chacune  d'elles  les  forces  dont  il 
est  animé;  or,  cet  astre,  en  vertu  des  actions  réunies  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  est  sollicité  parallèlement  à  l'axe  des  x  et  en  sens  contraire 
de  leur  origine  par  une  lorce  égale  a  —^ — 1 r^\  ainsi  Jupiter,  dans 

son  mouvement  relatif  autour  du  Soleil,  est  sollicité  vers  cet  astre  par 
une  force  parallèle  à  l'axe  des  x  et  égale  à 

{\-\-  m.')x        m! x'  ,  d\ 

T^ 1 Tl '^   3-  • 

H  r^  ôx 
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Si  l'on  change  successivement,  dans  cette  expression,  x  et  x'  dans  y 
et  y,  et  dans  z  et  z' ,  on  aura  les  forces  qui  sollicitent  Jupiter  parallè- 
lement aux  axes  des  y  et  des  5,  et  vers  l'origine  des  coordonnées;  en 
nommant  donc  dt  l'élément  du  temps  et  en  le  supposant  constant,  les 
principes  connus  de  Dynamique  donneront  les  trois  équations  diffé- 
rentielles suivantes  : 

dPx        {\-\-ni)x        m' x'  ,  <)1 

^^^  ^    ''-     df'      +  ^3  +       ,..3  '^    ^y 

d^z        (\->rm)z        m' z'  .d'k 

dt^  /•'  /•'*  dz 

La  considération  du  mouvement  de  Saturne  autour  du  Soleil  donnera 
pareillement  les  trois  équations  suivantes  : 

d^x'        (x  -h  m')x'        mx  d'k 

"=   rf^+ 7^> +  -^-m 

(B)  <„=^+(l±^ 

_  d^z'        (i-hm')z' 
^~   dt^    "^         r'» 

C'est  de  l'intégration  de  ces  six  équations  différentielles  que  dépend 
toute  la  théorie  des  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

II. 

On  peut  facilement  en  obtenir  quatre  intégrales  premières  de  la 
manière  suivante. 

On  multipliera  la  première  de  ces  équations  par 

•3.ni{Tndx -\- m' dx') 

2  tn  dx ; •) 

I  +  /n  -h  m' 

la  deuxième  par 

imimdY  -}-  m' dy' ) 

'imdy ■ ~ —  > 

"^  1  +  m  -f-  m' 


^3 

""àx' 

my 
r3 

01 
dy' 

mz 
,.3 
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la  troisième  par 

,         ini(mdz  -\-  m'  dz' ) 

imaz ; , 

I  -H  //i  +  m 

la  quatrième  par 

,   ,   ,       im' [m dx  -h  m'  dx' ) 

im'  dx ^^ ; -^ 

\  ^  m  -\-m' 

la  cinquième  par 

,   ,  ,       im'  (mdY  -\-  m'  dy'\ 

1  m' dv • ,  '^  ' , 

I  -+-  m  -h  m' 

enfin  la  sixième  par 

,   ,  ,       •2Tn' (mdz  -\-  m' dz') 

im'  dz' ^^ ; -\ 

\-\-  m-^  m'         ' 

en  ajoutant  ensuite  toutes  ces  équations  et  en  observant  que  l'on  a 

^      _^ 

dx       dx' 

àf       àf 


dx       dx'  ' 


àf    '    àf 


""-dz    '    dz' 


on  formera  l'équation  suivante 


_  ^mjdxd^x  -h  dy  d'^y  +  dz d^z) 
*^~  dfi 


-im' {dx'  d^ x'  -\-  dy'  d^ y'  +  dz'  d'^ z') 
dt^ 

_  ijmdx  +  m' dx')  md^x  -\-m' d^x' 
i-{-  m-{-  m'  dt^ 

_  2{mdy-h  m'  dy')  m  d^y  +  m'  d*y' 
1  +  m  +  m'  dT^ 

_  'i.{m  dz -\- m!  dz'  md^z  +  m'  d^z' 
i-\-  m-\-m'  dt^ 

(mdr       m' dr'\ 
+  2 (^-^  +  -772- j  -  2/wm'  dl. 
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Cette  équation  donne,  en  l'intégrant, 

^      midx*-h  dy* -+-  dz* )       m'( dx"  +  dy'* -^  dz'*) 
o—f-\ ^  "^  '    .         ^  ■/ 


(0 


dt*  dt* 

{mdx  -{-  m'  dx'Y-^  {mdy  -\-  m'  dy'y-\-  (mdz  -f  m' dz')* 


(1  +  m  -f-  m')  dt* 

fm        m'\  ,- 

f  étant  une-constante  arbitraire. 

Si  l'on  multiplie  encore  la  première  des  équations  différentielles  de 
l'article  précédent  par 

mlmy  -^  m' y') 

—  m  y  H ^: — •- -^ , 

•^  I  +  m  +  m' 

» 

la  seconde  par 

m(mx  -\-  m' x') 
\-\-  ni-\-  m' 

la  quatrième  par 

,    ,      m' {m y  -^  m' y') 
—  m'y'-\ ^ — '- 7—5 

et  la  cinquième  par 

,    ,      m'  (mx  -\-  m' x') 

m' x' ^^ 7—^) 

I  -T-  m  +  m' 

si  l'on  ajoute  ensuite  ces  équations,  en  observant  que  l'on  a 

0  =  X  -;: y  ^ h  X'  -T—,   —  y'  -r— ,  , 

dy      "^  dx  dy'      "^   dx' 

d\        dl  âl        âV 

ax       ox'  dy       dy 


on  aura 


_  m{xd^y — yd^x)        m'{x'd*y'  —  y'd*x') 
^  ~  dt^  '  dt^ 

mx  -^  m'x'  m  d^y  ■+-  m'  d^y' 
1  -]~  m  -\-  m'  dt* 

my  -{-  m' y'  m  d* x -]- m' d^ x' 
I  4-  m  -+-  m'  dt* 
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équation  dont  l'intégrale  est 


m{xdy — y  dx)        m'{x'dy'  —  y'dx') 


(2) 


dt 

dt 

mx  H-  m! x' 

mdy  -\-  m' dy' 

\  -\-  m  -\-  m' 

dt 

m  y  4-  m' y' 

m  dx  +  m' dx' 

, 

i-\-  m-\-  m'  dt 


c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  change  dans  cette  intégrale  y  en  s,  on  aura 


m(xdz  —  z  dx)        m'(x'dz' — z'dx') 


(3) 


dt 

dt  , 

mx  H-  m! x' 

ntdz  -\-  m'  dz' 

i  +  m  +  m' 

dt 

mz  +  m' z' 

m  dx  -h  m' dx' 

I  -\-  m  ^  m'  dt 


d  étant  une  nouvelle  arbitraire. 
Enfin  si,  dans  cette  dernière  intégrale,  on  change  x  en  j,  on  aura 

^,__  m{y  dz  —  z  dy)       m' { y' dz' —  z' dy' ) 
dt  dt 

...  ■  my  +  m'y'  rndz  -\-  m.'  dz' 

^  i-{-  m  -\-  m'  dt 

m,z-\-m.'z'  m.  dy -^- m,' dy' 

_| — _: , 

I  +  m  +  m  dt 

c"  étant  une  arbitraire. 

III. 

Les  quatre  intégrales  précédentes  sont  les  seules  que  l'on  peut 
obtenir  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse;  elles  sont  insuffisantes  pour 
déterminer  le  mouvement  des  deux  planètes  m  et  m',  mais  elles  don- 
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nent,  entre  les  variations  séculaires  des  éléments  de  leurs  orbites,  des 
rapports  intéressants  que  nous  allons  déterminer. 

Pour  cela,  nous  observerons  que  les  masses  m  et  m'  étant  fort 
petites,  on  peut,  à  chaque  révolution,  considérer  les  orbites  de  Jupiter 
et  de  Saturne  comme  étant  à  très  peu  près  elliptiques;  mais  l'action 
mutuelle  de  ces  deux  planètes  change  la  nature  et  la  position  de  leurs 
ellipses,  par  des  nuances  insensibles  dans  un  court  intervalle,  et  que 
la  suite  des  temps  rend  très  remarquables.  Ces  ellipses,  dans  leurs 
variations,  conservent  entre  elles  des  rapports  constants  qui  résultent 
des  intégrales  précédentes.  Soient  a  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse 
de  m;  ea  son  excentricité;  0  la  tangente  de  l'inclinaison  du  plan  de 
cette  ellipse  sur  le  plan  des  x  et  des  j;  I  l'angle  que  fait  l'intersection 
de  ces  deux  plans  avec  l'axe  des  x.  Soient,  de  plus, 

0sinl=/?,         9cosI  =  7; 

on  aura,  par  la  nature  du  mouvement  elliptique  et  en  négligeant  m 
vis-à-vis  de  l'unité, 

dx^  +  dy"^  -h  dz^        2  _       i 
dt-  r  a 

X  dy  —  y  dx 


dt 


=  sn 


X  dz  —  z  dx  /«  (  I  —  ^*  ) 


dt 


v/^-i^' 


y  dz  —  z  dy a{\  —  e*  ) 


dt 


sl% 


Si  l'on  marque  d'un  trait  les  lettres  a,  e,  0,  /?,  q,  pour  avoir  celles 
qui  sont  relatives  à  m',  ces  équations  subsisteront  encore  en  accen- 
tuant les  lettres  qu'elles  renferment.  Gela  posé,  si  l'on  substitue  les 
valeurs  de  leurs  premiers  membres  dans  les  intégrales  (i),  (2),  (3) 
et  (4);  si  l'on  néglige  ensuite  les  quantités  constantes  ou  périodiques 
de  l'ordre  m^,  on  aura,  entre  les  éléments  des  ellipses  des  deux  pla- 

OPAivres  de  L.  —  W.  l4 
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nètes,  les  quatre  équations  suivantes  : 


m        m 


(C) 


/a{i  —  e^)  ,      /a'(i  — e'2) 

„  la{\  —  e* )  ,    ,      fa' ( 


a'C  — e'2) 


Ainsi,  en  supposant  que,  par  l'action  mutuelle  des  deux  planètes,  les 
éléments  a,  «',  e,  e\  6,  G',  /?,  /?',  q,  q'  subissent  des  variations  très 
sensibles  dans  la  suite  des  siècles,  ces  éléments  doivent  toujours  sa- 
tisfaire aux  quatre  équations  précédentes,  dans  lesquelles  les  con- 
stantes/, c,  c\  c"  sont  invariables. 

Dans  le  cas  où  le  système  renfermerait  encore  les  planètes  m", 
m'",  ...,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  équations  subsisteraient  toujours 
en  ajoutant  à  leurs  seconds  membres  des  termes  semblables  à  ceux 
qu'ils  renferment  et  relatifs  à  chaque  nouvelle  planète. 

IV. 

Reprenons  les  équations  (A)  de  l'article  I.  Si  l'on  multiplie  la  pre- 
mière par  dxy  la  seconde  par  dy^  la  troisième  par  dzy  et  qu'on  les 
ajoute;  si  l'on  fait  ensuite 


on  aura 


dx  d^  X  -hdyd^y  ~\-dzd^z        ,  ,  dr  ,  ,„ 

o= -d^ h(i  +  m)— +/7z'dR, 


la  caractéristique  différentielle  d  ne  se  rapportant  qu'aux  coordonnées 
x,yy  z  de  la  planète  m.  On  aura  donc,  en  intégrant, 

(fl)  0  = -£- ^ -^  H h2m'/dR. 

dt''  r  a  J 
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Si  l'on  multiplie  pareillement  la  première  des  équations  (A)  par  a?, 
la  seconde  par  y,  la  troisième  par  s,  et  que  l'on  ajoute  leur  somme  à 
l'équation  (a),  on  aura 


m 


o  -  —  _         H       ^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

L'intégrale  de  cette  équation  donnera  la  valeur  de  r,  dans  la  supposi- 
tion du  mouvement  elliptique,  en  y  faisant  m'=o.  Supposons  que 
l'action  de  m'  augmente  cette  valeur  de  la  quantité  m'Br,  on  changera 
dans  l'équation  précédente  r  dans  r-hm'Br,  r  étant  ici  le  rayon  vecteur 
dans  l'hypothèse  du  mouvement  elliptique;  en  développant  ensuite 
les  différents  termes  de  cette  équation  par  rapport  aux  puissances 
de  m'y  les  termes  indépendants  de  m'  se  détruiront  d'eux-mêmes  par  la 
nature  du  mouvement  elliptique;  et,  si  l'on  néglige,  comme  nous  le 
ferons  toujours  dans  la  suite,  les  carrés  et  les  produits  des  masses 
perturbatrices,  on  aura,  pour  déterminer  Sr,  l'équation  différentielle 

,.,  d^iràr)       rèr  A„  dR  ÔR         dR 

les  valeurs  de  r,  x,  y,  z,  r',  x\  y',  z'  étant  relatives  au  mouvement 
elliptique  des  planètes  m  et  m'. 

Maintenant,  les  équations  (A)  de  l'article  I  donnent,  en  y  supposant 
m  et  m'  nuls, 

d*x        X  d^Y        Y 

si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  deux  équations  par  r^r,  et  qu'on 
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l'ajoute  à  l'équation  différentielle  en  §r,  multipliée  par  —  x,  on  aura 

r  àr  d'' X  —  X  d^r  àr)  /*,„  /    dR  ^R  dK\ 

^= dt^ ^"j^^-"rd:^-^^^^^'^> 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

rèrdx  —  xd(rdr)  r     ^    f  ,„        f     ^  /    àR  âR  dR\ 

o  = -, ^^ —  2  /  xdt  I  dR—  /  X  dt{  X- \-  y- h^-.:-). 

di  J  J  J  \    dx       -^  ôy  dz) 

En  changeant  x  en  j,  et  réciproquement,  dans  cette  intégrale,  on  aura 
la  suivante  : 

ràrdy—yd{ràr)  r     ,,  A„        C      ,  f    dR  ôR  OR 


En  ajoutant  la  première  de  ces  intégrales,  multipliée  par  y,   à  la 
seconde,  multipliée  par  —x,  on  aura 

xdy  —  ydx  r     .    f  ^^  r     .  /    ^R  dR  dR\ 


ly  I  xdt  I  dR— y  I  xdt[x^  -\- y  ~  -i-  z 


dR         dR         dR 

dx       -^  dy  dz 


mais  on  a,  dans  l'hypothèse  elliptique, 


xdy—ydx  _      /a{x  —  e-)^ 
dt  ~  V      I  +  9'    ' 

et,  si  l'on  nomme  nt  le  moyen  mouvement  sidéral  de  m,  on  a 


On  aura  donc 

Cette  expression  de  -^  ne  dépend  que  des  quadratures  des  courbes. 
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puisque  les  quantités  r,  Xy  j,  5,  r',  a/,  y\  z'  qu'elle  renferme  étant 
relatives  au  mouvement  elliptique  de  m  et  de  m',  elles  sont  données 
par  la  nature  de  ce  mouvement  en  fonctions  du  temps  /. 

V. 

Les  équations  (A)  de  l'article  I,  multipliées  respectivement  para:, 
j,  z  et  ajoutées  ensemble,  donnent 

or  on  a 

xd}x  +  yd}y  ^zd}z-=.  l  d^ r'  —  {dx'- -h  dy^ -^  dz^); 

et,  si  l'on  nomme  dç'  l'angle  infiniment  petit  intercepté  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r  +  dr,  on  aura 

dx^  -h  rfj*  H-  dz^  =z  dr^  +  r^  dv\ 

On  aura  donc 

X  d^x  -\- yd^y  -\-  zd}z  =r  r  d^r  —  r-  dv-, 

partant 

rd'^r—r'^dv^        1  + m  ,  (     d\\  dK  dK\ 

°= — dj^ —  +  -7-  -*-  '^  i^d^  -^yd^-^'-d-zr 

Supposons  que  l'action  de  m'  augmente  la  valeur  de  v  de  la  quantité 
m'^Vj  en  sorte  que  l'on  2i\i  v  ^=v  +  m'  ^v,  la  quantité  v  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  étant  relative  au  mouvement  elliptique;  si, 
dans  l'équation  différentielle  en  r,  on  substitue  cette  valeur  de  v,  et  au 
lieu  de  r,  r-hm'^r,  les  termes  indépendants  de  m'  se  détruiront  d'eux- 
mêmes  par  la  nature  du  mouvement  elliptique,  et  la  comparaison  des 
termes  multipliés  par  m'  donnera 

rd}àr-hèrd'^r  —  ir^rdv^—%r*dvdàv       dr  ôR  âR  âR 

dt*  r*  dx      -^  dy  dz  ' 

or  on  a,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique, 

r*  rfp  =  (i£  V^a  (  I  —  e*) , 
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et  l'équation  différentielle  précédente  en  r  donne,  dans  la  supposition 
de  m  et  de  m!  nuls, 

rdv^ (Pt         I 

On  aura  donc 

rd^èr  —  Brd^r       S  dr       2dèv   ,—, ^  ^R  <?R         <^R 

dt^  A-2  dt     ^  dœ       -^  dy  oz 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de  r^r,  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  {h)  de  l'article  précédent,  on  aura 


dt 


d{rdàr  —  àrdr)       Sd^rèr) 


~  dt^  dt* 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  en  substituant  -  au  lieu  de  «^, 

"  n 

2rddr-hèrdr       „     r    ^    f  ,^  C   j  f    àK  dR         <?R\ 

r ; \-ôal  ndt  I  dR-i-  2  a  l  ndt[x  ^ Hr-3 l-^-j- 

,g.       ^^  ^  a^ndt J  J J  \    dx       -^  dy  dz  ) 

VI. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  de  l'article  I  par 
—  7,  et  qu'on  l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  par  Xy  on  aura 

""=  d/         -^"^("^-^'^> 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

œdy—yda;                  ,   C  -,  f    dR  dK\ 
^ — -^ z=z  r.  -^  m'    I   dtAv .x  -. —  I 


'/*(j 


c  étant  une  constante  arbitraire.  On  aura  pareillement  les  deux  inté- 
grales 

xdz  —  zdœ         ,         ,   r  J  f   àR  dR 

J -=.0'  +  m'  I  dtlz  — x-zr- 

dt  J        \    àx  dz 

y  dz  —  zdy 


=:  C"  4-  m 
at 


,  r  J  f   dR  dK\ 
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c'  et  c"  étant  deux  arbitraires.  En  multipliant  la  première  de  ces  deux 

intégrales  par  y,  et  en  l'ajoutant  à  la  seconde  multipliée  par  —  Xy  on 

aura 

xdy—ydx        ,  „  ,      r  ./    dVi         d^\ 


,     r,  /  ()R       d\^\ 


on  aura  donc,  en  substituant  au  lieu  de  ^  '^  ^/^  ^  sa  valeur,  et  en  né- 
gligeant les  quantités  de  l'ordre  7w% 

_c'y  —  c"a;       m'{c'y  —  c"x)    r      /    dR  âR\ 


-c"x)    r^J    dR 


ày) 


^7K^'^-4!) 


—  j  dtlz'^  —  x'^  ] 


dR_     dR\ 

dy      ^âzj' 


L'équation  z  =  -^ est  celle  d'ui\  plan  fixe  que  nous  pouvons 

considérer  comme  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m;  en  supposant 
donc  que  la  planète  ne  quitte  point  ce  plan,  on  aura 


c  y  —  C'a;  ^ 


mais,  comme  le  plan  de  l'orbite  est  variable,  nous  ferons 

m'  dz. 


c  y  —  ex 


La  tangente  de  la  latitude  de  m  sera  ",  ,  et  par  conséquent  l'ac- 

^X^  ■+-  J* 

croissement  de  cette  tangente,  dû  à  ce  que  la  planète  quitte  le  plan 

de  l'orbite  primitive,  sera  -  Si  l'on  nommer  le  sinus  de  la  lati- 

V -^^  ~t"  7* 

tude  de  m,  dans  la  supposition  où  cette  planète  resterait  sur  le  plan 
de  l'orbite  primitive,  et  m' Bs  l'accroissement  de  *,  dû  à  ce  qu'elle 
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quitte  ce  plan,  on  aura 


m'  èz  m'  os 


mais  on  a 


partant 

,  -         m' r  ds 

m  àz  r= ^  • 

I  —  s^ 

Gela  posé,  si  dans  l'expression  précédente  de  z  on  substitue,  au  lieu 
de  ^, 

c'Y  —  c"œ  ,^  c'y  —  c"x        m'rès 

-^ h  m' ûz     ou     —^ 1 ;  ; 

C  C  I  —  s^ 

si  l'on  observe  ensuite  que  l'on  a,  par  l'article  III, 

\/a{i  —  e-) 

on  trouvera 


/ 


os  =  ■ 


v/ 


I  —  c" 


r    ^  f  dK       (?R\ 


aœ(i-s^)\/7^^^   r     ^   /    ôR  dR\ 

b /  ndtiz r  -T-    ' 

,yi_e2         J  \    dy       ^  âzj 

les  valeurs  de  r,  ce,  y,  z,  x' ,  y\  z'  étant  relatives  au  mouvement  ellip- 
tique des  planètes  m  et  m'. 

VII. 

Des  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  portant  l'approximation 
jusqu'aux  premières  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
des  orbites. 

Les  formules  (5),  (6),  (7)  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement 
de  la  planète  m.  Elles  peuvent  être  employées  avec  avantage  dans  la 
recherche  des  perturbations  des  comètes  par  l'action  des  planètes. 
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Le  calcul  des  altérations  qu'éprouvent  leurs  rayons  vecteurs  et  leurs 
mouvements  en  longitude  et  en  latitude  se  trouve  ainsi  réduit  à  des 
quadratures  que  l'on  peut  toujours  obtenir  par  les  méthodes  connues 
d'interpolation  ;  mais,  dans  la  théorie  des  planètes,  la  considération 
des  orbites  peu  excentriques  et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres  peut 
conduire  à  des  expressions  analytiques  de  ces  perturbations  et  faire 
connaître  la  nature  des  orbites  qu'elles  décrivent,  par  des  équations 
fort  approchées  qui  embrassent  les  siècles  passés  et  à  venir. 

Pour  avoir  ces  équations,  nous  reprendrons  les  formules  (5)  et  (6) 
des  articles  IV  et  V.  Si  l'on  prend  pour  le  plan  fixe  des  x  et  des  y  celui 
de  l'orbite  primitive  de  m,  et  que  l'on  nomme  v  l'angle  formé  par  le 
rayon  r  et  par  l'axe  des  a?,  on  aura 

XT=zr  ces  Vy        y=^f  sin  v,        z  =  o,         ô=z  o. 

Si  l'on  nomme  ensuite  i>'  l'angle  que  la  projection  de  r'  sur  le  plan  fixe 
fait  avec  l'axe  des  x,  et  s' le  sinus  de  la  latitude  héliocentrique  de  m' 
au-dessus  de  ce  plan,  on  aura 


y'  =z  r'  y/i  —  s''^  sin  v', 

z'=r's'; 
on  aura  ainsi 


'  ç'v  ■ 


/■  i/|  j;'2  I 

R  =     ^    j^ —  ces  {v'  —  v)  — 


r 


\r^  —  2 rr'  \/i  —  s''^  cos {v'  —  v)  -h  r'* 

dK         d^         <?R         ^R 

ax       "^  ay  oz  ar 

et  les  formules  (5)  et  (6)  deviendront 

i       2C0St^  /  ndtrsini>  1  dR  +  cosc'  /  n dtr^  s'inv—  j 

^  f  "~  ^  ^^^^  I  ndtrcosv  /  dR  —  sint'  /  ndtr* cosi> -r-  \ 

a  ~  ^i  —  e^  ' 

,    \        ^  •        ^rddr-i-àrdr       .      C    ^.  C at>  C    ^,    à^ 

(q)        6v-= — Via  \  ndt  \  ^^-\-ia  \  ndtr-r- 

y/i_e2  «^«^^  J  J  J  dr 

Œuvres  de  L.  —  XI.  l5 
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Le  calcul  de  la  valeur  approchée  de  Br  sera  plus  simple  si,  au  lieu 
de  la  formule  (8),  on  emploie  l'équation  différentielle  (h)  de  l'ar- 
ticle IV,  qui,  à  cause  de  n'^a^  =  i,  peut  être  mise  sous  cette  forme 

Nous  considérerons  ainsi  les  équations  (9)  et  (10),  et  nous  négli- 
gerons d'abord  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites. 


VÎIî. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  de  R  devient 

r  cos  (  v'  —  V  ) 


R  — 


\Jr^  —  2  rr'  cos  (  v'  —  v)  -+-  r' 


Pour  développer  cette  fonction  en  série,  nous  observerons  que,  si 
l'on  nomme  /i^  4-  £  la  longitude  moyenne  de  m  comptée  de  l'axe  des  x  ; 
n' t  -\-  t'  celle  de  m';  cr  la  longitude  de  l'aphélie  de  m,  et  cj'  celle  de 
l'aphélie  de  m',  on  a,  par  la  nature  du  mouvement  elliptique, 

/■  =  a[n- ecos(ni  +  £  —  gj)], 
('=:««-+-£  —  2esin(/i^H- e  —  st), 
r'=i  a'[i  +  e'  cos{n't  -+-  e'—  m')], 
i>'=  n't -^  b' — -2  6' sin{n' t-h  s' —  Tn'). 


Soient 


On  aura 


h  zzrze  sincT,         l  z=:  e  coscr, 
h' =:  e' sinTJs' ,         ^':=  e' coscï'. 

r  r=  a[i  4-  A  sin(«f  +  e)  -t-  l  cos{ nt  ■+-  g)], 
V  -—  nt  -+-  s  -\-  2  h  cos  {nt  4-e)  —  2lsm{nt  -h  s), 
r'=-.a'[i-\-  h'  s'm{n' t-{-  s')  -h  l'  cos(/i'f  4- s')], 
p':--  n' t  +  s' -+-  2h'  cos{n' t  +  s' )  —  2  l'  sm{n' t  -h  e'). 
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Maintenant  on  a,  par  la  théorie  des  suites, 

R  =  S  -f- a  [/i  sin  («<-+-£)  ■+-  l  cos{nt  4-  e)]^ 

+  a'[A'sin(n'i-+-£')4-  l' cos{n't  ^e')]j^, 

Ali 

~*  4-  [2/1  cosint  ■+-&)—  2I  sin( nt  4-  e)l  -r- 

H-  [2h'cos{n't-\-e')  —  2/'sin(n'^4-e')]  ~, 

en  ayant  soin  de  changer,  dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
r  en  a,  r'  en  a! ,  v  dans  nt  h-  £,  et  v'  dans  n!t  4-  e',  l'expression  S  étant 
ce  que  devient  R  dans  ces  suppositions,  en  sorte  que  l'on  a 

8=  —j-^zo%{n't  —  nt-\-t'  —  t) "■  ,         .        —  « 

^  sja^ — 2aa'cos(n'<  —  nt -^  t'  —  e)4-a'* 

Supposons  que,  en  développant  cette  fonction  dans  une  suite  ordon- 
née par  rapport  aux  cosinus  de  l'angle  n' i  —  w/  -h  £'  —  £  et  de  ses  mul- 
tiples, on  ait 

S=  |A<o>+  A'')  cos(rt'<  —  nt-\-t'  —  t)  4- A(^'cos2(n'i  -  nt-\-t'  ~z)  4- 

On  pourra  mettre  cette  expression  sous  la  forme  suivante  : 

dans  laquelle  2]  est  le  signe  intégral  des  différences  finies  qui,  dans  ce 
cas,  se  rapporte  à  la  variable  «,  et  qui  embrasse  toutes  ses  valeurs 
entières,  depuis  «  =  —  ce  jusqu'à  «  =  cc.  On  doit  observer  que  A^~'^  est 
égal  à  A('\  et  qu'il  suffît,  par  conséquent,  de  connaître  les  valeurs  de 
A<'^  relatives  à  i  positif.    / 

Il  est  visible,  par  la  nature  de  R,  que  l'on  a 

<?R         dR 

de  plus,  cette  quantité  étant  une  fonction  homogène  en  r  et  f  de  la 

dimension  --  i,  on  a 

<?R        ,  dR 
r -r-  4-  r'  -J-;  =  —  R; 
ar  or 
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d'ailleurs,  R  étant  fonction  de  (^'  —  ç-,  on  a 

aR_aR. 

et  si  dans  -3-  on  change  r  en  a,  r'  en  a',  v  dans  nt  +  s,  et  ç''  dans 

w'^  H-  z' y  on  aura 

d|R  _      I      (9S 

(Jt»        «  —  n'  dt 

On  aura,  cela  posé, 

Rr=S  +  a-r-[Asin(wf4-£)  +  ^cos(n^  +  £)] 
c'a 

_  /'s  4-  a  ^  )  [A'  sin(/i'f  +  e')  +  /'  cos(n'i  -f-  e')] 
[hQ,os{nt  4-e)  —  /sin(/ii-f-c) 


«  —  n'  dt 

—  h'  cos{n't  +  t')  -^  l'  sin{n't-^î')]. 

IX. 

Supposons  maintenant,  dans  les  équations  (9)  et  (10)  de  l'ar- 
ticle VII, 

—  —  a  4- «1,  ÔP  =  V4-V,, 

a 

M  et  V  étant  les  parties  de  —  et  de  Sç'  indépendantes  des  excentricités 

des  orbites,  et  u,  et  V,  étant  les  parties  de  ces  mêmes  quantités  qui  en 
dépendent.  Si,  dans  ces  équations,  on  compare  les  termes  indépen- 
dants des  excentricités,  on  formera  les  deux  suivantes,  en  observant 

que  71-==  ^3, 


2  Zày     da    '^   n  ~  n'  ) 

V  =  ôffnt  4-  a-  — r —  nt  4 r- 

aa  ndt 


cosi{n' t  —  ni  4-e'  —  e), 


-     .     ""      .y(--^^,aAi^>^',a^^4^)^sini{n't--nt  +  e'--e). 
2{n--  n')  Jimà\n  -~  n'  da   )  i  ^  .  ' 
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Dans  ces  équations  :  i**  le  signe  intégral  S  s'étend  à  toutes  les  valeurs 
entières  de  i,  la  seule  valeur  i  =  o  étant  exceptée,  parce  que  nous 
avons  fait  sortir  hors  de  ce  signe  les  termes  dans  lesquels  i=o;  2°  la 
constante  g  est  Une  arbitraire  ajoutée  à  l'intégrale  a  fd^. 

Pour  déterminer  cette  constante,  nous  supposerons  que  nt  repré- 
sente le  moyen  mouvement  sidéral  de  m.  Dans  ce  cas,  le  terme  pro- 
portionnel au  temps  de  l'expression  de  V  doit  disparaître.  Cette  con- 
dition donne 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle  de  u,  on 
aura,  après  les  intégrations, 

nn-,^Y-,^    COS.  (..-.-. .-H  a-- s)J; 

l'expression  de  V  devient  ainsi 

•2  Jmd  \_i  {n  —  n' )•  i{n  — n')iv{n  — n'y  —  n^\  'J 

Le  signe  S  s'étend,  dans  ces  expressions,  à  toutes  les  valeurs  entières, 
positives  et  négatives  de  i,  la  seule  valeur  i=  o  étant  exceptée;  on 
peut  ne  l'étendre  qu'aux  seules  valeurs  positives  de  i,  mais  alors  il 
faut  doubler  les  coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  renfermés  sous 
ce  signe.  Je  n'ai  point  ajouté  de  constantes  aux  expressions  de  m  et 
de  V,  parce  que  toutes  les  arbitraires  du  problème  peuvent  être  cen- 
sées renfermées  dans  les  parties  de  r  et  de  p  qui  dépendent  du  mou- 
vement elliptique. 

Ces  valeurs  fort  simples  de  m  et  de  V  renferment  la  théorie  des  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes,  lorsque  l'on  n'a  égard  qu'aux 
termes  indépendants  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ce  qui  suffit  dans  plusieurs  cas. 

Nous  observerons  ici  que,  quand  même  la  série  représentée  par  l'in- 
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tégraleLA^'^cos«(«'/  —  nt  ■+■  i'  ~  s.)  serait  peu  convergente,  les  expres- 
sions de  M  et  de  V  le  deviendraient  par  les  diviseurs  qu'elles  acquièrent 
au  moyen  des  intégrations  successives.  Cette  remarque,  due  à  M.  Euler, 
est  d'autant  plus  importante  que,  sans  cette  convergence,  il  eût  été 
impossible  d'exprimer  analytiquement  les  perturbations  réciproques 
des  planètes  dont  les  rapports  des  distances  au  Soleil  ne  diffèrent  pas 
beaucoup  de  l'unité. 

X. 

Considérons  présentement  les  valeurs  de  w,  et  de  V,.  Si  l'on  fait 

Xz=: î[hsin(nt  h-s)  -t-  /cos(n;  +  £)]    a  -z — ;; 2  ^r- 

n  —  II'  ^  ^  \    aa  at         at  J 

TA  <      .  ^  ,     ■      ,      .  m/    2^S  2a  d«S\ 

^""t^  [^'  cos  {n't  +  s.')-l'  sm{n't  +  e')]  ^, 


Y  =  [/isin(ni  +  £)  H-  l cos {nt  +  e)]  (  a* -r — h  ^^  -^-î  ) 

/       ^g  d^S\ 

—  [h'  sin  (n't -h  s')  +  l'  cos{n' t -h  a')]  i  2a- -^ — ^  ^^  Â~î  ) 

2  «2  (J2  S 

[h  cos {nt -+-  e)  —  lsin{nt  -{-  e) 


n  —  n'  da  dt 

—  h' cos,{n't  -+-  e')  +  l' sinin't  -4-  s')], 

la  comparaison  des  termes  dépendants  des  excentricités,  dans  les  équa- 
tions différentielles  (9)  et  (10)  de  l'article  VII,  donnera  les  deux  sui- 
vantes : 


n*a,+  (  -— Sn^uj  [hsin{nt  -h  e)  +  l  cos  int-+-  e)] 


du 


-\-  2n  -j-  [hcos{nt  -+-  e)  —  /sin  {nt  +  e)]  -t-  2n^  jXndt-^-  «^Y, 


,,        2  dui  du  r .    ■    , 

V,=:  — ^  +  2— ^[Asm(n^  +  ej  +  lcos{nt-h  s)] 

-h  u[k  cos{nt-he)  —  /  sin  (««-f-£)]  +  SffXn"^  dt^-h  ifYn  dt. 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE.  119 

Si,  dans  l'équation  différentielle  en  w,  on  substitue  au  lieu  de  u  sa 
valeur  et  que,  pour  simplifier,  on  fasse 


B     —  a'- 


da    ^  "^        da'^ 


<)A(')  <J*A") 


D(0  n: .  aA(')  -+-  -^^ 4^ }-. r^^^ r  +  «  -r»—  ) 

n  —  n'  i*{n  —  «')* — n'  \ /i  —  n'  aa  / 

n — t(n — n')  n  —  i{n  —  n')  oa  aa* 

cette  équation  différentielle  donnera,  après  l'avoir  intégrée, 

aj=/sin(/i«  +  e)  -h/'  cos{ nt  -+-  s) 

4-|(AB  -^  h' C) nt  cos{ nt  -h  e)  —  ^{IB  -t  l'C)nts'm{nt  +  e) 

4-n'  >       v^ 7- rvr2 i    sm[i{n't~-  n«-f-e'— e)  +  nt -h  e] 

^là  {   [n  —  i{n  —  n')P— n^  *■ 

-h  f ,,., r  cos[i{n't  —  nt  +  £'—  e)  -\-  nt-+-e]\. 

[n--i{n  —  n')y — n^         •■  \ 

Le  signe  intégral  S  s'étend,  comme  dans  les  expressions  de  u  et  de  V, 
à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives  de  i,  la  seule  valeur 
i=  o  étant  exceptée,  parce  que  nous  avons  fait  sortir  hors  de  ce  signe 
les  sinus  et  les  cosinus  de  l'angle  dans  lequel  «  ==  o  ;  /  et  /'  sont  deux 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 

Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  V,,  au  lieu  de  u  et  de  m,,  leurs 
valeurs  et  que  l'on  fasse 

^      /./î   .àX^'^      1    3<?*A(<')\      h'/    ....       -(^A('>        ,^A!!1\ 
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'      —  n  —  n'  i'{n  —  n'y—n^  \  n  —  n'  da   J 


a/z^DC) 


\  /  V  /  ^  '  <?a  2/i-E"' 

(J(0—  


on  aura 

Vi  =  -(AB  + /i'C)/i^sin(/ï^4-e)  — (/Bh-  /' C)/iicos(«f  + e) 

-^'^Zj      ;; 71^ 7;r.    &\r^[i{n' t  —  m  +  &' —  z)  +  m -^ t] 

^im  [   n  —  li^n  —  n  ) 

TT 77  cosfifn'f  —  w^H-s'— e)H-««  +  £|}. 

«  —  i{n  —  n')  I 

Le  signe  intégral  S  s'étend  encore  à  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
tives et  négatives  de  ?,  la  seule  valeur  i  =  o  étant  exceptée.  En  déter- 
minant, comme  nous  venons  de  le  faire,  les  arbitraires/et/',  la  valeur 
de  V^  ne  renferme  le  sinus  et  le  cosinus  de  /z^  -f-  £  qu'autant  qu'ils  sont 
multipliés  par  l'arc  nt\  et,  par  ce  moyen,  ie  et  cr  expriment  dans  la 
formule  de  la  longitude  de  la  planète  m  son  équation  du  centre  et  la 
longitude  de  son  aphélie  à  l'instant  où  l'on  fixe  l'origine  du  temps  t. 

XI. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (7)  de  l'article  VI  et  supposons 
d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  plan-fixe  des  x  et  des  y  soit 
celui  de  l'orbite  primitive  de  m;  on  aura,  dans  ce  cas, 

szzzo       et       z  =^0. 

Si  l'on  néglige  les  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  leurs  produits,  on  pourra  supposer 

z'—a'[Q'  sin  (/i'i  +  e')  -  P'  cos(n'^  -t-  e')], 

P'  et  Q'  étant  deux  arbitraires  qui  dépendent  de  l'inclinaison  et  de  la 
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position  des  nœuds  de  l'orbite  de  m\  relativement  au  plan  de  l'orbite 
primitive  de  m.  Si  l'on  fait  ensuite 


\a'^—iaa'zo%{n't  —  nt-\-  e' —  e)  -h  a'^]* 

l'équation  (7)  deviendra  celle-ci 

o  =  ds  —  a-a'  sin  (nt  +  s)fn  dt  T  cos(n^  +  e)  [Q'  sin(/i'^  +  s')  —  P'  zo%{n' t  -+■  e')] 
+  a*a'cos(ni  +  s)  fndlT  sin  {nt -+-  e)  [Q'  s'm{n' t  -h  e')  —  P'cos(/i';-f- e')], 

que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme  différentielle 


dt' 


n^  Ss  —  n*a^a'T[Q'  s'min' t  -^  s')  —  P' cos{n' t  -h  e')]. 


Bs  est  k  très  peu  près  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  de  l'orbite 
primitive;  mais  si,  au  lieu  de  ce  plan,  on  prend  pour  celui  des  x  et 
des  y  un  autre  plan  quelconque  qui  lui  soit  très  peu  incliné,  il  est 
visible  que  Bs  sera  encore  ce  qu'il  faut  ajouter  à  la  latitude  de  /w,  cal- 
culée dans  l'hypothèse  où  le  mouvement  de  cette  planète  aurait  lieu 
sur  le  plan  de  son  orbite  primitive.  Maintenant,  s  et  s'  étant  à  fort  peu 
près  les  tangentes  des  latitudes  de  m  et  de  m'  au-dessus  du  plan  fixe, 
dans  le  cas  des  orbites  invariables,  on  peut  supposer 

s  =:q  sin(n^  4-e  )  — p  cos {nt  -i-  e  ), 
s'=:  q'  sin  (  n't  +  e')  —  p'  cos  (  n't  -f-  e'), 

p,  q.p'y  q'  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  position  des  nœuds 

et  de  l'inclinaison  des  orbites  et  qui  sont  telles  que,  en  nommant  0 

et  O'ies  tangentes  de  ces  inclinaisons  et  I,  l'ies  longitudes  des  nœuds, 

on  a 

/?  =0  sini,         q  —Q  cosi, 

/>'=©' sin  r,        9' =5' cos  r. 
Il  est  facile  d'ailleurs  de  s'assurer  que  l'on  a 

P'  =  p'-p,  Q'=q'-q. 

OEuvresde  L.—  W.  '6 
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Supposons  que,  en  réduisant  T  en  série,  on  ait 

T  =  \1U'^  cosi{n' t  —  nt  -h  s'  —  s), 

le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives  de  i,  sans  en  excepter  la  valeur  i=  o;  on  aura 

L(-o_L('). 

Gela  posé,  l'équation  différentielle  précédente  deviendra 

o  =  ^  -^n^ès  +  \a''a'n'-l\   {p'  —p  )L('>  cos [i{n't  —nt-h  e'—  e)  +  n<  +  e] 

-\-{q  —  q') L^''  sin  [i{n't  —  nt-i- e'—  e)  4-  ni  +  e]  j, 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

§s  =  \a^a' {p  —  p')U^hît  s'm{nt  -{-  e)  -i-  la^a' (q  —  q')U^hit  cos{nt  -h  e) 

^la'a'n^yï  ■. — (/^'-/^)L|'"''  cos[i{n't- nt-^e' -s)  +  nt-h  e] 

^  Jmi  (   [n  —  i{n  —  n')Y  —  n^ 

H-r     ^^-r^'^Vn^'      ,sm[i{n't-nt  +  e'-£)  +  nt  +  z]\. 
[n  —  i{n  —  n')y  —  n^        *-  ) 

On  doit  observer  que,  dans  cette  valeur  de  Bs  ainsi  que  dans  les 
valeurs  précédentes  de  m,  u,  ,  V,  V, ,  le  signe  intégral  L  s'étend  à  toutes 
les  valeurs  entières  positives  et  négatives  de  i,  la  seule  valeur  1  =  0 
étant  exceptée. 

XII. 

Rassemblons  maintenant  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver. 
Nommons  (r)  et  (ç')  les  parties  du  rayon  vecteur  r  et  de  la  longi- 
tude V  sur  l'orbite  qui  dépendent  du  mouvement  elliptique;  nom- 
mons ensuite  (s)  la  partie  de  la  latitude  s  que  l'on  trouve  en  suppo- 
sant que  la  planète  m  se  meut  sur  le  plan  de  son  orbite  primitive;  on 
aura 

v={ç)-\-m'    (V  +  VO, 
s  r=  (  5  )  4-  m'  Ô5. 

Ces  expressions  renferment  toute  la  théorie  des  planètes,  lorsqu'on 
néglige  les  carrés  et  les  produits  des  masses  perturbatrices,  ainsi  que 
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les  carrés  et  les  produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites,  ce  qui  est  presque  toujours  permis;  elles  ont,  d'ailleurs, 
l'avantage  d'être  sous  une  forme  très  simple  qui  laisse  facilement 
apercevoir  la  loi  de  leurs  différents  termes.  Pour  les  transportera  la 
planète  m',  il  suffit  d'y  changer  a,  n,  A,  /,  z,p,  q  et  m'  dans  a',  n' ,  A', 
/',  £',/>',  q'  et  m,  et  réciproquement. 

Les  approximations  dans  lesquelles  on  aurait  égard  aux  carrés  et 
aux  puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  introduiraient  de  nouveaux  termes  qui  dépendraient  de  nou- 
veaux arguments;  elles  reproduiraient  encore  les  arguments  que  don- 
nent les  approximations  précédentes,  mais  avec  des  coefficients  de 
plus  en  plus  petits,  suivant  cette  loi  :  si  l'on  nomme  quantilés  du  pre- 
mier ordre  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites,  quantités 
du  second  ordre  leurs  carrés  et  leurs  produits  deux  à  deux,  et  ainsi 
de  suite,  un  argument  qui,  dans  les  approximations  successives,  se 
trouve  pour  la  première  fois  parmi  les  quantités  de  l'ordre  r,  ne  sera 
reproduit  que  par  les  quantités  des  ordres  r  -h  2,  r  -h  4,  •  • . . 

Il  suit  de  là  que  les  coefficients  des  termes  de  la  forme 

sin  , 

t        (ni+e) 
ces 

qui  entrent  dans  les  expressions  de  r,  ç^  et  *  sont  approchés  jusqu'aux 
quantités  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  que  l'approximation  dans 
laquelle  on  aurait  égard  aux  carrés  et  aux  produits  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites  ne  changerait  point  leurs  valeurs.  On 
voit  ainsi  qu'ils  ont  toute  la  précision  que  l'on  peut  désirer,  ce  qu'il 
est  d'autant  plus  essentiel  d'observer,  que  de  ces  coefficients  dépendent 
les  variations  séculaires  des  orbites. 

Les  différents  termes  des  expressions  de  r,  v  et  s  sont  compris  dans 

la  forme 

sin 

K        [iin' l  — nt-\- 1'— t) -^  rnt -ir  rt^ 
cos  ■" 

i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  ou  zéro,  et  r  étant  un 
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nombre  entier  positif  ou  zéro;  K  est  une  fonction  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites,  de  l'ordre  r.  On  peut  juger  par  là  de 
quel  ordre  est  un  terme  qui  dépend  d'un  angle  donné  :  pour  savoir, 
par  exemple,  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de  quel  ordre 
est  le  terme  qui  dépend  de  l'angle  Sn't  —  int  +  5e'  —  2£,  on  mettra 
cet  angle  sous  cette  forme 

5{n't  —  nt  +  t' — £)  +  3/i^+3£;  ' 

et,  comme  alors  r  =  3,  il  en  résulte  que  le  terme  dont  il  s'agit  dépend 
des  cubes  et  des  produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites. 

XIII. 

Pour  réduire  en  nombres  les  résultats  analytiques  que  nous  venons 
de  présenter,  il  faut  déterminer  numériquement  les  valeurs  des  quan- 
tités A^*'^  A^^\  A'-\  . . . ,  U*'\  \J^\  ...  et  de  leurs  différences.  La  princi- 
pale difliculté  que  présente  leur  formation  tient  au  développement  en 
série  des  radicaux  » 


et 


Soit 


_3 

[à^—1aa'ç,0'i{n't  —  nt-\-t'—^)-\-a'^^^   ^ 


— T  rz:  a,  lit  —  nt-\-t  —  £  =  &, 

a' 


et  considérons  généralement  la  fonction  (i  —  2acosÔ  -h  a-)~^  En  la 
développant  dans  une  suite  de  cosinus  de  l'angle  0  et  de  ses  mul- 
tiples, on  aura  une  expression  de  cette  forme 

(i  —  2a cosô  4- a^)-*=  i èi-O'-t- ^>i^' cosÔ -h  ^'i2' COS2  9 +  . . ., 

h^^\  b\^\  ...  étant  des  fonctions  de  s  et  de  a.  Si  l'on  prend  les  diffé- 
rences logarithmiques  des  deux  membres  de  cette  équation,  par  rap- 
port à  la  variable  6,  on  aura 

—  isa.'&xnQ       _     —  6^"  sin 0  —  2 Z>V^'  sin 2 0  — . . . 
X  — 2acos0-f-a^  ""  W;^  +  M»' cosô  +  M^' cos2  9 +. . .  ' 
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En  multipliant  en  croix  et  en  comparant  les  cosinus  semblables,  on 
trouve 

on  aura  ainsi  b[^\  bl^\  . . .  lorsque  l'on  connaîtra  ^^"'  et  />'i". 
Si  l'on  change  ^  en  ^  +  i  dans  l'expression  précédente  de 

(i  —  aacos^H-  a^)-* 

on  aura 

(  I  —  2  a  ces  9  +  a2  )-*-«  =  1 6i.«^\  +  b^,l\  ces  9  +  ^i;'i  cos  2  9  + 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 

I  —  2X  cos  9  -\-  x"^ 

et  en  substituant  ensuite,  au  lieu  de  (i  —  2a  cos6 4-  a*)~*,  sa  valeur  en 
série,  on  aura 

^6^°'  +  è^"  cos9  +  è^^lcosaô  +. . . 

=  (i  —  2 a  cos 9  +  a'-)  (iZ^^Vi  +  ^iVi  cos9  4- .  . .), 

d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  cosinus  semblables, 
La  formule  (a)  donne 


l  —  s 


l'équation  précédente  deviendra  ainsi 
'  i  —  s 

En  changeant  i  dans  2  +  1,  on  aura 

t/  :  y 

l  —  5  -i-  I 

et,  si  Ton  substitue  au  lieu  de  è^'^Y'  ^a  valeur,  on  aura 

*  (t  —  .ç)  (i  —  5  -h  i)a 
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Ces  deux  expressions  de  bf  et  de  b'^'^^^  donnent 


l  +  S  ,       .        .,  ,,„  l  —  S-hî    ..,/+,, 


(b)  ei= 


s 


(i  -+-  a»)6<«  —  2 «6^ 


(i-a^r 


on  aura  donc,  au  moyen  de  cette  formule,  les  valeurs  de  bll\,  ^^^',, 
^i^',,  . . .  lorsque  celles  de  èj*",  6^",  b^'\  . . .  seront  connues. 

Nommons,  pour  abréger,  À  la  fonction  i  —  2acosG  h- a^;  si  l'on 
différentie  par  rapport  à  a  l'équation 

}-^=  iô*»' +  è^"  COSÔ  +  ^>;*' C0S2  6»  +  .  .  . , 

on  aura 

2s(cosd  —  oc)l-'-^= ~-  ■+-  ~--cosd-+-  -r^cosaô-h.  ..; 

^  '  2    dix  0(x  ax 

mais  on  a 

^       j  _  a2  _  ). 


—  a  +  cosi 


2<X 

On  aura  donc 

-^^ '-  X-*-' = /-  +  — r^  CCS  0  H- ... , 

«  a         2    0(x  ax 

d'où  l'on  tire  généralement 

àbl^siij-oç^^,,,  _sbl^ 
doc  a  ^'*''         (X 

En  substituant,  au  lieu  de  6^^, ,  sa  valeur,  on  aura 

^Èïl  —  t4-(t+25)«^  ^(;,  _  2(/  — 5H-l)  ^(,+  1, 
(?a  a(i  — a^)        *  i  —  a^         *      ' 

Si  l'on  différentie  cette  équation,  on  aura 

d*bY^  _  i-^ii-i-2s)a^  db^       r(+_2£  _  2(1  +  s){i  — Soc^)!     ., 
êa^   "       a(i  — a^)        da    "^  [     «'      ~         of^i  — «')'       J    ' 

I  — «2  d<x  (i-a^)*        *      ' 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET   DE  SATURNE.  127 

en  ditî'ércntiant  encore,  on  aura 

d^^  _  f-i-(fH-25)a'  d^ 6^ '  p -t-a.9  _  2(f4- ■y)(i  —  3«»)']  db^ 

L  a3(i  — a*)'  a*        J    * 

2(f— ^  +  i)  (}«6i'+"        8(i  — 5H-i)a  ^6;'-^" 


I  —a*  <?a*  (i  —  a')*  da 

_  4(,-_,  +  i)(i  +  3a«)     .,„ 

(!  —  ««)»  '         • 

On  voit  ainsi  que,  pour  connaître  les  valeurs  de  b\"  et  de  ses  difl'é- 
rences  successives,  il  suffit  de  connaître  les  deux  quantités  è^"'  et  ^i". 
On  déterminera  facilement  ces  deux  quantités  de  la  manière  suivante. 

XIV. 

Si  Ton  nomme  c  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité,  on  pourra  mettre  l'expression  de  \~'^  sous  cette  forme 

X-*=  (i  -  a  c'^V")-^  (i  -  a  c-9v^)-^ 

En  développant  le  second  membre  de  cette  équation  par  rapport  aux 
puissances  de  c^v/^  et  de  c~^^-',  les  deux  exponentielles  c'®v/-«  et 
ç-i^y/-\  auront  le  même  coefficient  que  nous  désignerons  par  [x.  La 
somme  des  deux  termes  ]x&^^~^  et  \j.c~^^^^  est  2[jt.cosiO;  ce  sera  la 
valeur  de  6^"  costô  :  on  aura  donc  ^*"  =  2[jt.. 

Maintenant  l'expression  précédente  de  X~*  est  égale  au  produit  des 
deux  séries 

I  .2 

I  .2 

En  multipliant  donc  ces  deux  séries  l'une  par  l'autre,  on  aura,  dans  le 
cas  de  i  =■  o, 
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et,  dans  le  cas  de  î=  i, 

r  SS{s-{-l)     .         S{s-h\)  S(S -hl){s-ir  2)      .  1 

'        [       11.2  1.2  1.1.6  y 

partant 

*  L  1  Ï.2  1.2  1.2.3  J 

Dans  la  théorie  des  planètes  *  =  |;  en  substituant  donc  cette  valeur 
dans  les  expressions  précédentes  de  ^i"'  et  de  b\^\  on  aura  les  valeurs 
relatives  à  cette  théorie;  mais  ces  valeurs  ne  seront  pas  fort  conver- 
gentes si  a  n'est  pas  une  petite  fraction  :  elles  convergent  davantage 
dans  le  cas  de  ^  =  —  |,  et  l'on  a 

/i        I   i.i  i.i  I.I.3  I.I.3  I.I.3.5  \ 

-|  \2  22. 4  2. 42. 4. 6  2.4.02.4.6.8  J 

Ces  deux  suites  seront  très  convergentes  si  a^  est  moindre  que  ^;  or, 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a-  est  au-dessous  de  |;  il 
suffira,  par  conséquent,  de  prendre  la  somme  de  leurs  dix  premiers 
termes,  en  négligeant  les  termes  suivants,  ou,  plus  exactement,  en 
les  sommant  comme  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est 

Lorsqu'on  aura  déterminé  6'"J  et  è"J,  on  aura  U^^  en  faisant  s  =^—  { 
et  ï  =  o  dans  la  formule  {h)  de  l'article  précédent,  et  l'on  trouvera 

Si,  dans  la  même  formule,  on  suppose  ï=  i  et  ^  =  —  |,  on  aura 


M».'  ::::;: ? 
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mais  la  formule  (a)  de  l'article  précédent  donne,  en  y  faisant  1  =  2  et 

^  =  -^ 

io«6<»|  =  2a6<_»|  +  4(14-  (x-)b'^l  ; 
1  »  2 

on  aura  donc 


^(1)  __  _      j  2 


(i-«^r 


XV. 

Pour  déterminer  présentement  les  quantités  A^"',  A^'\  A^'\  ...  et 
leurs  différences,  on  observera  que  la  suite 

iA(«)  +  A(*)  cosÔ  +  A(2)  cosaô  +  . . . 

résulte,  par  l'article  VIII,  du  développement  en  série  de  la  fonction 

-acosô  I 

__  _. 

(a^ —  2aa'cosO  -i-  a'^)'^ 

en  faisant  donc  -7  =  a,  on  aura 

a' 

acosO  I  1  A  ^n^       i  Ml        /> 

— ^ Y  =:|A('')4- A<*)cos9  -h.  . ,, 

a'(i— 2acos9  H- a')'^ 

ce  qui  donne  généralement 

Cette  équation  a  lieu  depuis  i^  o  jusqu'à  i=  00,  excepté  dans  le  cas 
de  i=  I,  où  l'on  a 

a'*       a'    i 


On  aura  ensuite 


da  a'    doc    da' 

mais  on  a 


âct I 

àa       a' 

OEuvreade  L.  —  \\.  *  17 
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partant 

da  a'*    dot. 

et,,  dans  le  cas  de  «  =  i ,  on  aura 


da    ~  a'^  \          doc 

Enfin  on  aura 

Aï  ni) 

da^    ~~      a''    da} 

AZ  Ijii) 

d'A(')  _        i          \ 

dà^    ~"       a"*     dai? 

et  ces  équations  auront  lieu  dans  le  cas  même  de  î  =  i . 

Pour  déterminer  les  quantités  L^^^  \}^\  U*^  ...,  on  observera  que, 
par  l'article  XI,  on  a 


a'^(i  — 2acos9  4-a'')2        ^ 


^  =  iL(»)  +  U»)  cos  0  4-  L<2)  cos  2  0 


d'où  l'on  tire 


I'"'  =  5î*ï'- 


Cette  équation  a  lieu  depuis  i  =  1  jusqu'à  ?  =  ao;  mais,  dans  le  cas  de 
i  =  o,  on  a 


L(0)r=-L/^6(0'—  2V 


Quant  à  la  valeur  de  ^3',  on  la  déterminera  en  faisant,  dans  la  for- 
mule {h)  de  l'article  Xlïl,  s='-. 

Le  calcul  des  perturbations  de  m  par  l'action  de  m'  facilitera  celui 
des  perturbations  de  m!  par  l'action  de  m.  En  effet,  il  est  visible  que 
les  valeurs  de  A^'^  et  de  L"^  sont  les  mêmes  dans  ces  deux  calculs,  à 
l'exception  des  valeurs  de  A<'^  et  de  L'*'^  qui  sont  différentes  et  qui, 
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dans  la  théorie  des  perturbations  de  m'  par  l'action  de  m,  deviennent 


a'         I 

A(»)— 1  Ad) 

a}       a'    \ 


f'3  "^  /,» 


a-    ^        a' 


Dans  cette  dernière  théorie,  les  différences  de  A<'\  au  lieu  d'être 
prises  relativement  à  la  quantité  a,  le  sont  par  rapport  à  a'  \  mais  on 
peut  ramener  ces  différences  les  unes  aux  autres,  en  observant  que 
A^'^  étant  une  fonction  homogène  en  a  et  a'  de  la  dimension  —  r,  on  a, 
par  la  nature  de  ce  genre  de  fonctions, 


aa'  aa 


d'où  l'on  tire 


da'  ùa  da  da?- 

da'-da  (?a  (^a*  <?«' 


ainsi  A^'^  et  ses  différences  relatives  à  a  ayant  été  déterminées  dans  le 
calcul  des  perturbations  de  m  par  l'action  de  m'y  on  aura  facilement 
ses  différences  relatives,  soit  à  la  seule  quantité  a,  soit  aux  deux 
quantités  a  et  a'. 

XVI. 

Des  inégalités  séculaires  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Un  des  objets  les  plus  importants  de  la  théorie  des  planètes  est  celui 
de  leurs  inégalités  séculaires.  On  a  vu,  dans  les  articles  précédents, 
que  les  intégrations  introduisent,  dans  l'expression  des  coordonnées 
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des  planètes,  des  arcs  de  cercle  qui  doivent,  à  la  longue,  en  altérer 
d'une  manière  sensible  les  éléments;  ils  rendraient  même,  après  un 
temps  considérable,  les  orbites  fort  excentriques  et,  par  conséquent, 
les  suppositions  dont  nous  sommes  partis  très  défectueuses,  s'ils 
existaient  dans  les  expressions  rigoureuses  des  coordonnées;  mais, 
comme  ils  ne  sont  donnés  que  par  des  approximations,  il  est  naturel 
de  penser  que  la  forme  sous  laquelle  ils  se  présentent  est  due  à  ces 
approximations  successives,  et  qu'ils  ne  sont  que  le  développement  en 
séries  de  fonctions  périodiques  qui  croissent  avec  beaucoup  de  len- 
teur. La  détermination  de  ces  fonctions  est  le  point  le  plus  délicat  de 
cette  analyse;  j'ai  donné  autrefois,  pour  y  parvenir,  une  méthode  nou- 
velle fondée  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires;  je  vais  la  rap- 
peler ici  en  peu  de  mots. 

Si,  dans  l'expression  de  la  longitude  i^  de  la  planète  m,  on  ne  con- 
serve que  la  longitude  moyenne  et  les  termes  multipliés  par  les  sinus 
et  les  cosinus  de  nt  ■+-  £,  on  aura,  par  les  articles  VIII,  X  et  XII, 

ç:=z  nt  -Jr  £  —  2ls\n{nt  +  e)  +  2/i  cos{nt  +  e) 

—  m' {hB  -+-  h' C) nt  sm{nt  -i-  e) 

—  m'ilB  -}-  l'C)  nlcos{nt-\-e). 

Si  l'on  considère  les  arcs  de  cercle  de  cette  expression  comme  ré- 
sultant du  développement  de  /et  de  A  en  séries,  et  que  l'on  nomme 
§/  et  SA  les  variations  de  /  et  de  A  correspondantes  au  temps  t,  on 
aura 

or  on  a,  par  la  théorie  des  suites, 

^.  dh         r-    d'^h 

on  r=  t~, 1 H  .  .  .  . 

dt        1.2   dt^ 
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En  comparant  donc  les  termes  affectés  de  la  première  puissance  du 
temps,  et  qui  sont  les  seuls  auxquels  nous  ayons  eu  égard  dans  l'ex- 
pression de  Vf  on  aura 

L'instant  de  l'époque  où  l'on  fixe  l'origine  de  /  étant  arbitraire,  il  est 
clair  que  ces  équations  ont  lieu  pour  un  instant  quelconque  ;  ainsi,  en 
les  intégrant,  on  aura  les  fonctions  transcendantes  qui,  par  leur  déve- 
loppement en  séries,  ont  introduit  les  arcs  de  cercle  que  renferme 
l'expression  de  c;  mais,  pour  intégrer  ces  équations,  il  faut  les  réunir 
aux  deux  équations  différentielles  entre  les  mêmes  variables,  qui  ré- 
sultent des  variations  de  h'  et  de  /',  et  qu'il  est  facile  de  tirer  des  pré- 
cédentes, en  y  changeant  les  quantités  relatives  à  m  dans  celles  qui 
sont  relatives  à  m',  et  réciproquement. 

On  peut  simplifier  les  valeurs  de  B  et  de  C  en  observant  que  l'on 
a,  par  l'article  X, 

oa  2      oa^ 

ce  qui  donne,  par  l'article  précédent, 

^-       ""      â<x         '"^      doi'- 
db\^^  d»6V»' 

En  substituant,  au  lieu  de  -^  et  de  -— ->  leurs  valeurs  en  M"'  et  èV, 
que  l'on  trouvera  par  l'article  XIII,  on  aura 

Or  on  a,  par  le  même  article, 

2a6\»'— (!  +  ««)  6^' 


partant 


1 

s                                   t 

(i-a^'r 

i 
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Il  suit  de  là  que,  si  l'on  suppose 

^-  =  {a,  a')  4-  {a,  a')' cosd  +. . ., 

on  aura 

B—  —  \a^-a'{a,  a')'. 

On  trouvera,  de  la  même  manière, 

C  =  a  {a^ -h  a'^)  {a,  a'y—3a^a'{a,  a'). 

Si  l'on  change  dans  ces  expressions  a  en  a',  et  réciproquement,  on 
aura  les  valeurs  de  B  et  de  G,  relatives  aux  perturbations  de  m\  par 
l'action  de  m,  et  l'on  doit  observer  que  les  fonctions  (a,  a')  et  (a,  a')' 
ne  changent  point  en  vertu  de  ces  permutations. 

Cela  posé,  soit  i  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis 
l'époque  où  l'on  fixe  l'origine  du  temps  /;  soit  T  la  durée  d'une  année 
julienne;  /^T  sera  le  moyen  mouvement  de  m  dans  cet  intervalle;  nous 
le  supposerons  réduit  en  secondes  de  degré.  Soient  encore 

m'nT        ,         , 
— -z —  a^a'{a,  a  )'=r  (o,  i), 
4 

a  [(«^  +  a'^)  {a,  a')'  —  3aa'{a,  a')]  =  [  o  , 1 1 , 


1 
mn'T 

mn'T 


a'^a{a,  a')'  =  (i,o), 

a' [(«2  +  «'2 )  (a,  a')' —  3 aa' {a,  a' )]  =  [T~ô]  ; 


on  aura,  par  ce  qui  précède,  entre  les  quatre  variables  /,  h,  V  et  h\  les 
(juatre  équations  suivantes  : 


.dl 


0=—    +(o,i)A  —  I  o  , 1 1  /i', 

o=-^  —(0,1)/   +[ôTT]r, 
dV 

o=-^-{i,o)l'  4-|i  ,o|/. 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE.  135 

XVII. 

Ces  quatre  équations  différentielles  renferment  toute  la  théorie  des 
variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies  des  deux  orbites. 
Pour  les  intégrer,  on  supposera 

A  =M  sin(/f -hê),        l  —Mcos{/i-+-6), 
A'=M'sin(//H-6),        l' —  M'cos{/i-h6). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  précé- 
dentes, on  aura  celles-ci 

or=M/  — (o,i)M  +[ô77]M', 

o  r=  M'/- (I  ,o)M'H- [773  M, 


d'où  l'on  tire 


M'_(o,i)-/_      [lS 


M  [^  (1,0)-/ 

et,  par  conséquent, 

(l,0)  +  (0,l)±\/[(l,0)4-(0,l)?-f-4r^^l^Tri 

On  voit  ainsi  que  les  deux  valeurs  de /sont  réelles,  puisque  le  produit 
I  i,o|  I  i,o|  est  nécessairement  positif;  les  quantités  A,  h',  /,  /'  ne  ren- 
ferment donc  ni  arcs  de  cercle  ni  exponentielles,  du  moins  lorsque  n 
et  n'  ont  le  même  signe,  c'est-à-dire  lorsque  les  planètes  tournent 
dans  le  même  sens,  ce  qui  est  le  cas  de  notre  système  planétaire. 

Soient/  et/'  les  deux  valeurs  de  /;  on  aura,  par  la  nature  des  équa- 
tions linéaires, 

/«  =:M  sin(/f -Hg)4-N  sin(/'/4-ê'), 

/  =Mcos(// +§)-+- Ncos(/'i-+- S'), 
/i'  =  M'sin(//  +  g)  +  N'sin(/'/  +  6'), 
/'=M'cos(/f4-6)  +  N'cos(/'«  +  o'). 

Les  quatre  arbitraires  M,  N,  M',  N'  auront  entre  elles  les  deux  rela- 
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tions  suivantes  : 

M^_(o,i)-/  N^_(o,i)-/\ 

M-     [377]    '         N"      [^    ' 

elles  n'équivaudront,  par  conséquent,  qu'à  deux  arbitraires;  mais,  en 
y  joignant  les  deux  constantes  ê  et  ê',  on  aura  les  quatre  arbitraires 
que  doivent  renfermer  les  expressions  de  h,  h',  /,  /'.  On  déterminera 
facilement  ces  constantes  au  moyen  des  excentricités  e  et  e'  des  orbites 
et  des  longitudes  u  et  cj'  de  leurs  aphélies  à  une  époque  donnée,  en 
observant  que 

/i  =  esinsy,         /=:ecosnT,         /i'=  e' sincr',         l' =.  e' cosrs' . 

On  aura  ensuite  les  excentricités  et  la  position  des  aphélies  pour  un 
temps  quelconque,  au  moyen  des  formules 

XVIII. 

Il  est  beaucoup  plus  simple,  pour  les  usages  astronomiques,  de  con- 
sidérer les  variations  différentielles  des  excentricités  et  de  la  position 
des  aphélies.  Pour  cela,  nommons  Se  et  §cj  les  variations  correspon- 
dantes à  S/  et  Sh;  les  expressions  finies  de  A  et  de  /  donneront 

ôA  =  ôe  sincT  H- e  (5cT  coscT, 
èl  =:âecosGT — eôcTSincT, 

d'où  l'on  tire 

de  =  àh  sin  xs-hèl  cos  m, 

eôcT  =  ôAcosnr —  ô/sincr; 
mais  on  a,  par  les  articles  précédents, 

àl  =—  {o,i)ih  +  |o,i  I  ih'. 
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On  aura  donc 

de  — •  |o,  1 1  ie'  sin  (ro'  —  cj), 

ÔGT  =  i\  (o,i)  —  |o,  I  I  —  cos(Gy'  — Cj)    . 

On  trouvera  de  la  même  manière 

de'  —  I  i,o|  iesin(cT  — ct'), 

t':=  I     (l,o)  —  I  I,  o[  -  C0S(CJ  —  Gl')  1. 


ÔGJ' 


Ces  formules  peuvent  être  étendues,  sans  erreur  sensible,  à  deux  ou 
trois  siècles  avant  et  après  l'époque  où  l'on  fixe  l'origine  des  i.  Pour 
les  étendre  à  de  plus  grands  intervalles,  on  observera  que  les  coeffi- 
cients de  «,  dans  les  expressions  de  Se,  Su,  Se'  et  Sct',  sont  les  variations 
annuelles  de  ces  quantités,  variations  qui,  par  conséquent,  sont  égales 

,  de    dxs    dé    drs'    r\     i  > .         •  j  ii-  i  •    '  a      ^ 

^  T^  T^  ^fT''  ~d''        déterminera  donc,  par  les  formules  précédentes, 

les  valeurs  de  e,  u,  e',  cj',  relatives  à  mille  ans  avant  l'époque  que  l'on 
a  choisie,  et  l'on  en  conclura  leurs  variations  annuelles  correspon- 

1      .       ,        ,.  1      ,  ç,    .      .  de    djs    de'    d^'  ,  .    .. 

dantes  a  cette  seconde  époque.  Soient  -p»  --pr,  -rr»  —tt  les  variations 

'^    ^  di      di     di       di 

111  /       /  '    1  •  '         '  d^i     dm,     de',     dxs'.    • 

annuelles  de  e,  cj,  e,  cj  a  la  première  époque;  -^S  —~,  -p-i  —r^  les 

variations  annuelles  des  mêmes  quantités  à  la  seconde  époque;  on 
aura,  par  la  théorie  des  suites, 

de^  de  d}e 

di        di  di^  ' 

mais  on  a,  par  la  même  théorie, 

^         .de        ir  d^e 
di       2  ar 


on  aura  donc,  à  très  peu  près, 

^    .de  i}     /de       de^X 

di       2000  \di        di  ) 


ORuvresde  A-  —  XI.  «8 
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On  trouvera,  de  la  même  manière, 

^JS    =1    -TT      + 


di         2000  \  di  di 

,  ,   .de'  i^     (de'         de'. 

^e'  —i--p   -\ -7T ~- 

di         2000  \  di  al 

»  ,  .dxs'  i^     fdvs'        dm'. 


di        2000  V  di         di 


Ces  formules  peuvent  s'étendre  à  plus  de  deux  mille  ans  avant,  et  à 
mille  ou  douze  cents  ans  après  l'époque  où  l'on  fixe  l'origine  des  i. 

XIX. 

Considérons  présentement  les  inégalités  séculaires  des  nœuds  et 
des  inclinaisons  des  orbites.  Pour  cela,  nous  observerons  que  si,  dans 
l'expression  de  la  latitude  s  de  m,  on  n'a  égard  qu'aux  termes  multi- 
pliés par  le  sinus  et  le  cosinus  de  nt  -h  £,  on  aura,  par  l'article  XI, 

5  =  5'sin(/i^ +  £) — pcos{nt  -\-  s) 

■-\-  \a^a'  m'U^^i  nt{q  ~  q')ç,o?,{nt  -{-  z). 

Il  est  visible,  par  le  même  article,  que  U'^  est  égal  à  {a,  a')',  en  sorte 
que  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 


on  aura  donc 


\a}a'm'U^hit—{o,\)i; 

5  =r  7  sin  ( /if  +  £  )  —  jo  cos  (  «f  -I-  £  ) 

-\-{o,i)i{p  —  p')  sin(/i^  4-  £) 
+  {p,i)i{q  —  q')Q,0?>{nt-^-z). 

Soient  S/?  et  tq  les  variations  de  p  QiàQ  q  correspondantes  au  nombre  i 
d'années  juliennes,  on  aura 

àp  =  {o,l)i{q'—q  ), 
èq  =  {o,i)i{p~p'), 
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d'où  l'on  tire,  comme  dans  l'article  XVI, 

0=-£  ~  {0,1)  iq'  —  q). 


On  aura  pareillement 


0=  J  + (0,0  (/>'"/>). 


O  ~-^  + (1,0)  iq'-q), 


o=^i-{i,o){p'~p). 

Si  l'on  suppose 

/>— P  sin(^f-hy)-hQ, 

q  =  P  cos{gi-hy)-\-Q', 

p'=:zP'sin{gi-hy)-hQ, 

7'=P'cos(^f4-y)  4-Q', 

on  trouvera,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  différen- 
tielles précédentes, 

^  =  —(0,  i)  — (1,0), 

P '  _ _  C^o) 

p-        io,  ,)' 

on  aura  ainsi,  entre  les  cinq  arbitraires  P,  P,  Q,  Q'  et  y,  une  relation 
qui  les  réduit  aux  quatre  constantes  arbitraires  que  doivent  renfermer 
les  valeurs  de/?,  ^,/>',  g'.  On  déterminera  ces  constantes  au  moyen  des 
inclinaisons  des  orbites  et  des  positions  de  leurs  nœuds  à  une  époque 
donnée,  en  observant  que 

p  —  Q  sinl,        q  —  9coslj       p'  =  d's'uïl',        q'—ô'cosl'. 

On  aura  ensuite  les  tangentes  des  inclinaisons  et  les  positions  des 
nœuds,  relatives  à  un  temps  quelconque,  au  moyen  des  formules 

tangl— — ,         langr=-^- 
Soit  Y  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  l'orbite  m';  il 
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est  aisé  de  voir  que  l'on  a 


ce  qui  donne,  en  substituant,  au  lieu  dep,p',  q,  q' ,  leurs  valeurs  pré- 
cédentes 

y  =  P'-P, 

d'où  il  suit  que,  dans  tous  les  changements  qu'éprouve  la  position  des 
orbites,  leur  inclinaison  respective  est  constante. 

Si  l'on  nomme  SG,  Si,  §6',  Si'  les  variations  des  inclinaisons  et  des 
nœuds,  correspondantes  à  tp,  Bq,  S/?',  Sq\  on  trouvera,  comme  dans 
l'article  XVIII, 


è9-. 

èl  —--{o,  I 

§d'=.z-  (l,0 

ôl'  =  ~-(i,o 


i9' sin{V~l), 

,|x-|cos(r-i)j, 

i9sin(l  — F), 

iTi--g^cos(i-r)j. 


Soient -yrj  -jr,  ^77 j  -jr  Ics  varîatious  annuelles  de  G,  l,  G',  l'à  l'époque 


di    di     di     di 


dd^    dii    dB\    d\\ 


où  l'on  fixe  l'origine  des  «,  et  -~>  -~y  -~,  —■  ces  mêmes  variations. 


àl  = 


2000  \  di 


dl 


mille*  ans  avant  cette  époque,  on  aura 


di 

.dl 

di 

dl 
dl 


di 

dl, 
di 


2000  \  di 

2000  \  di         di 

2000  V  di         di 


et  ces  valeurs  pourront  s'étendre  à  plus  de  deux  mille  ans  auparavant 
et  à  mille  ou  douze  cents  ans  après  l'époque  choisie. 
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XX. 

Reprenons  les^  équations  (C)  de  l'article  III,  auxquelles  les  élé- 
ments des  orbites  doivent  satisfaire  après  un  temps  quelconque.  Les 
deux  premières  donnent,  en  les  différentiant  et  en  négligeant  les  qua- 
trièmes puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 

m  da       m'  da' 
o  =  — , 1- 


a'  a 


i-t 


s/a  \Ja' 

—  'imsfâ{ede^QdB)  —  im'  \Jâ' {e'  de'  +  Q'  dB' )  ; 

or  on  a,  par  les  articles  précédents, 

de 


di 

de 

di 

de^ 
di 


I  o,  I  I  e'  sin(cT' -  ci  ), 


(o,  i)9'sin(r-  I), 


1 1,  o|e  sm(GT  — gt'), 


~=-(i,o)9  sin(I  -1'); 

on  aura  donc 

/-/   de       .d9\  ,  r-,[  ,de'       ^,  dB' 

"^^['di^^dO-^^^i'-dî-^^-dî 

:=      (m  y/g  [o,  1 1  —  m'  \Ja'  \  i,  o[)ge^sin(CT'—  bt) 
—  [/nv/â(o,  i)  --/n'v/«'(i,o)]09'sin(r  —  I  ). 

On  a,  par  l'article  XVI, 

,       .        m! ni    ,    ,^        ,^,      m'T      ,.        ,  , 
(o,  i)  =:  — - — a}a\a,  a)  ==     —-aa'  {a,  a  )  , 

4  4  V" 

à  cause  de  ri^  =  — ;  on  aura  pareillement 

(i,o)—  -—==.aa'{aya')' 
k\la! 
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et,  par  conséquent, 

7n\Ja{o,  i)  :=^m' \fa'{\,o). 

On  trouvera  de  la  même  manière  ^ 

m sja  [o,  1 1  —  m' \/a'  [  i ,  o  1  ; 

on  aura  ainsi 

m\Ja{ede  +  QdQ)-\-m'\l'âJ{e'  de'-\-e'  dQ')=.o, 

ce  qui  réduit  les  deux  premières  équations  différentielles  de  cet  article 
aux  suivantes  : 


m  da       m'  da' 

o=  — ~  -+ 


,'2 


\a  sja' 

Ces  équations  donnent  da  =  o,  </«'=  o,  d'où  il  résulte  que  les  grands 
axes  des  orbites  sont  constants,  du  moins  lorsque  l'on  néglige  les 
quatrièmes  puissances  et  les  produits  de  quatre  dimensions,  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites;  car  les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  e</e,  ô</0,  é de' y  ô'ûfô'sont,  par  l'article  XII, 
exactes  aux  quantités  près  de  cet  ordre. 

Les  carrés  des  moyens  mouvements  des  planètes  étant  réciproques 
aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites,  la  constance  de  ces  axes 
entraîne  avec  elle  l'uniformité  des  moyens  mouvements;  ils  ne  sont 
donc,  en  vertu  de  l'action  mutuelle  des  planètes,  assujettis  à  aucune 
équation  séculaire  sensible  depuis  l'époque  des  observations  les  plus 
anciennes  jusqu'à  nos  jours.  C'est  à  peu  près  de  cette  manière  que  j'ai 
reconnu,  le  premier,  l'uniformité  des  moyens  mouvements  célestes. 
M.  de  la  Grange  a  fait  voir  depuis,  par  une  analyse  fort  ingénieuse, 
qu'ils  sont  uniformes,  même  en  ayant  égard  aux  quantités  du  qua- 
trième ordre  et  des  ordres  supérieurs.  Il  ne  doit  donc  maintenant 
rester  aucun  doute  sur  cet  objet,  et  nous  verrons  dans  la  suite  que  ce 
résultat  de  la  théorie  est  entièrement  d'accord  avec  les  observations 
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anciennes  et  modernes  de  Saturne,  celle  de  toutes  les  planètes  dont 
l'équation  séculaire  a  paru  la  plus  considérable  aux  astronomes. 
Les  deux  dernières  des  équations  (C)  de  l'article  III  donnent  encore 

c'  =r  mq\Ja  4-  m'q'  sfâJ  ^ 

c"  =  mp  \fa  •+-  m'p'  \ja' . 

Si  l'on  substitue  dans  ces  équations  les  valeurs  précédentes  de/?,  7, 
p'  et  q',  on  verra  facilement  qu'elles  seront  satisfaites. 

XXI. 

Des  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne  qui  dépendent  des  carrés 
et  des  puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites. 

Les  rapports  des  moyens  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne 
rendent  les  approximations  précédentes  insuffisantes  et  forcent  de 
les  étendre  aux  carrés  et  aux  puissances  supérieures  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  Il  se  rencontre  dans  cette  théorie 
des  inégalités  dépendantes  de  ces  puissances  et  qui,  par  les  intégra- 
tions, acquièrent  de  grands  diviseurs  et  deviennent  par  là  très  sen- 
sibles. Mais  si  l'on  voulait  suivre,  pour  déterminer  ces  inégalités, 
l'analyse  dont  nous  avons  fait  usage  pour  avoir  les  inégalités  propor- 
tionnelles aux  puissances  simples  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
des  orbites,  on  tomberait  dans  des  calculs  d'une  excessive  longueur. 
Heureusement,  la  raison  qui  nous  oblige  de  recourir  à  ces  inégalités 
simplifie  leur  détermination,  en  permettant  de  négliger  des  quan- 
tités qui  deviennent  insensibles.  Je  vais  exposer  ici  une  méthode 
fort  simple  pour  déterminer  les  inégalités  dont  il  s'agit. 

Reprenons  les  équations  (8)  et  (9)  de  l'article  VII  et  supposons 
que  dR  renferme  ou  un  terme  constant,  ou  le  sinus  d'un  angle  pro- 
portionnel au  temps  et  croissant  avec  une  grande  lenteur,  en  sorte 
que,  en  exprimant  cet  angle  par  a<  -4-  ê,  a  soit  un  très  petit  coefiîcient; 
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la  double  intégrale  fndt  fd^  renfermera  un  terme  proportionnel 
au  carré  du  temps  ou  un  terme  dépendant  de  l'angle  az  h-  6  et  qui 
aura  a.^  pour  diviseur;  il  est  clair  que,  en  faisant  a  =  o,  ce  second  cas 
rentrera  dans  le  premier  :  ainsi  nous  considérerons,  pour  plus  de 
généralité,  le  cas  dans  lequel  a  est  quelconque,  mais  très  petit,  et 
nous  chercherons  les  termes  de  §r  et  de  ^ç-  qui  dépendent  de  l'angle 
a/  -f-  ê  et  qui  ont  a^  pour  diviseur. 

Si  l'on  fixe  l'origine  de  l'angle  i>  à  l'aphélie  de  la  planète  m,  on  a, 
par  la  nature  du  mouvement  elliptique. 


ndt  - 

_       /•-  dv 
a^^i  —  e- 

rz 

i  —  eco&v 

donne 

r  cos(^  = 

r  —  a  (  I  —  e-  ) 
e 

Cette  dernière  équation  donne 


la  fonction  jndtrcosi^fdR  devient  ainsi 

Or  on  a,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique, 

rr^a{i-{~^e^+ex), 

X  étant  une  suite  infinie  de  cosinus  de  l'angle  /z  +  £  -h  ct  et  de  ses 
multiples;  on  aura  donc 

fndtrcosçfdR  =  afndt{^e  +  X)f^^- 
Si  l'on  nomme  x'  l'intégrale  Cny^dt,  on  aura 

fnx  dtfdïi  =  x'/dR  -  fx'  dR, 

et  il  est  visible  qu'aucun  de  ces  deux  derniers  termes  ne  peut  avoir  a^ 
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pour  diviseur.  En  ne  considérant  donc  que  les  termes  qui  ont  ce  divi- 
seur, on  aura 

Jn  dtr  cos  v  J  dR.  =  |  aeCn  dtJ'dR. 

L'expression  précédente  de  r  donne,  par  la  différentiation, 

, ae(i  —  e')rfcsinf er*di> sinv^ 

~  (i  — ecosp)*      ~       a(i  —  e')  ' 

en  substituant,  au  lieu  de  r^dç^  sa  valeur ti^/î<//(i  —  e"),  on  aura 

,  aen  dt  sin  i> 

dr  = 


ce  qui  donne 

rdrs/i  —  e^ 


ndtrsinv  =  — 


ae 


La  fonction   indtrsinv  y  dR  devient  ainsi 

or  on  a 

fr  drfm  =  i  z-'/dR  -  |/r'  dR, 

et  il  est  clair  qu'aucun  de  ces  deux  derniers  termes  ne  peut  avoir  a* 
pour  diviseur;  en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes  qui  ont  ce  divi- 
seur, la  formule  (8)  de  l'article  VII  deviendra 

—  = ndtJA^. 

a  y/i_e2  ^  J 

Si  l'on  substitue,  au  lieu  de    ,         ?  sa  valeur 5:'  on  aura 

sji~e^  ndt 

èr       3dr    p     ,    /»  ,r. 
—  =  —77  fndtfdR. 
a        nat  ^  •/ 

11  suit  de  là  que,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  qui  ont  a^  pour  divi- 
seur, le  rayon  vecteur  r  de  la  planète  m  devient 


(^'^(^i)^'""'/''*/'"»- 


QEupre»  «&  L.—  XI.  19 
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(r)  et  (-—n)  étant  les  expressions  de  r  et  de  — ^  relatives  au  mou- 
vement elliptique.  Ainsi,  pour  avoir  égard,  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur,  à  la  partie  des  perturbations  qui  est  divisée  par  a%  il  suffit 
d'augmenter  de  la  quantité  3am'  fndtfdR  la  longitude  moyenne 
nt  -h  t  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans  l'hypothèse  elliptique. 
Voyons  maintenant  comment  on  doit  avoir  égard  à  cette  partie  des 
perturbations,  dans  l'expression  de  la  longitude  v. 

La  formule  (9)  de  l'article  VII  donnera,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  divisés  par  a^  et  en  y  substituant,  au  lieu  de  ^r,  sa  valeur  pré- 
cédente, 

»         r       I  ledi'cosv  e^dvsin^ç       ].      /»     7    /•,n 

ôp  = :r- r  H -j-, rr    3a     H  dt  /  dR; 

|i/i ^2       ndt{i  —  ecosp)       ndt{i  —  ecosr)*j       '^  »^ 

or  on  a,  par  la  nature  du  mouvement  elliptique, 

I        r^dç  di'(i  —  e^) 


4/1 e2       a-(i  —  e^)ndt       ndt{i  —  ecosp)^' 

on  aura  donc 

èç=-^3arndtrdR; 
ndt      J         J 

d'où  il  suit  que,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  divisés  par  a^,  la  lon- 
gitude V  de  la  planète  m  devient 

(^)  6t  (  —-rA  étant  les  valeurs  de  v  et  de  -^  relatives  au  mouvement 

^    ^        \ndt)  ndt 

elliptique.  On  doit  donc  suivre,  pour  avoir  égard  à  cette  partie  des 
perturbations  dans  l'expression  de  la  longitude,  la  même  règle  que 
nous  venons  de  donner  pour  y  avoir  égard  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur,  c'est-à-dire  qu'il  faut  augmenter  dans  l'expression  elliptique 
de  V  la  longitude  /z^  -h  £  de  la  quantité  '^am!  Cndtj  àR. 

La  partie  constante  de  l'expression  de  \—ji)  développée  en  série 
de  cosinus  de  l'angle  nt  +  z  —  x:s  et  de  ses  multiples  se  réduisant. 
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comme  l'on  sait,  à  l'unité,  il  en  résulte  dans  l'expression  de  la  longi- 
tude le  terme  3am' jndtfdlX.  Ce  terme  est  très  important  à  consi- 
dérer, en  ce  qu'il  exprimerait  l'équation  séculaire  de  la  planète  m  si 
dR  renfermait  un  terme  constant  tel  que  &ndt,  et,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion séculaire  serait  exactement  égale  à  lam'kn^t^. 

XXII. 

On  peut  parvenir  très  simplement  au  même  résultat  par  la  considé- 
ration de  l'équation  (a)  de  l'article  IV;  en  effet,  si  l'on  néglige  les 
quantités  périodiques  de  l'intégrale  ydR,  cette  équation  deviendra 

da:* -+-  dy*  -+-  dz*        2(1 -h  m)        i -\-  m 

0= -7-5 ^^ 1 h  2m'knt; 

dt^  /•  a 

mais,  si  l'on  considère  après  le  temps  /  l'orbite  de  m  comme  une 
ellipse  dont  le  demi  grand  axe  est  a  -h  Sa,  on  aura,  après  ce  temps, 

dx^  +  dv^  H-  dz^        2  (  I  -f-  m  )         i  +  tn 

O  ziz ^ H • 

dt'^  r  a-i-  èa 

En  comparant  donc  cette  équation  à  la  précédente,  on  aura 

1  -h-  m         I  -h  m  , , 

^  =: h  im' knt. 

a  -h  àa  a 

d'où  l'on  tire,  en  négligeant  m  vis-à-vis  de  l'unité  et  le  carré  de  Sa, 

—  ôa  ,    , 

z::  im  aknt. 


Maintenant,  si  l'on  nomme  S/i  la  variation  de  n  correspondante  à  Sa, 

2Ô/1 

3/i 
hn  ^=z  Zm'akn}t\ 


l'équation  n^——  donnera =  \-i  partant 


or  le  moyen  mouvement  de  m  étant  égal  à  jndt^  l'équation  sécu- 
laire de  ce  mouvement  est  j^ndt;  cette  équation  sera  donc  égale  à 
^m'akn^t^,  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui  précède. 
La  recherche  des  équations  séculaires  se  réduit  ainsi  à  voir  si  dR 
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renferme  un  terme  constant.  Lorsque  les  orbites  sont  peu  excen- 
triques et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres,  on  a  vu  ci-dessus  que 
R  peut  toujours  se  réduire  dans  une  suite  infinie  de  sinus  et  de 
cosinus  d'angles  croissant  proportionnellement  au  temps;  on  peut  les 


sin 


représenter  généralement  par  ce  terme  k       {int  -^  i'n't-\-  k),  i  et 


cos 


i'  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  ou  zéro.  La  différen- 
tielle de  ce  terme,  prise  uniquement  par  rapport  au  moyen  mouve- 
ment nt  de  la  planète  m^  donnera  la  partie  de  dR  qui  lui  est  relative, 

et  cette  partie  sera  ±  ikndt  .    (^int  -4-  i'n't  H-  A)  ;  or  elle  ne  peut  être 

constante,  à  moins  que  l'on  n'ait  m-+-  i'n'  =  o,  ce  qui  suppose  les 
moyens  mouvements  de  m  et  de  m'  commensurables  entre  eux;  et, 
comme  cela  n'a  point  lieu  dans  notre  système,  on  doit  en  conclure 
qu'il  n'existe  point  d'équation  séculaire  dans  les  moyens  mouvements 
des  planètes,  en  vertu  de  leur  action  mutuelle.  Le  résultat  auquel 
nous  sommes  parvenus  dans  l'article  XX  est  donc  non  seulement 
approché,  mais  même  rigoureux,  du  moins  lorsque  l'on  néglige  les 
carrés  et  les  produits  des  masses  perturbatrices. 

XXIII. 

Si  les  moyens  mouvements  de  deux  planètes,  sans  être  exactement 
commensurables,  approchent  cependant  beaucoup  de  l'être,  il  exis- 
tera dans  la  théorie  de  leurs  mouvements  des  inégalités  d'une  longue 
période,  et  qui,  si  elles  ne  sont  pas  connues,  pourront  donner  lieu  de 
penser  que  les  mouvements  de  ces  planètes  sont  assujettis  à  des  équa- 
tions séculaires.  C'est  ce  qui  a  eu  lieu  relativement  à  Jupiter  et  à 
Saturne;  leurs  moyens  mouvements  sont  tels,  que  cinq  fois  celui  de 
Saturne  est,  à  fort  peu  près,  égal  à  deux  fois  celui  de  Jupiter,  ce  qui 
produit  deux  grandes  inégalités  dont  la  période  est  d'environ  neuf 
cent  dix-neuf  ans,  et  qui,  n'ayant  pas  été  connues  jusqu'à  ce  mo- 
ment, ont  fait  croire  aux  astronomes  que  le  mouvement  de  Jupiter 
s'accélérait,  et  que  celui  de  Saturne  se  ralentissait  de  siècle  en  siècle. 
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Pour  déterminer  ces  inégalités,  supposons  que  la  partie  de  R  dépen- 
dante de  l'angle  Sn'i  —  int  h-  5e'—  it  soit  exprimée  par 

Asin(5/i'^—  int-\-  5e'—  as)  —  /:'cos(5n'i  —  int  -\-  5  e'—  ae), 

5^'—  in  sera  ce  que  nous  avons  nommé  a  dans  l'article  XXI.  Ce  coef- 
ficient du  temps  t  peut  être,  en  effet,  considéré  comme  étant  très  petit, 
puisqu'il  n'est  environ  que  ^  de  /i  ou  j^  de  n'.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à 
cette  partie  de  R  et  qu'on  la  différentie  uniquement  par  rapport  à  nt, 

on  aura 

dR=::—  2^:  ndtcos{5n't  —  int->r  5e' —  2e) 

—  ik'  n  dtsiïi  {5n'  t—  int  -\-  Se'-  ae), 

ce  qui  donne 

iam'fndtjdR  =z—  &am'J'jn^dt'^[     k  cos(5/i'i—  int  —  5e' —  it) 

+  A:'sin(5n'f  —  2n«  — 5e'— 2e)]. 

Les  valeurs  de  k  et  de  k'  sont,  par  l'article  XII,  fonctions  des  cubes  et 
des  produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
des  orbites;  elles  dépendent  encore  des  positions  de  leurs  nœuds  et 
de  leurs  aphélies;  or  toutes  ces  choses  sont  variables,  et,  vu  la  lenteur 
avec  laquelle  croît  l'angle  ^n't  —  int,  il  n'est  pas  permis  de  les  traiter 
comme  constantes  dans  la  double  intégrale  précédente.  A  la  vérité, 
leurs  périodes  étant  beaucoup  plus  longues  que  celles  de  l'angle 

Sn't  —  int,  on  peut  n'avoir  égard  qu'aux  différences  premières  -^ 

dk' 
et  -j-j  et  négliger  les  différences  supérieures;  on  trouvera  ainsi 

3  am'fn  dtJdR 


dt 


r      /  àk 

(5/i'— 2rt)*  L      \  5n'— an, 

/  dk'       ' 


sin(5«'^  —  int  4-  5e'—  ae) 


] 


-\-\k-\-i-f^-, /cos(5/i'^— an^4-5e'— ae) 

\  bn' —  m/ 

C'est  la  quantité  dont  il  faut  corriger  la  longitude  moyenne  nt  -h  £, 
dans  l'expression  elliptique  du   rayon  vecteur  et  de   la   longitude 
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vraie,  pour  avoir  la  partie  des  perturbations  qui  dépend  de  l'angle 
Sn't  —  int. 

Nous  verrons  dans  l'article  suivant  que,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations de  Saturne  par  l'action  de  Jupiter,  la  partie  de  R  dépendante 
de  l'angle  ^n't  —  int  +  5e'—  2£  est  la  même  que  dans  la  théorie  des 
perturbations  de  Jupiter  par  l'action  de  Saturne,  quoique  les  valeurs 
de  R  soient  un  peu  différentes  dans  ces  deux  théories.  En  suivant 
donc  l'analyse  précédente,  on  trouvera  facilement  que,  pour  avoir 
égard  dans  la  théorie  de  Saturne  aux  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(5/ï'—  iny,  il  faut  ajouter  à  la  longitude  moyenne  /i7 -h  i'  de  cette 
planète  la  quantité 


r  /      - 

(5«' — 2/i)''  [_      \  5n' — 2/1 

/  dk^ 

I    .  dt 


5«' 


sin  (  5  /l' i  —  2  ni  +  5  e' —  2  e  ) 
cos(5n'i  —  int  -\-  5e' —  2 s) 


]. 


et  calculer  son  mouvement  et  son  rayon  vecteur  elliptique  avec  cette 
longitude  moyenne  ainsi  corrigée. 

Le  diviseur  {5n'  —  2ny  rend  les  inégalités  précédentes  très  sen- 
sibles, quoique  leurs  valeurs  dépendent  des  cubes  et  des  produits  de 
trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites.  Ces 
valeurs  ne  sont  pas  rigoureuses,  parce  que  nous  avons  négligé  les 
termes  qui  ont  Sn'  —  in  pour  diviseur;  mais,  à  cause  de  la  petitesse 
de  ^n'  —  in,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  ^  ,_ —  vis-à-vis 

<^6  TT-, — — Tï-  Au  reste,  nous  donnerons  dans  la  suite  un  moven  d'ap- 

précier  le  degré  de  précision  des  valeurs  précédentes,  et  nous  ferons 
voir  qu'elles  sont  très  approchées. 

On  peut  observer  que  ces  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  ont  la  même  période  et  qu'elles  ont  un  signe  contraire;  d'où 
il  suit  que,  si  la  première  fait  paraître  le  mouvement  de  Saturne  de 
plus  en  plus  lent,  la  seconde  fera  paraître  celui  de  Jupiter  de  plus  en 
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plus  rapide.  Ces  deux  inégalités  sont  d'ailleurs  dans  le  rapport  con- 
stant de  in}arn!  à  ^n'^a'm,  rapport  qui,  comme  on  le  verra  ci-après, 
est  environ  celui  de  3  à  7.  Ainsi  le  ralentissement  apparent  de  Saturne 
est  plus  grand  que  l'accélération  apparente  de  Jupiter  dans  la  raison 
de  7  à  3. 

XXIV. 

Déterminons  présentement  les  valeurs  de  k,  k  et  de  leurs  diffé- 
rences; pour  cela,  nous  reprendrons  la  valeur  de  R  de  l'article  VII 


R  =  -^ — ji co?,{v'—  v)  — 


[r'—  irr' \Ji  —  s'*  ç,o%{v'—  v)  -t-  r'»]* 

Si  l'on  nomme  II  la  distance  du  nœud  de  Saturne  à  la  ligne  fixe  d'où 
l'on  compte  les  v;  y  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Saturne 
sur  celle  de  Jupiter,  et  v\  la  longitude  de  Saturne  comptée  sur  son 
orbite,  on  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  y% 

5'=  y  sin(Pi  —  H) 

et,  aux  quantités  près  de  l'ordre  y*, 

v'=:  v\  —  {y^sinall  —  |y' sin2(p,  — H); 

d'où  l'on  tire,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  y*. 


R—    ^    ,, —  cosCt''— ^') j 

[r-—irr'co^{v\  —  v)  +  r'*'\^ 

,      ,  y*[cos(t'',  +  f  —  îH)  +  sin2nsin(p',  —  v)  —  cos(f',  —  v)] 

[r^—'2.rr'co?>{v\  —  v)  +  r'*y 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  parties 


_v__ cos(/— p) 

et 

—  |rr'y'[sin2nsin(p',  —  v)  —  cos(f',  —  v)] 
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de  cette  expression  de  R  ne  produisent  aucun  terme  de  la  forme 


sin 
cos 


{5n'  t  —  2/î^  +  5e' —  as) 


lorsque  l'on  n'a  égard  qu'aux  cubes  et  aux  produits  de  trois  dimen- 
sions des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites;  en  sorte  que  la 
seule  partie  de  R  que  nous  devons  considérer  est 

I  I  rr'y' cos ((^'i  H- p  —  211) 

[r*—  2 rr' cos (t^'i  —  f)  H-  r'«p       [r^— 2 rr' cos {i>\  —  v)  +  r'^Y 

Cette  partie  ne  change  point  en  y  changeant  r  et  ^^  dans  r'  et  ç\f  et 
réciproquement;  or  cette  permutation  donne  la  partie  de  R  qui,  dans 
la  théorie  des  perturbations  de  Saturne  par  l'action  de  Jupiter,  pro- 
duit les  termes  dépendants  de  l'angle  5n't  —  int  +  5e'—  it\  ces  deux 
parties  de  R  sont  donc  exactement  les  mêmes  dans  les  deux  théories 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans  l'article 
précédent. 
Maintenant  on  a,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique, 


r  =  a[n-|e2+  (e  — f  e^)  cos(«i  H-  e  —  gt) 

—  |e^cos2(niH-e  —  ct)  +  f  e^cos3(ni  +  s 

(^mz/ii  +  e  —  (2e  —  \e^)  %v(\{nt  +  e  —  cr) 


m) 


•L 


+  |e^  sin2(rt^H-  £  —  ro)  —  Il  e' sin  3  (ni  H-  s  —  gj)  H-. , .. 

On  aura  les  valeurs  de  f  et  de  v\  en  marquant  d'un  trait,  dans  celles  de 
r  et  de  v,  les  lettres  «,  tî,  e,  £  et  vs.  Cela  posé,  l'expression  de  R  sera  de 
cette  forme 


R_  MC'^e'*  cos  (5/1 
+  M'i>e'2  ecos(5/i 
4-M(*^e'e2  cos (5/1 
_|.]yi(3)g3  cos(5n 
4_M<*>e'y2cos(5/i 


i  —  ifit  -{-  5  s' —  2  6  —  3gt') 

t —  lnt-\-^z' —  26  —  ITxS' —  gt) 
t  —  lnt-\'^z' — 26 —  TS' —  2CJ) 
t  —  2/if  +  5  s' —  2  6  —  3gt) 

t  —  int  -h  56' —  26  —  2X1  —  Gj') 
M'5'e  y^  co?>{h n' t  —  int  -\-  5t'  —■  it  —  2!!  — gt). 
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et  l'on  trouvera 

\  «'a  <?a'  ^       da<?a'  <?a'*  dada'*) 

M'"=  iVl  -  352  AW-i  12a  -^  +  44a'  11--^  _  8a«^^  +  i4aa':^-^,  4-  a=a'-^LiL_  ), 
\  oa  da'  da^         ^       dada'  da^da'J 

De  là  on  tire,  par  l'article  XV, 

/  c?6',»'  rf»6;"       ^6',»' 

a'MW=      J3  (  3896(2) 4_  201  a— 1-  +  27a 


a'M(«)  =  -:jL  (4o2  6'/'4-i93a-j^+26a2 


c?è(,3)  i/îè',3)  d^b[^) 


da}  dot} 


a'M")=      tV  l  Sgô^»'*'  +  i84a-^  +  26 


c?6',*'  rfîfe',*'  rf'^U) 


2 


doL  dot}  dot} 

dbf  d^b[^^  d^b^l^ 

a'M(')  =  - ^  ^38o^>f  +  i74«^ +24a'-^ -f-a3__L. 


a'M(*)=      -^l    106! 


a 


16  \         I  â?a 


16  V     ^1    ^"   rfa 

On  aura  ensuite 

k=     M«»e'*sin3e'4-M'*)e'*esin(2©'+5T)+M(»'e'e»sin(cT'   -f-2GT) 
+  M(')e'  sinScT -HM(*)e'y«sin(2n  +  cy')  +  M<''>ey' sin(2nH-    cr), 

A:'  =  —  M'"')e'»  cos3gj'—  M(*'e'«e  cos(2gj'+  gt  )  —  M(«'e'e*  cos(nj'  4-  acr) 
—  M'3)e'  cos3nj  —  M'*>e'y»cos(2n  +  5j')  — M(*)ey*cos(2n+    rs). 
OEuvres  de  L.  —  XI.  20 
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En  différentiant  ces  valeurs  de  k  et  de  k  par  rapport  à  e,  e' ,  vs,  vs'  et  H, 
et  en  substituant,  au  lieu  des  différences  de  ces  dernières  quantités, 

les  valeurs  qui  résultent  des  articles  XVI  et  suivants,  on  aura  les 

A     àk     .    ,     dk' 
expressions  de  -^  et  de  -s-- 

XXV. 

Il  existe  encore  dans  la  théorie  des  perturbations  de  Jupiter  et  de 
Saturne  des  inégalités  sensibles,  dépendantes  du  rapport  approché  de 
commensurabilité  qui  a  lieu  entre  les  mouvements  de  ces  deux  pla- 
nètes. Supposons,  en  effet,  que,  dans  l'équation  différentielle  (lo)  de 
l'article  VII,  l'approximation  étendue  jusqu'aux  carrés  et  aux  produits 
deux  à  deux  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  intro- 
duise un  terme  de  la  forme  A       ("dut  —  5/z'^4-3£  —  5e'),  il  est  visible 

COS  ^  '^ 

qu'il  en  résultera  dans  la  valeur  de  r^r  le  terme 


^^"(3nf-5/i'^-f-3e-5£'); 


/i^— (3/i  — 5/i')2  COS 

or  on  a 

n"-  —  {"i n  —  ^n'y—  {^ n'  —  in)  {^n  —  ^ n'). 

Ainsi  l'intégration  donne  au  terme  dont  il  s'agit  le  très  petit  divi- 
seur 5/i'  —  2/î,  et,  comme  ce  terme  n'est  que  de  l'ordre  des  carrés  des 
excentricités,  on  voit  qu'il  peut  en  résulter  des  inégalités  sensibles 
dans  les  valeurs  de  —  et  de  ^v.  Ces  inégalités  sont  liées  à  celle  qui 
dépend  de  l'angle  ^n't  —  int  +  5e'—  2£  par  un  rapport  assez  remar- 
quable qui  les  donne  fort  simplement  au  moyen  des  valeurs  de  k  et 
de  k!  de  l'article  précédent. 

Pour  cela,  soit  p  la  partie  de  rh  qui,  dépendante  de  l'angle 
5/i'/  — 2wf-)-5£'— 2£,  a  pour  diviseur  ^n!  —  in\  représentons 
ensuite  par 

Psin(3/t<  — 5/i'<-h3e  — 5£')  +  Qcos(3n«  — 5«'^  +  3e  — 5  e') 
la  partie  de  —  qui  dépend  de  l'angle  Znt  —  5/i'/  -i-  3e  —  5e',  P  et  Q 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE.  155 

ayant,  comme  on  vient  de  le  voir,  Sn'  —  in  pour  diviseur.  Si,  dans 
l'équation  (lo)  de  l'article  VII,  on  n'a  égard  qu'aux  termes  dépen- 
dants de  l'angle  Sn't  —  int -{-  5e'—  2e,  et  qui  ont  en  même  temps 
Sn'  —  in  pour  diviseur,  on  aura 

o—  -^  4-eP  sin(5/i'«  —  2nf  +  5£'— 2£  — gt) 
a* 

—  e Q  cos {^n' t  —  int  -\-bt'  —  2e  —  ru) -\-  2a  I  dR, 

pourvu  que,  dans  l'intégrale  /  dR,  on  ne  conserve  que  les  termes  qui 
dépendent  de  l'angle  Sn't  —  int  -+-  5t'  —  iz.  Cette  équation  ne  suffit 
pas  pour  déterminer  les  quantités  p,  P  et  Q  ;  mais  on  peut  en  avoir  une 
seconde  entre  les  mêmes  quantités,  de  cette  manière. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  de  l'article  I  par  j, 
la  seconde  par  —  Xy  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  l'intégrale  de  leur 
somme  sera 

xdy — y dx  ,  C  1  ( x' y — y' x  dl  dl\ 


or  on  a 


X  dy  —  y  dx ^  d^> 

di  "~      ^ 


et  si,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  on  prend  pour  le  plan 
fixe  des  oc  et  des  y  celui  de  l'orbite  primitive  de  m,  on  aura 

x'y — y'x  âl  dX  rJi  —  s'-    .    ,   , 

rr'  y/ 1  —  5'^  sin (  /  —  p  )  _       dK 

[/•2  _  2  rr'  s/ 1  —  5"  ces  (f '  —  t')  +  r"  ]*■ 

la  différence  partielle  -j-  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  v  dans 

l'expression  de  R  de  l'article  VII  et  en  regardant  r,  r\  v'  et  s'  comme 
constants.  On  aura  donc 

,         c  —  m'  I  dt  -r- 

dv J        Qv 

dt~  r^  ' 
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d'où  l'on  tire 

dSv 2 car       J       dv  ^ 

~dt  ^         7^  7^       ' 

or  on  a 


et,  si  l'on  ne  considère  que  les  termes  dépendants  de  l'angle 
Sn't  —  int -+- Si' —  11,  qui  ont  pour  diviseur  ^ii!—in,  on  a,  par 
l'article  XXI, 

on  aura  donc,  à  très  peu  près,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui 
dépendent  du  même  angle  et  qui  ont  le  même  diviseur, 


3rt  /  <fR  = ^  —  3eP  sin  (hn! t  —  2nt  +  6s' —  2e  —  cr) 

-h3eQcos{5n'  t  —  2nt  +  5t' — 2e  —  rs)  —  a  1  n 


Cette  équation,  comparée  à  celle  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus 
entre  les  mêmes  quantités  p,  P  et  Q,  donne 

eP  sin  (5/i'f  —  2nt  -}-  5b' —  22  —  m) 
—  eQ  cos {on' t  —  2nt  -h  5e'  —  2£  —  GT)  =  a  /  (  dR  —  n  dt -r-  j • 

<?R 
Pour  avoir  -r-?  nous  observerons  que  R  est  fonction  de  t^'  —  v,  r, 

r'  et  /,  et,  comme  dans  la  supposition  de  l'orbite  circulaire  de  Jupiter 
r  est  constant  et  ^  =  wi  +  £,  on  aura,  dans  cette  supposition, 

^  — ^. 

dv        ds 

Cette  équation  n'a  plus  lieu  lorsque  l'orbite  de  Jupiter  est  elliptique, 
parce  que  l'ellipticité  introduit  l'angle  s  dans  r  et  dans  ç^;  mais  on  voit 
par  les  expressions  elliptiques  de  r  et  de  v,  données  dans  l'article  pré- 
cédent, que  £  est  toujours  accompagné  de  —  cr  dans  ce  qui  a  rapport 
à  l'ellipticité,  d'où  il  suit  que,  pourvu  que  l'on  suppose  £  —  cj  con- 
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stant,  on  aura  encore,  dans  le  cas  où  l'orbite  de  Jupiter  est  elliptique, 

àR_m 

dv  ~  dt 

En  substituant  donc,  au  lieu  de  R,  la  partie  de  sa  valeur  qui  dépend 
de  l'angle  ^n't  —  int  +  5e'  —  2 s,  et  dont  nous  avons  donné  l'expres- 
sion dans  l'article  précédent,  on  aura 

-j- =      2M(*"e'3    sin(5n'^  — 2/1^  +  56'— 2e  — Sct') 

+  3M(*)e"esin(5n'^—  int  +  ^t'—  2e  —  2gi'—    ts) 
4-4M(2)e'e*sin(5/i'i  — 2ni  +  5e'— 2e—    cr'- 2m) 
+  5M(*^e'     sin'(5n'«—  int-^^t'—  2e  — 3ct) 
4-  2M<*>e'y*sin(5/î'^—  2n^4-5e'— 2e  — 2!!  — gt') 
4-3M(5)ey»sin(5n'<—  2/if  +  5e'— 2e  —  211  —  cr  ) 

et,  par  conséquent, 

a  I  ldR  —  ndt-^)  =  --, -5- 

J  \  av  )       bn' —  in  de 

nea       V      dk    .    ,^    , 

=  ^ — ; ^r-  sin  (5/i'<  —  2««H- 5e  —  2e) 

5/1 —  2n  L      de  ' 

— --r-cos(5n'i— 2/i<-h5e'— 2e)   . 

De  là,  il  est  aisé  de  conclure 

dk'  .     \ 
-^sinmj, 

^  ..^       /dk'  dk    .      \ 


„  na       ( dk 

P  =  ^-7 -r-   COSCT 

5/// —  in\de 


5n' 


On  aura  la  partie  de  ^v  qui  dépend  de  l'angle  'int  —  5/2'/  4-  3e  —  5e' 
au  moyen  de  la  formule  (9)  de  l'article  VII;  en  observant  que,  si  l'on 
n'a  égard  qu'aux  termes  du  second  ordre  dépendants  de  cet  angle  et 
qui  ont  en  même  temps  5/2'—  in  pour  diviseur,  cette  formule  donne 
à  très  peu  près 

irdèr 


0^-  = 


'ndt' 
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d'où  l'on  tire,  en  négligeant  5n'  —  nn  vis-à-vis  de  /?, 

ôp=      2Pcos(3«^  — 5n'f +  3£  —  5e')  , 

—  2Q  %m(Znt  —  5/i'i  +  3e  —  5e'). 

XXVI. 

La  même  raison  qui  nous  oblige  d'avoir  égard,  dans  les  expressions 

de  —  et  de  ^ç' aux  termes  dépendants  de  l'angle  3/zz  —  5n'z-f- 3 £  — 5  e', 

rend  également  nécessaire  la  considération  des  termes  dépendants  de 

l'angle  int  —  [\r\! l  h-  2£  —  4^'  dans  les  expressions  de  -7  et  de  Sç»,, 

<J^  étant  la  longitude  de  Saturne  comptée  sur  son  orbite.  Il  est  aisé  de 
voir,  en  effet,  qu'en  intégrant  l'équation  différentielle  du  second 
ordre,  qui  donne  T''^f  y  les  termes  dépendants  de  l'angle  dont  il  s'agit 
acquièrent  le  diviseur 

n'^ — (2«  —  4^^')^     ou     (2n  —  3«')(5n' — 2n), 
et  deviennent  très  sensibles  par  la  petitesse  de  5/i'  —  in.  Soit  donc 

F'  sin  [^int  —  (\n' t  -\-  -xt  —  4e') 
+  Q'cos(2«i  —  4«'^ -h  26  —  4e') 

la  partie  de  —7-  qui  dépend  de  l'angle  int  —  [\rit  +it  —  4^';  on  trou- 

vera,  par  une  analyse  entièrement  semblable  à  celle  de  l'article  précé- 
dent, ' 

n'a'      fdk  ,      dk'   .       A 


P'  = 


hn' —  2/i  \de' 


...  n'a'       (dk' 


,      dk    .       \ 
'-^sin..'j. 


On  aura  ensuite,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendants  du  même 
angle, 

Ôp'i=         2P'C0S(2Wf 4'^'^  +  2£ 4e') 

—  2Q'sin(2n«  —  [\n'  t  +  ie  —  4e). 
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XXVII. 

Il  nous  reste  présentement  à  considérer  les  parties  de  S*  et  de  ^s', 
qui  dépendent  des  carrés  et  des  produits  de  deux  dimensions  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  des  orbites.  Pour  cela,  nous  reprendrons 
la  formule  (7)  de  l'article  VI,  et  nous  supposerons  d'abord,  comme 
dans  l'article  XI,  que  le  plan  des  x  et  des  y  est  celui  de  l'orbite  primi- 
tive de  m,  ce  qui  donne  z  =  o  et  s  =  o.  Cette  formule  devient  alors,  en 
négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre, 


05= —  /  ndty -X ~   I  ndtx-^r- 

r  J  -^  dz         r  J  dz 


Considérons  les  termes  de  cette  valeur  de  h,  qui,  n'étant  que  du  second 
ordre,  ont  pour  diviseur  ^n'  —  in.  Il  est  visible  que  ces  termes  ne 
peuvent  être  produits  que  par  l'intégration  des  fonctions  différen- 
tielles 

<^R  ,.    <?R 


ndty-^     et     ndtx 


„  > 


dz  "^-"^  dz 

or,  l'intégration  de  ces  formules  ne  peut  introduire  5^'  —  in  en  divi- 
seur qu'au  moyen  des  termes  de  la  forme        {^n't  —  int  -f-  5e'  —  2£) 

qu'elles  renferment;  voyons  donc  les  termes  de  cette  forme,  qui  peuvent 
exister  parmi  les  quantités  du  second  ordre,  renfermées  dans  les  fonc- 
tions différentielles  précédentes. 

Si  l'on  substitue,  au  lieu  de  R,  sa  valeur  donnée  dans  l'article  IV,  on 

aura 

dR  _/V yz^ 

^^         '■"         \i,x'-xy^+{y~yy^{z'-zr-Y 

En  négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre  et  en  substituant  au 
lieu  de  ^r,  j,  5,  a/,  y,  z'  leurs  valeurs,  on  trouvera 


|^/T^y[cos(t^i  H-  p  —  n)  — cos(/i  —  t^  — H)] 


y  

''  dz       ir 


[r»—  2r/-'cos(t^i  —  p)  -f-r"] 


nii 
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Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quantités 


et 


J^  [cos  ((^;  _  p  _  H)  -  cosCc^;  +  (^  -  H)] 

|/Vycos(Pi  —  c^  — II) 
[,.2_2rr'cos(p;— t^) +r'2]2 

ne  produisent  aucun  terme  du  second  ordre  dépendant  de  l'angle 
^n't  —  2/î/  +  5e'—  2£.  La  quantité 

\rr'y  cos(Pi  -\-  v  —  H) 


[r2— 2/-r'cos((^;  —  p)4-r'2p 


en  produit  de  semblables,  et  il  est  aisé  de  voir,  par  l'article  XXIV,  que, 
pour  les  obtenir,  il  suffit  :  i*"  de  changer  211  en  II  dans  les  termes  de 
l'expression  deR,  multipliés  pary^  ;  2°  de  multiplier  ensuite  ces  termes 
par  —  -•  La  partie  de  la  quantité  précédente  qui  dépend  de  l'angle 
^7^'^  —  int  4-  5s'—  2£  sera  conséquemment 

—  •2M'*^e'ycos(5/i'^  —  int-\-  5e'—  2 £  —  II  — w'), 

—  ^W^'^e  y  cos  (5  «'i—  2/i«  +  5e'— 2s— H  —  cy), 

ce  qui  donne 

r  ^R  _  2y/i      r      e'Mt*)sin(5/i'i  — 2«i  +  5e'  — 2e  — H  — nj')1 

J  '     '^^'d^  ~~  5/i'— 2/iL+eM(s)sin(5/i'^  — 2ni  +  5e'  — 2£-n-w  )J* 

On  trouvera,  par  une  analyse  semblable, 

r  dR  _  T.yn      r      e'M<*Uos(5/i'^— 2/i«  +  5e'— 2e— n  — cj')l 

j  dz  ~       5n'— 2/iL4-e  M^*^  cos(5/i'<  —  2/1^4-  5e' — 2e  — II  — ny)J 

La  valeur  précédente  de  h  deviendra  donc,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  du  second  ordre,  qui  ont  pour  diviseur  Sn'  ~  2.n, 

.   _     2ayn     ["      e'M<*>sin(3/î^  — 5/î'i  H- 3e  —  5e'  + 11  + cj')"| 
Supposons  maintenant  que  le  plan  fixe  des  x  et  des  y,  au  lieu  d'être 
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celui  de  l'orbite  primitive  de  m,  soit  un  plan  fixe  quelconque,  qui  lui 
soit  très  peu  incliné;  l'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour 
m' S*  sera  encore  la  partie  des  perturbations  de  m  en  latitude,  qui  a 
pour  diviseur  5n'  —  in,  et  qu'il  faut  ajouter  à  la  latitude  de  m,  cal- 
culée dans  l'hypothèse  où  son  mouvement  a  lieu  sur  le  plan  de  l'or- 
bite primitive. 

Une  analyse  semblable  donnera 

a  '— _    "^^'y^'    \     e'M^*^sin(2n«  — 4/i'^H-  ae  —  46' +  Il -i- gt')"| 
~~      bu' —in  L+e  M""sin(2ni  —  4«'^  +  2£  —  4e'+n-i-Bj)J' 


XXVIII. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  les  inégalités  un  peu  considérables, 
dépendantes  des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites,  sont  liées  entre  elles  par  des  rap- 
ports qui  les  déterminent  au  moyen  des  valeurs  de  k  et  de  k' .  Ces 
inégalités  ont  pour  arguments  les  angles  Sn't—  int  -\-  5e'—  2£, 
3/z^  —  5/ï'^ -h  3e  —  5e',  int — [\n!t-^it  —  4^'»  5/i'/ — /î^ -h  5e'— e, 
G/i'i  —  2/1/ -h  6e' —  2£.  Les  inégalités  relatives  à  ces  deux  derniers 
arguments  résultent  de  la  substitution  de  la  longitude  moyenne  cor- 
rigée par  l'article  XXIII  dans  les  expressions  du  mouvement  elliptique 
de  Jupiter  et  de  Saturne;  elles  dépendent  des  quatrièmes  puissances 
et  des  produits  de  quatre  dimensions,  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons des  orbites;  et,  comme  elles  sont  fort  sensibles,  on  voit  la 
nécessité  de  porter  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne  l'approxi- 
mation jusqu'aux  quantités  du  quatrième  ordre. 

Toutes  ces  inégalités  peuvent  être  considérées  comme  le  résultat  de 
variations  dans  les  éléments  des  orbites  elliptiques,  dépendantes  de 
l'angle  ^n't  —  int -\-^z'  —  it.  On  a  déjà  vu,  dans  l'article  XXIII, 
qu'il  faut  corriger  les  longitudes  moyennes  de  Jupiter  et  de  Saturne 
par  des  inégalités  dépendantes  de  cet  angle;  il  est  facile,  d'ailleurs, 
de  s'assurer  que  les  inégalités  déterminées  dans  les  articles  XXV  et 
XXVI  représentent  des  variations  dans  les  équations  du  centre  de 
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Jupiter  et  de  Saturne  et  dans  la  position  de  leurs  aphélies,  dépendantes 
du  même  angle,  et  que,  les  inégalités  déterminées  dans  l'article  pré- 
cédent, représentent  des  variations  dans  les  nœuds  et  les  inclinaisons 
des  orbites  qui  dépendent  encore  de  cet  angle. 

Les  coefficients  de  ces  inégalités,  étant  fonctions  des  éléments  des 
orbites,  varient  avec  ces  éléments;  il  faut  donc,  à  la  rigueur,  sub- 
stituer dans  les  expressions  analytiques  de  ces  coefficients  leurs  valeurs 
déterminées  par  les  articles  XVI  et  suivants;  mais  il  est  beaucoup 
plus  commode,  pour  les  usages  astronomiques,  de  déterminer  les 
valeurs  de  ces  coefficients  à  différentes  époques,  et  d'avoir  ainsi  la 
loi  de  leurs  variations,  comme  nous  l'avons  proposé,  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  éléments  des  orbites. 


SECTION   SECONDE. 

THÉORIE   DE    SATURNE. 

XXIX. 

Détermination  numérique  des  inégalités  de  Saturne. 

Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans  la  Section  précédente,  il  faut  connaître  les  constantes 
arbitraires  qui  entrent  dans  leurs  expressions  analytiques.  Ces  con- 
stantes relatives  au  mouvement  elliptique  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont 
leurs  moyennes  distances  au  Soleil,  leurs  longitudes  moyennes  à  une 
époque  donnée,  leurs  excentricités  et  les  positions  de  leurs  aphélies, 
les  inclinaisons  de  leurs  orbites  et  les  positions  de  leurs  nœuds.  Les 
observations  ne  donnent  que  les  mouvements  vrais  des  planètes;  pour 
en  conclure  les  éléments  précédents,  il  faudrait  connaître  d'avance 
l'effet  des  perturbations  et  le  retrancher  du  résultat  des  observations 
pour  avoir  la  partie  due  au  mouvement  elliptique;  ainsi,  la  détermi- 
nation des  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  et  celle  des  éléments 
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de  leurs  orbites  dépendent  réciproquement  l'une  de  l'autre,  et  l'on 
ne  peut  parvenir  à  les  bien  connaître  que  par  des  approximations  suc- 
cessives. C'est  dans  cette  vue  que  j'ai  commencé  par  tirer  de  l'analyse 
précédente  une  formule  de  correction  des  Tables  de  Saturne,  do 
Halley.  En  comparant  ensuite  cette  formule  à  un  grand  nombre  d'op- 
positions, je  suis  parvenu  à  les  représenter  avec  exactitude,  et  j'ai 
reconnu  en  même  temps  que  les  éléments  des  Tables  de  Halley  avaient 
besoin  de  corrections  considérables.  J'ai  suivi  une  autre  méthode  rela- 
tivement à  Jupiter;  les  Tables  de  cette  planète,  publiées  par  M.  Var- 
gentin,  représentaient  assez  bien,  à  l'époque  où  elles  ont  paru,  les 
observations  faites  depuis  un  siècle;  ce  savant  astronome  a  eu  égard, 
dans  ces  Tables,  aux  inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  excen- 
tricités des  orbites,  et  à  celles  qui  ne  dépendent  que  de  leurs  premières 
puissances;  mais  les  grandes  inégalités  qui  altèrent  le  moyen  mouve- 
ment de  cette  planète,  son  excentricité  et  la  position  de  son  aphélie, 
lui  étant  inconnues,  il  a  dû  les  comprendre  dans  les  éléments  ellip- 
tiques de  ses  Tables.  Ainsi,  pour  corriger  ces  éléments,  il  suffit  d'en 
retrancher  l'effet  de  ces  inégalités. 

Les  éléments  suivants  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  le  résultat  de 
ces  calculs.  Ils  auront  encore  besoin  d'être  corrigés,  surtout  quand  on 
comparera  la  théorie  aux  oppositions  de  Jupiter  et  de  Saturne,  discu- 
tées avec  plus  de  soin  et  de  précision  qu'elles  ne  l'ont  été  jusqu'ici; 
mais  ces  corrections  doivent  être  peu  considérables  et  ne  peuvent 
avoir  qu'une  très  petite  influence  sur  les  inégalités  de  ces  deux  pla- 
nètes. 

L'époque  à  laquelle  je  rapporterai  mes  calculs  est  le  milieu  de  ce 
siècle  ou  le  commencement  de  1750,  à  Paris,  temps  moyen.  Je  l'ai 
choisie  parce  qu'elle  est  à  peu  près  moyenne  entre  les  intervalles  des 
bonnes  observations  modernes  et  que  d'ailleurs  les  principaux  élé- 
ments de  l'Astronomie  ont  été  déterminés  vers  cette  époque  par  les 
travaux  de  plusieurs  observateurs  célèbres. 
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Éléments  de  Jupiter  et  de  Saturne  au  commencement  de  1750. 

Longitude  moyenne  s'  de  Saturne ']* ii" i-j' 10" 

Longitude  moyenne  nr'  de  son  aphélie 8*28°  7' 24" 

Excentricité  e' o,o56263 

Longitude  moyenne  /'  de  son  nœud  ascendant S'ai^Si'  17" 

Inclinaison  de  son  orbite  à  l'écliptique,  ou  ang.  tang  9'. .  a°3o'ao'' 

Moyen  mouvement  sidéral  pendant  une  année  commune 

de  365 jours i2°i2'46'', 5  =  43966", 5 

Moyenne  distance  au  Soleil 9,54007 

celle  de  la  Terre  au  Soleil  étant  prise  pour  unité. 

Quant  à  la  masse  ni  de  Saturne,  j'adopterai  celle  que  M.  de  la  Grange 
a  donnée  dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  1782,  page  186;  en  discutant 
avec  soin  les  observations  des  satellites  de  cette  planète,  cet  illustre 
géomètre  a  trouvé  qu'il  fallait  un  peu  diminuer  la  masse  de  Saturne, 
déterminée  par  Newton,  et  ce  qui  ajoute  à  la  probabilité  de  son 
résultat,  c'est  qu'il  rapproche  de  l'observation,  d'environ  10  jours, 
le  calcul  des  perturbations  de  la  comète  de  1739;  il  réduit  à  i3  jours 
la  différence  de  28  jours  que  M.  Clairaut  a  trouvée  entre  l'instant  cal- 
culé et  l'instant  observé  du  passage  de  cette  comète  par  son  périhélie 
en  1769.  En  prenant  donc  pour  unité  la  masse  du  Soleil,  je  supposerai 

'^'~3358,4o' 

Relativement  à  Jupiter, 

e  —      3«44'3o", 

7^  =  6' 10°  2' 49", 

e  =0,0481 5 1, 

I    =3^    8»  16'  o", 

Ang.  tang.  0   r=       i^ig'io". 

Le  moyen  mouvement  sidéral  de  Jupiter,  dans  l'intervalle  de  365  jours, 
est  égal  à  3o"i9'42"=:  109 182". 

a  =  5,20098, 

I 

m  =  — -. 

1067,190 
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lo:; 


XXX. 

Les  valeurs  précédentes  de  a  et  de  a'  donnent 

-,  —  a  =  0,545172; 
d'où  j'ai  conclu,  par  les  formules  de  l'article  XIV, 

^^^''j^:  2,l5l60O,  6'»]  ==  —  0,524084. 

Ces  valeurs  m'ont  donné  les  suivantes  : 


6(,<"  =  2,1 801 3o, 
2 

6',»'  =  0,257489, 

s 

6^*'  =  o,o565ii6, 
s 

*i*'  =  0,0139787, 

2 

è'j*'  m    0,00876118; 


b\^^  =  0,620436, 
b^l^  =  0,117886, 
b\^'  =  0,0278371, 


è^"  =  0,00714873, 
2 


-^  =  0,808367, 


dU^^ 


doL 
db^^^ 


—  =z    1,104622, 


0,452687, 


dot. 
dbf 

— —  zz:    0,162578, 


~à:=  1,482776, 

dbf 

-d7  =  «'725968, 
db^;^^ 

—^  z=   0,274045, 

2 

da. 


0,0946947  ; 


d^b'l' 

-^  =  2,873503, 


da' 
d^b^l^ 

~d^ 


3,519366, 


=  2,994607, 


-^  =  1,667085; 


d^b'l' 

j-  =  2,550988, 

d^b'l' 

-j^—  3,532195, 

d'^b'l'^ 

,  \  -  —  2,3o3625, 
da/- 
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d^b'^^ 

d^b\^^ 

2 

doi^ 

=  12,817153, 

di  —ï'^,  437940, 

d'b['^ 

d^U^' 

2 

=  17,082088, 

doc^ 

dcf?    ~^"'"^^999' 

1=    4>28l3/4l, 

6'3»'    =     3,188288, 
2 

bf  —  2,0801 58, 
2 

è'3*>    =     0,782786, 


f    =  6,35i452, 


2 


dcn 


-^  =  5,255727. 


XXXI. 


Nous  allons,  d'après  ces  résultats,  déterminer  numériquement  les 
inégalités  séculaires  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Nous  com- 
mençons par  ces  inégalités,  parce  qu'elles  influent  sur  les  autres,  et 
principalement  sur  celles  qui  dépendent  de  l'angle 

5n't — 2nt-h5£' — 2e, 

comme  on  l'a  vu  dans  l'article  XXIII. 
Reprenons  les  formules  de  l'article  XVIII 

oe^  =  I  1,0  [/esin(GT  —  ro'), 
ôxn'=  (1,0)  i  —  [T7Ô]  —  cos(cT  —  xn'), 
èe  =  I  0,1  \ie's'in{xn'—m), 
èrs  =  (0,1)  i  —  [o7i| — cos(gî'— cj). 
On  a,  par  l'article  XVI, 

4 
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mais 

partant 

(i,o)  =  — ^«6y». 

On  aura  de  la  même  manière 

I ,       mn'T 


Le  moyen  mouvement  sidéral  de  Saturne,  dans  l'intervalle  de  365  jours, 
est,  par  l'article  XXIX,  égal  à  43966",  5;  en  y  ajoutant  le  mouvement 
de  Saturne  dans  l'intervalle  de  six  heures,  on  aura  43996",  5  pour  le 
mouvement  de  cette  planète  pendant  une  année  julienne;  ce  sera  la 
valeur  de  n'T,  et  l'on  trouvera 

(i,o)  =  i7%88644, 
[770]  =  11^68819. 

On  trouvera  pareillement 

(o,i)  =  7",6948i, 

[077]=:  5",  02829. 

On  aura  ainsi,  en  désignant  par  i  le  nombre  des  années  juliennes 
écoulées  depuis  1730, 

de'  =  —  i.  o,55o65, 

ôro'=      f.  10,81975, 

àe  =      i.  0,27681, 

(5cj=:      i.  6,48092. 

Mais,  comme  il  est  nécessaire  d'avoir  ces  valeurs  avec  beaucoup  de 
précision  pour  le  calcul  des  observations  anciennes,  nous  allons  en 
donner  de  plus  approchées.  Pour  cela,  nous  observerons  que  les 
valeurs  précédentes  donnent,  en  750, 

e'=  0,056264  4-  55o',65, 
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et,  en  réduisant  les  secondes  en  parties  du  rayon, 

e'=:  0,058934. 

On  avait,  à  la  même  époque, 

nT'=8«23<'43'45" 

et,  relativement  à  Jupiter, 

e  =  0,046810, 
cj=:6«8°i4'48". 

De  là  il  est  aisé  de  conclure,  par  l'article  XVIII, 

-^  ——  o"52964, 

— — ^  :=.       15,55926, 

%-   =         0,28687, 
ai 

ce  qui  donne,  par  l'article  cité,  ces  valeurs  plus  approchées  que  les 

précédentes, 

àe'^=^~i.  o,55o65  —  ^^.0,0000105,  ^  .,     -, 

àm'=      «.15,81975  +  l^o,oooI3o24,        ir,  v-h 
de  =:      i.  0,27681  —  t2.o,ooooo5o3, 
ôcT  =      i.  6,48092  4- i^.o,oooi8652. 

On  déterminera  les  inégalités  séculaires  des  nœuds  et  des  inclinaisons 
des  orbites  au  moyen  des  valeurs  de  S6',  SF,  SÔ  et  o\  de  l'article  XIX, 
et  l'on  trouvera,  en  les  réduisant  en  nombres, 

ô0'==     t.  0,094726, 
(31'—— t.  8,72696, 
àB  z=z —  i. 0,77443, 

ÔI  zz:        i. 6, 53570. 
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On  pourra,  sans  erreur  sensible,  étendre  ces  valeurs  aux  observa- 
tions les  plus  anciennes;  leur  peu  d'influence  sur  les  inégalités  de 
Saturne  rendrait  une  plus  grande  précision  tout  à  fait  inutile. 

XXXII. 

Considérons  présentement  les  inégalités  périodiques  du  mouvement 
de  Saturne,  et  d'abord  celles  qui  sont  indépendantes  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites.  Pour  cela,  nous  reprendrons  les  va- 
leurs de  M  et  de  V  de  l'article  IX,  en  y  changeant  a  et  n  dans  a'  et  n', 
et  réciproquement;  nous  y  supposerons  ensuite  i  positif,  ce  qui  re- 
vient à  doubler  les  termes  compris  sous  le  signe  S. 

Cela  posé,  on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  constant  de  l'ex- 
pression de  M, 

a'  "  ''''    da'  ' 
mais  on  a,  par  l'article  XV, 

partant 

a'        6\    i  ^"^   dy. 


dhf 
En  substituant,  au  lieu  de  a,  è',"'  et  — ^-j  leurs  valeurs  données  dans 

l'article  XXX,  on  aura 

^— o,4368o5.  ^> 


Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'angle  ni  —  n' i  -f-  £  —  e',  l'expression  de  u  don- 


nera 


—r  —  , iTx ii\°'    -Â-r  ^ ' cos(nf  —  w'^-hé  -  e'); 

a         (n  —  n')*— «'*[_        aa'  n—n    J 
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or  on  a,  par  l'article  XV, 


da 
on  aura  donc 


a"       a    f 


-,^— „  H ^  ^V  +  «  -^  -    COS  /i«  -  n' 

(/^  —  n')x^        n  —  n'    l  da  J 


^'''       _       "    ._.,!,'""    ^"...       "   '   '!.".''  '         „!    ;---'-        i'«  +  e-e'). 


L'article  XXIX  donne 

n'       12"  12' 46",  5 


n   "  30»  19' 42"      ~    '^       "^  ' 
on  aura  ainsi 

— ^  rzz  0,910968  co?>{nt  —  n' t  4-  s  —  s'). 


Si,  dans  l'expression  de  V,  on  change  a  et  n  dans  a'  et  /z',  et  récipro- 
quement,  le  coefficient  de  sin(nt  —  /î'/  h-  e  —  s')  sera  égal  à  r-^-   7t^' 


moins  le  produit  de -,  par  le  coefficient  de  cos(/ïi5  -  n't  -h  i  —  t') 

fî/"' 
dans  l'expression  de  -— >  ce  qui  donne,  en  n'ayant  égard  qu'à  ce 

sinus, 

di>\  =  0,018942  sin(/ii  —  «'?  +  £  —  e'). 

On  trouvera  de  cette  manière,  en  ne  considérant  que  les  inégalités 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 

èr' 

— -  z=     o,4368o5 

a' 

+  0,910968  cos  {nt  —  n' t  ^  s  — s') 
-\-  0,154714  cos 2  {nt  ~  n' t-h  £  —  e') 
+  0,035774  ces  3  (ni  —  n't-{-£  —  c) 


)v\t=:      0,018942  sin  {nt  —  n' t -i- s  — e') 

—  0,162820  sin2{nt  —  n' t  +  e  —  s') 

—  0,^033939  s,m3 {nt  —  n' t  -h  £  —  s') 
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XXXIII. 

Pour  avoir  les  inégalités  dépendantes  des  excentricités  des  orbites, 
nous  reprendrons  les  valeurs  de  u^  et  de  V,  de  l'article  X,  en  y 
changeant  a  qX  n  dans  a'  et  n' ,  et  réciproquement,  et  en  y  supposant 

successivement  i=  —  i,  i—  -  2,  i  —  —  3,  ...,  i  —  i,  e  =  2, On 

trouvera  d'abord,  par  l'article  cité, 

=  r^^  -  -^"A  *','  -  (3  +  'i----^'-^]  Q 

{n  —  n')ot}        n  —  n'    \        L  '*  I 

/,(  1  ) r,  /y 1_    •  /y»  ? 

Q  étant  le  coefficient  de  cos(nt  —  n'  i  4-  £  -  e)  dans  la  partie  de  l'ex- 

rir' 

pression  de  —  qui  est  indépendante  des  excentricités.  En  réduisant 
en  nombres  cette  valeur  de  D^~'^  on  aura 

«(-•)  =  - 3,154598. 


On  trouvera  ensuite 


E(-i^^-        ^'* 


(n  —  n')ot} 


n  —  n'    \        \         m' }^ 


2/i'»D<-" 

-^8,068078. 


(«  —  «')  (3/t'  —  n) 


En  ne  considérant  donc,  dans  les  expressions  de  w,  et  de  V,,  que  les 
termes  dépendants  de  l'angle  m  —  in't  h-  £  —  2e'  et  multipliés  par 
h  et  /',  et  en  substituant,  au  lieu  de  h!  et  de  /',  leurs  valeurs  e'sincy' 
et  e'costj',  on  aura 

—j-  =        (\,  116009e'  cos(«^  —  in' t  -\-t  —  2  6'  +  ni'), 
ôcj  rz:  —  16,69873   e'  sin  (n/  -r  aw'i  4-  6  —  as'-h  ni'). 
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La  supposition  de  «  =^  —  i  donne  encore 

--  ir:—  12,5242676  COS(wi  —  2n'  t  -h  £  —  2e'-f-GT), 

ôi^[zz=     44,84166  esinint—  2n't-h£  —  2e'-{-rs). 

En  réunissant  ces  termes,  on  aura  pour  les  parties  de  --  et  de  ^v'  rela- 
tives à  la  supposition  de  i=  -  i  et  dépendantes  des  excentricités  des 
orbites 

— -  zrr  4,116009e'  COS  {nt  —  2/i'i  +  £  —  2e' -H  Cj' ) 

—  12,524257  e  COS  {nt  —  2/i'i  +  e  —  2e'-hCT), 

ôp',  =— 16,69873   e' sin  (/if -- 2/i'^  +  s — 2e'4-Gj') 
-T-  44>84i66  e  sin  (nt  —  2n't  +  £  —  2e'H-  cr  ). 

La  supposition  de  î  =  —  2  donne 

ôr' 

— ,-  rrr  —  2 , 3o5467 e'  COS {2nt  —  3/i'iH-  2e  —  3£'-+-cj') 

-+-  1 ,  445302  e  COS  (2  ni  —  3/i'f4-2Ê  —  3£'+ct  ), 

ôf',  =      3, 157500e' sin  {2nt  —  Zn' t  +  2£  —  Se'-hgt') 
—  1 ,  89768  e  sin  (  2  ni  —  3  n'  i  +  2  e  —  3  e'  -t-  cr  ) . 

La  supposition  de  i~  —  '^  donne 


a' 


--0,402029e'  cos(3ni  —  [\n' t-\-  3e  —  4e'-i-  w') 
-\-  0,249073  e  COS  (3  ni  —  4'i''  +  3e  —  4e'-HnT  ) 

ôf'',  =      o, 441095e'  sin  (3ni  —  f\n' t-\~  3e  —  [\&'  -^  rs') 
—  0,261 836e  sin  (3ni  —  4^^'^+  3e  —  4ê'-+-'ij  ). 

La  diminution  de  ces  valeurs  successives  de  — r  et  de  Bv\  fait  voir  qu'il 
est  inutile  de  pousser  plus  loin  les  approximations  relatives  aux  valeurs 
négatives  de  i.  Les  valeurs  positives  de  i  m'ont  donné  les  résultats  sui- 
vants : 
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Dans  la  supposition  de  ï  =  i , 


-^') 

4-0, 167942e  cos{nt  H-  e  - 

-gt), 

>[=      1 ,056044  e'sin  («in- £ - 

-ta') 

~  0, 135257e  sin  {nt  -h  s  - 

-GT). 

Dans  la  supposition  de  i~-  2, 

èr' 

— 7  =—  0,079041  e'cos(2«^  —  n't  -+-2  2  —  e'—  ht') 

a 

—  o,25o2i5e  cos(2«^  —  /i'i  4-  2e  —  e' —  ccr  ), 

dv\  ==      0,092949e' sin  (2/ï«  —  n't-i-  2e  —  s'—  sj') 

—  0,287781  e  sin  (2ni  —  n't  -h  2e  —  e'—  ro  ). 

Je  n'ai  pas  poussé  plus  loin  l'approximation,  à  cause  de  la  petitesse 
des  termes  que  fournit  déjà  la  supposition  de  i  =-  2,  et  qui  donne  lieu 
de  croire  que  les  termes  suivants  sont  insensibles. 

XXXIV. 

On  peut  réduire  dans  un  seul  les  deux  termes  que  chaque  supposi- 

rir' 

tion  sur  i  fournit  dans  les  valeurs  de  —r  et  de  Bi^'. .  Si  Ton  réunit  ensuite 
ces  différents  termes  et  qu'on  leur  ajoute  ceux  de  l'article  XXXII,  on 
aura  les  valeurs  de  -7  et  de  Bv\  approchées  jusqu'aux  premières  puis- 
sances des  excentricités  des  orbites,  en  faisant  abstraction  des  termes 
qui  renferment  des  arcs  de  cercle.  Quant  à  ces  termes,  comme  ils  sont 
dus  aux  variations  de  l'excentricité  et  de  l'aphélie  de  Saturne,  on  y 
aura  égard  en  faisant  varier  ces  quantités,  conformément  à  l'ar- 
ticle XXXI,  dans  le  calcul  du  mouvement  elliptique  de  Saturne. 

Si  l'on  multiplie  les  termes  de  -r  par  ma'  et  ceux  de  Bv\  par  m,  on 
aura  les  perturbations  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  v\  comptée 
sur  l'orbite;  mais  on  peut  négliger  dans  ces  perturbations  celles  dont 
l'effet  est  insensible  :  or  la  moyenne  distance  de  Saturne  au  Soleil 
étant  près  de  dix  fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil  à  la  Terre,  sa 
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parallaxe  annuelle  n'est  que  d'un  petit  nombre  de  degrés;  il  n'y  a 
donc  que  les  inégalités  un  peu  considérables  du  rayon  vecteur  de 
cette  planète  qui  puissent  produire  un  effet  sensible  sur  son  lieu  géo- 
centrique.  Nous  négligerons  celles  dont  l'effet  est  au-dessous  de  8"; 
nous  négligerons  pareillement  les  inégalités  de  mS^',  qui  sont  au-des- 
sous de  ce  même  nombre  de  secondes.  Nous  aurons  ainsi,  après  avoir 
réduit  en  secondes  de  degré  les  termes  de  m  §r', , 

m  èr'  =1      o ,  0089047 

-h  0,0081435  ces (n< —    n' t -\- £  —  e') 

-f-  o,oo536o5  sin  {nt  —  2n't  -h  e  -  2e'-+-77°5o'46")> 

m$i>\=: —     Si"     sin  {2 nt  ~  2n't  +  2e  —  22') 

-h  6' 6g", 3  sin  {2 n' t  —    nt  H-ae'—    e  +  i5°o'57") 
—     35"     cos {2 nt  —  3n'<  H- 2e  —  Se'-h  27°3o') 
+     II"     cos  {nt     +e). 

Les  termes  de  m^v\  sont  peu  considérables,  à  l'exception  de  celui  qui 
dépend  de  l'angle  2n'i  —  nt  ^  2e'—  £,  et  qui  est  à  très  peu  près  de 
7' dans  ce  siècle;  mais  les  changements  que  la  suite  des  siècles  amène 
dans  les  excentricités  et  dans  la  position  des  aphélies  altèrent  sensi- 
blement sa  valeur  après  un  long  intervalle.  Pour  avoir  une  expression 
de  cette  valeur  qui  puisse  s'étendre  à  un  grand  nombre  de  siècles,  j'ai 
déterminé  ce  terme  pour  l'an  ySo,  en  substituant  dans  son  expression 
analytique  les  valeurs  des  excentricités  et  des  longitudes  des  aphélies 
qui  avaient  lieu  à  cette  époque,  et  que  l'on  a  par  l'article  XXXI.  J'ai 
trouvé  ainsi  que  ce  terme  était  alors  égal  à 

6'42",5sin(2«'i  — ni4-2£'—  s  +  i8°57'52"), 

en  sorte  que,  dans  l'espace  de  mille  ans,  son  coefficient  a  augmenté 
de  16", 8,  et  l'angle  indépendant  de  t,  sous  le  signe  sin,  a  diminué 
de  142 1 5".  On  peut  donc  représenter  le  terme  dont  il  s'agit  par 

(6'59",3  +  i.o%oi68)  sin(2n'^  -  nt-\-2t'  -t^  i5<'o'57"-  i.  i4",2i5), 

et,  sous  cette  forme,  il  peut  s'étendre  à  deux  mille  ans  avant  et  à  mille 
ou  douze  cents  ans  après  l'époque  de  1700,  d'où  les  i  sont  comptés. 
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XXXV. 

Déterminons  maintenant  les  inégalités  qui  dépendent  des  carrés  et 
des  puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites.  Pour  cela  nous  reprendrons  les  formules  des  articles  XXIII  et 
suivants.  En  réduisant  en  nombres  les  valeurs  de  a'M<"',  a'W*\  ...  de 
l'expression  de  a'R  de  l'article  XXIV,  j'ai  trouvé 

a'M(«)=  5,240129,  a'M(')  =1—9,598241, 
«'M<^'=r  5,799989,  a'M<''  =  —  i,i6o4o5, 
a'M(*^=  0,558908,         a'M»'')^— 0,284322. 

De  là  j'ai  conclu  pour  1750 

a'k  =  0,0001 i36i6o, 
a' k'=z  0,0010292990. 

En  substituant  ensuite  dans  les  expressions  de  a  k  et  de  a'k\  au  lieu 
de  e,  cT,  e',  ct  ,  y  et  H,  leurs  valeurs  relatives  au  commencement  de 
iqSo,  j'ai  trouvé  à  cette  seconde  époque 

a'  k  =:o,  0000492466, 
a' A^'=  0,0010261342. 

Si  l'on  nomme  T  l'intervalle  de  deux  cents  ans  compris  entre  ces 

deux  époques,  la  différence  des  deux  valeurs  de  a'k,  relatives  à  ces 

époques,  sera 

,dk 

(on'  —  2n)T  ■= — 7 : 

on  aura  donc 

(5/i'—  2/1)  ^—, =  -  0,0000643694. 

(jn'—  2.n)T  est  égal  à  cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  Saturne, 
moins  deux  fois  celui  de  Jupiter,  dans  l'intervalle  de  deux  cents  ans; 

d'où  l'on  tire 

(5n'-2n)T  =  8i°38'2o"'; 
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en  réduisant  ces  degrés  en  parties  de  rayon,  on  trouvera 

,dk 

-  0 , 00009035 1 . 


I)  «'  —  2  rt 


On  trouvera  de  la  même  manière 


,dk' 

I—  —  o ,  0000044422  ; 


5n' —  in 

on  aura  donc  ainsi,  à  l'époque  de  lySo,  les  valeurs  de  j-  et  de  -j- 
qui  pourront  servir  encore  pour  l'époque  de  igSo.  Cette  manière  de 
les  déterminer  est  beaucoup  plus  simple  que  la  différentiation  des 
valeurs  de  k  et  de  k .  Cela  posé,  j'ai  trouvé  que  la  grande  inégalité 
de  l'article  XXIII,  avec  laquelle  il  faut  corriger  la  longitude  moyenne 
de  Saturne,  était  à  l'époque  de  lySo 

iSn'^m      r      0,00111965  sin  (5/^'i  —  2n^  +  5e'— 2ê) 


(5«'—  2 


n      r      0,00111965  sin  (5/^'i  —  2n^  +  5e'— 2ê)'1 
n)-  L-i-  0,00010917  cos(5/i'f  —  ml  +  5e'—  2e)J' 


et  par  conséquent  égale  k 

—  48'44"sin(5/i'i-2«f  +  5e'-2e  +  5°34'8"). 

J'ai  calculé  de  la  même  manière  cette  grande  inégalité  pour  trois 
autres  époques  dont  les  deux  premières  se  rapportent  aux  observa- 
tions anciennes  de  Saturne  que  Ptolémée  nous  a  transmises.  Ces 
époques  sont  l'an  228  avant  notre  ère,  l'an  182  de  notre  ère  et 
l'année  igSo;  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes  de  cette  grande  iné- 
galité : 

Pour  l'année  228  avant  notre  ère, 

—  52'2o"sin(5«'^  —  2 ni  -H  5e'—  2  6  4-  40^29' 87"); 
Pour  l'année  182  de  notre  ère, 

—  5i'47"sin(5/i'^  — 2/i«  +  5£'— 2e  +  34°39'2"); 
Pour  l'année  igSo, 

—  48'24''sin(5n'i  —  2«^  +  5e'— 2£  +  2°  17' 52"). 
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En  considérant  la  loi  des  coefficients  des  sinus  de  ces  valeurs  et  celle 
des  angles  constants  qui  s'ajoutent  à  l'angle  5n't  —  2nt  -h  5e'—  2e, 
on  voit  que  les  uns  et  les  autres  vont  en  décroissant  et  que  l'on  peut 
représenter  à  peu  près  toutes  ces  valeurs  par  la  suivante  : 

—  (48'44''—  ï.o%io836)  sin(5n'«  —  2ne  -+-  Ss'—  2e  +  5°4o'—  «.63',i34). 

Cette  valeur  peut  être  étendue,  sans  erreur  sensible,  à  deux  mille  ans 
avant  et  à  mille  ou  douze  cents  ans  après  1750;  mais,  dans  le  calcul 
des  observations  modernes,  nous  préférerons  employer  la  valeur 
suivante  que  donne  la  comparaison  des  deux  valeurs  relatives  aux 
années  1750  et  igSo  : 

—  (48'44"—  i-o",i)  sin{6n't  —  2nt  -h  5e'-  2e  +  5<'34'8"-  «.58% 88). 

XXXVI. 

On  a  vu  dans  l'article  XXIII  qu'il  faut  corriger  la  longitude  moyenne 
de  Jupiter  avec  une  inégalité  semblable  à  la  précédente,  mais  affectée 
d'un  signe  contraire  et  plus  petite  dans  la  raison  de  nn^arri  à  5/^'*a'm; 
en  sorte  que,  pour  avoir  l'inégalité  relative  à  Jupiter,  il  faut  multiplier 

la  quantité  48'44' —  ï.o",i  par  k  n  <  '  ^^  ^ura  ainsi  pour  cette  iné- 
galité 

(20' 49",  5  —  i.o", 042733)  sin(5/i';  —  2n<  +  5e'—  2£  -H  5°34'8"-  /.58",88). 

Ces  deux  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  entre  elles,  à  très 
peu  près,  dans  le  rapport  de  3  à  7  ;  le  temps  de  leur  période  est  déter- 
miné par  l'équation 

^n't  —int^  5e'—  2e  —  ï.58",88  =  36o«>. 

Pendant  une  année  julienne,  l'accroissement  de  l'angle 

5«'f  —  2/1^- i.58',88 

est  de  i4io",6,  ce  qui  donne  918  ans  f  pour  la  durée  de  cette  période. 
Les  inégalités  précédentes  font  paraître  les  moyens  mouvements  de 

OEuvres  de  L.  —  XI.  33 
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Jupiter  et  de  Saturne  différents  des  véritables  moyens  mouvements. 
On  aura  le  moyen  mouvement  apparent  de  Saturne  durant  une  année 
commune  de  365  jours  en  ajoutant  à  son  moyen  mouvement  annuel 
la  quantité  dont  la  grande  inégalité  de  Saturne  varie  dans  cet  inter- 
valle, et  cette  quantité  est,  à  fort  peu  près,  égale  à 

—  (48'44"— ï.o",i)sin23'3i"cos(5/i'^  — 2/ii  +  5£'— 2£H-5°34'8"— t.58",88). 

On  aura  le  moyen  mouvement  annuel  ap^tarent  de  Jupiter  en  ajoutant 
à  son  moyen  mouvement  annuel  la  quantité  précédente  affectée  d'un 
signe  contraire  et  diminuée  dans  le  rapport  de  3  à  7. 

Cette  quantité  était  à  son  maximum  en  i56o,  où  l'on  a  eu 

5/i'«  —  2/ii  +  5e'-  2£  +  5° 34' 8"-  f.58",88  =  0; 

à  cette  époque,  le  moyen  mouvement  annuel  apparent  de  Saturne  était 
plus  petit  que  le  véritable  de  20",  i,  et  le  moyen  mouvement  annuel 
apparent  de  Jupiter  surpassait  le  véritable  de  8",  6.  Depuis  ce  temps, 
les  moyens  mouvements  apparents  des  deux  planètes  se  sont  rappro- 
chés sans  cesse  des  véritables  moyens  mouvements,  et,  en  1789,  ils 
leur  seront  égaux. 

Ces  résultats  expliquent  pourquoi  la  comparaison  des  observations 
modernes  aux  anciennes  semble  indiquer  un  ralentissement  dans  le 
moyen  mouvement  de  Saturne  et  une  accélération  dans  celui  de  Ju- 
piter, tandis  que  là  comparaison  des  observations  modernes  indique, 
au  contraire,  une  accélération  dans  le  mouvement  moyen  de  Saturne, 
et  un  ralentissement  dans  celui  de  Jupiter.  Ces  deux  phénomènes, 
opposés  en  apparence,  dérivent  également  des  inégalités  précédentes, 
dont  les  observations  futures  feront  de  plus  en  plus  reconnaître  l'exis- 
tence. 

11  est  fort  remarquable  que  ce  soit  vers  l'époque  du  renouvellement 
de  l'Astronomie  que  les  moyens  mouvements  apparents  des  deux  pla- 
nètes ont  le  plus  différé  des  véritables,  ce  qui  a  donné  lieu  aux  astro- 
nomes de  croire  que  le  mouvement  de  Saturne  se  ralentissait  et  que 
celui  de  Jupiter  s'accélérait  sans  cesse;  trois  siècles  plus  tard,  les 
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observations  auraient  fait  naître  une  opinion  contraire.  Les  mouve- 
ments que  l'Astronomie  d'un  peuple  assigne  à  Jupiter  et  à  Saturne 
peuvent  donc  nous  éclairer  sur  le  temps  où  elle  a  été  fondée.  Suivant 
les  Tables  indiennes  de  Chrisnaburam,  le  moyen  mouvement  sidéral 
de  Saturne,  dans  l'intervalle  de  365  jours,  est  de  12°  12' 23",  et  celui 
de  Jupiter  est  de  3o°i9'52".  Le  premier  de  ces  mouvements  est  en 
défaut  de  23"^,  et  le  second  est  en  excès  de  10";  ces  deux  nombres 
sont  h  fort  peu  près  dans  le  rapport  de  7  à  3,  comme  cela  doit  être  si 
l'erreur  vient  de  ce  que  les  moyens  mouvements  apparents  de  ces  deux 
planètes  ont  été  pris  pour  leurs  véritables  moyens  mouvements.  Les 
Indiens  paraissent  donc  avoir  bien  déterminé  ces  moyens  mouvements 
apparents;  mais  on  voit,  en  même  temps,  qu'ils  les  ont  déterminés 
dans  une  partie  de  la  période  des  inégalités  précédentes,  dans  laquelle 
le  mouvement  moyen  apparent  de  Saturne  était  fort  lent  et  celui  de 
Jupiter  très  rapide.  Ces  peuples  ont  deux  principales  époques  astrono- 
miques qui  paraissent  liées  entre  elles  par  les  moyens  mouvements 
des  corps  célestes,  de  manière  que  l'une  des  deux  est  nécessairement 
dérivée  de  l'autre.  La  première  de  ces  époques  remonte  à  l'an  3io2 
avant  notre  ère;  et  je  trouve  qu'alors  le  moyen  mouvement  annuel 
apparent  de  Saturne  était  de  12°  12' 25",  et  celui  de  Jupiter  de 
3o°i9'5i",  ce  qui  s'éloigne  très  peu  des  déterminations  indiennes. 
Leur  seconde  époque  est  dans  l'année  1491  de  notre  ère,  et  le  moyen 
mouvement  annuel  apparent  de  Saturne  était  alors  de  12**  12' 28"^; 
celui  de  Jupiter  était  de  3o°i9'5o".  Ces  mouvements  s'accordent 
moins  exactement  que  les  précédents  avec  les  déterminations  in- 
diennes ;  mais  les  quantités  dont  ils  s'en  éloignent  sont  dans  les 
limites  des  erreurs  dont  ces  déterminations  sont  susceptibles,  en 
sorle  qu'il  est  impossible,  par  cela  seul,  de  reconnaître  laquelle  des 
deux  époques  est  réelle  ou  fictive. 

XXXVII. 

Pour  réduire  en  nombres  l'inégalité  de  Saturne,  qui  dépend  de 
l'angle  int  —  [\n' t  [•  it  —  [\t' y  et  que  nous  avons  considérée  dans 
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dk  dk' 

l'article  XXVI,  il  faut  déterminer  les  valeurs  de  ci'  -ri  et  de  ^5'^;  or 

j'ai  trouvé,  pour  le  commencement  de  lySo, 

#  ■ 

dk 
e' a' -y-^  =:  0,0017522818, 


e'a'  -^-y  =  0,00241 18809, 


d'où  j'ai  conclu 


ce  qui  donne,  par  l'article  cité,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de 
mSif\  qui  dépend  de  l'angle  2.nt  —  [\n't  -\-  21  —  l\t\ 

màv\  —  —io'iy?,m{^nt  —  ^n't-\-  2e  —  4e'+ 55o52'i9"). 

J'ai  trouvé  de  la  même  manière,  aux  époques  suivantes  : 

228  ans  avant  notre  ère  : 

mèv\z=z  —  \o' l^b" sm{int  —  l\n' t-\-  2g  —  4£'+  82°  19' 29''). 

En  i32  : 

/wô(;;  =  — io'39"sin(2/ii  — 4/i7+2£  — 4e'+36o35'9"). 

En  1950  : 

môp'i  =  — io'io"sin(2/if  —  L,n't-\-  2e  — 4e'+  58°  16' 9"). 

Ces  quatre  valeurs  de  m  lv\  sont  à  très  peu  près  représentées  par  la 
suivante  : 

mhv\  —  —{io'i 3"—  f . o", o [60698)  sin (2 ni  —  4/î' i  H-  26  —  4e'+  ÔS^ Sa'  19"+  i. 42", 8834) ; 

et  cette  formule  peut  s'étendrç  à  plus  de  2000  ans  auparavant,  et  à 
1000  ou  1200  ans  après  1750. 
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XXXVIII. 

Si  Ton  prend  la  moitié  du  coefficient  de  la  valeur  précédente  de 
mBv\  avec  un  signe  contraire,  et  que  l'on  change  le  sinus  en  cosinus, 
on  aura,  par  l'article  XXVI,  la  partie  de  ^-^  qui  dépend  de  l'angle 
nnt  —  ^n't-\-  21  —  liE.'.  En  réduisant  ensuite  les  minutes  et  les  se- 
condes en  parties  du  rayon,  on  trouvera  à  très  peu  près 

indr'=o,oi4i527  cos{2 nt—  ^n't -i-  2e  —  4e'-l- 55°52' ig'-f-  /.42'',8834). 

Il  existe  encore  dans  l'expression  du  rayon  vecteur /^  un  terme  dépen- 
dant de  l'angle  Sn't  —  2.ne  -+-  5s.'—  2£,  et  qui  résulte  de  l'analyse  de 
l'article  XXV.  En  désignant  ce  terme  par  —7-,  on  aura,  par  l'article 
cité, 

— T-  =  —  e'  a'  mP'  sin  ( 5  n'  i  —  2  nf  +  5 e'  —  2  e  —  cr' ) 
a' 

-+-  e' a'  mQ'cos(5n'i  —  2n^  +  5ê'—  2e  —  gj') 

—  ^ — ; \ks\n(5n't — 2  nt-{-  5e'  —  2e)  —  k'  cos(o  n'  t — 2nt-i-5s'—2t\\. 

on' — 2/i  ^  •■ 

En  substituant  au  lieu  de  P',  Q',  k  et  k'  leurs  valeurs,  on  verra  que 
cette  inégalité  du  rayon  vecteur  est  trop  peu  considérable  pour  y  avoir 
égard.  , 

XXXIX. 

Nous  sommes  présentement  en  état  d'apprécier  le  degré  d'approxi- 
mation qui  nous  a  donné  la  grande  inégalité  de  Saturne,  dépendante 
de  l'angle  5n'i  —  'int  -\-  5e'—  2£.  Pour  cela,  reprenons  la  formule  (9) 
de  l'article  VIU  en  y  changeant  les  coordonnées  de  Jupiter  dans  celles 
de  Saturne,  et  réciproquement,  nous  aurons 

md{r'èr')  +  mr'dàr'    ,    ^^, ^  C ^,^.  C a'j^   .^^<  r..  C ^> ri,  .'^ 

-  ,                      a'^n'dt 
m  ûv,  =^ 


3 a' m  fn'dt  Td'R-t-  2a' m  j  n'dtr' jp 


y/i  —  e'» 
la  différentielle  d'R  se  rapportant  uniquement  au  mouvement  de 
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Saturne.  L'approximation  dont  nous  avons  fait  usage  pour  déterminer 
l'inégalité  dont  il  s'agit  consiste  à  n'employer  dans  mBr' et  dans  m^ç'^ 
que  les  termes  qui  ont  pour  diviseur  (5n'—  2/ï)^;  mais,  vu  la  gran- 
deur de  ces  termes,  il  pourrait  arriver  que  ceux  qui  n'ont  que 
5n'—2n  pour  diviseur  fussent  encore  sensibles;  il  importe  donc  d'ap- 
précier ces  derniers  termes.  Si  l'on  néglige  le  carré  de  e',  on  voit  que 
la  question  se  réduit  à  examiner  dans  la  formule  précédente  les  termes 

de 

md(r'àr')       mr' dàr'  ,       C  ,,     ,  ^R 

— il   I  ^,  ^         ,0    /  »,      et     2a'm  I  n'dtr'  -x-ji 

qui,  dépendant  de  l'angle  5n't  —  int -+-  5s'—  ii,  ont  pour  diviseur 
^n'—  in.  Il  est  visible  d'abord,  par  l'article  précédent,  que  le  terme 
de  l'expression  de  m/Br'  qui  dépend  de  cet  angle  est  peu  considé- 
rable, et  qu'ainsi  sa  différentielle  est  insensible,  puisqu'elle  est  mul- 
tipliée par  le  très  petit  coefficient  Sn'  —  in\  on  voit  donc  que  la  quan- 
tité ^  ,^  ,!     ne  peut  avoir  aucune  influence  sensible  sur  l'inégalité 

ce      IL    C4/V 

de  Saturne  dépendante  de  l'angle  5n't  —  o^nt  +  5e'—  2£. 

Si,  dans  le  terme     ,„   ,  ,,  ?  on  substitue  au  lieu  de  — j-  la  partie  de 
a'^n'dt  a  ^ 

cette  expression  qui  dépend  de  l'angle  27?z  —  4/^'^  + 2 £  — 4e',  et  qui, 
par  l'article  précédent,  est  à  fort  peu  près  égale  à 

5'6"cos(2/i«— 4n'^+  25- 4e'+  SSoSî'iq"), 

r' 
si  l'on  substitue  encore,  au  lieu  de  -7,  sa  valeur  approchée 

I  4-  e'cos(/i'i  +  e'— cy'), 
il  en  résultera  le  terme 

2'33\e'cos(5«'<— 2/î«  +  5e'— 2£  — gt'— 55°52'i9"): 

mais  on  a 

e'=:  o,o56263, 

ce  qui  donne 

2'33".e'=8",6o8. 
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Cette  dernière  quantité  est  presque  insensible;  ainsi  le  terme  ^,^  ,  ^-^ 

n'influe  qu'insensiblement  sur  la  grande  inégalité  du  mouvement  de 
Saturne. 

n'dtr' -T-,'  Si  l'on  ne  considère  dans  R 

que  la  partie  qui  dépend  de  l'angle  Sn't  —  int  4-  Se'—  2£,  et  qu'on  la 
représente  par  ê  cos(5/2'i  —  int  h-  A),  on  aura 

3  /  d'RH-2/-'-r-,  —  ^7 6  H —.—, 1-7    cos(D/i7  — 2/îZ-hA); 

or  on  a 

2(0 n'—  2n)  I 

i5n'  225' 

on  aura  donc  à  très  peu  près 

-       2a'(5n'—  2n)   dB 
i5n'  da' 

en  augmentant  dans  ê  la  constante  a'  de  sa  225^  partie;  ainsi,  pour 
avoir  égard  dans  l'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  au 

terme  ima!  \n'dlr'-r-,i  il  suffit,  dans  le  calcul  de  Zma'  j n'dt  /d'R, 

d'augmenter  a'  de  sa  225^  partie,  ce  qui  fait  voir  que  ce  terme  ne  peut 
avoir  qu'une  influence  très  petite  et  du  même  ordre  que  les  carrés  des 
excentricités. 

Il  suit  de  là  que  l'approximation  dont  nouS  avons  fait  usage  donne 
avec  beaucoup  de  précision  la  grande  inégalité  de  Saturne  dépen- 
dante de  l'angle  5n't  —  int  -+-  5t'—  iz,  et  nous  verrons  dans  la  suite 
que  cette  inégalité  ainsi  déterminée  répond  parfaitement  aux  observa- 
tions. 

XL. 

Si  l'on  rassemble  les  résultats  précédents,  et  que  l'on  se  rappelle 
les  formules  connues  pour  avoir  l'anomalie  vraie  dans  l'ellipse  au 
moyen  de  l'anomalie  excentrique,  et  celle-ci  par  l'anomalie  moyenne, 
on  en  tirera  les  formules  suivantes  pour  déterminer  la  longitude  hélio- 
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centrique  de  Saturne  rapportée  à  son  orbite,  et  son  rayon  vecteur  à 
un  instant  quelconque. 

On  calculera  d'abord  les  longitudes  moyennes  nt  -h  i  et  n't  -\-  z'  de 
Jupiter  et  de  Saturne  pour  cet  instant,  ces  longitudes  étant  comptées 
de  l'équinoxe  fixe  de  lySo;  en  ajoutant  ensuite  à  n't  +  t' le  terme 

—  (48'44"—  i.o",io836)  sm{5n't—  2nt-\-  5e'-  25  +  5°4o'-  ï.63",i34), 

on  formera  un  angle  que  je  désignerai  par  9'. 

On  calculera  w'  en  ajoutant  à  la  longitude  moyenne  de  l'aphélie  de 
Saturne,  pour  lySo,  la  quantité  î.id", 81975;  on  calculera  pareille- 
ment l'excentricité  e',  en  ajoutant  à  sa  valeur  relative  à  1750,  et  ré- 
duite en  secondes  de  degré,  la  quantité  —  î.o",  55o65. 

Gela  posé,  on  déterminera  l'angle  X'  au  moyen  de  l'équation 

9'-CT'=:X'+e'smX', 
et  l'angle  Y'  au  moyen  de  l'équation 

tang|Y'=  ^i^  tangiX', 

e'  étant  ici  réduit  en  parties  du  rayon.  La  longitude  héliocentrique  v\ 
de  Saturne,  rapportée  à  son  orbite  et  comptée  de  l'équinoxe  fixe  de 
1750,  sera 

v\  —  Y'4-  Ts'—  3i"  sin2(/z^  —  n't  h-  t'—  e) 

+  (6'59",3  +  i.o",oi68)sin(2n'i  — n<  +  2e'— e+  i5''o'57"—  i.  i4",2i5) 

—  35"cos(2«i  — 3/i'^H-2e  — 3£'+  27°3o')  +  ii"cos(/z«  +  e) 

—  (10' i3"—  i.o",oi6o698)  sin(2/if  —  l\n' t+  2e  —  4s' 

-t-55°52'i9"+i.42",8834); 

le  rayon  vecteur  /  sera 

r'=:  a'(n- e' cosX')  4- 0,0039047 

-+- 0,0081435  cos(    nt—    n' t  +    e—    e') 
4-o,oo536o5  sin(   nt  —  2n' t  -+-    e  —  2e'+ 77°5o'46") 
-i-o,oi4i527cos(2«i  — 4/i'^  +  2e  —  4e'+  55°52'i9"+  f. 42",  8834) 
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a'  est  une  constante  que  l'on  peut  déterminer  par  des  observations  de 
Saturne  faites  dans  ses  quadratures,  et  dont  nous  avons  donné  une 
valeur  fort  approchée  dans  l'article  XXIX;  mais  la  théorie  ne  doit 
point  emprunter  cet  élément  de  l'observation  directe  :  il  doit  résulter 
de  la  durée  de  la  révolution  de  Saturne  comparée  à  celle  de  la  Terre. 
On  a,  par  ce  qui  précède, 

1-4-  m' 


a 


'3 


Si  l'on  nomme  R,  N  et  M  pour  la  Terre  ce  que  nous  avons  nommé  a\ 
n'  et  m'  pour  Saturne,  on  aura 

i-hM 


N*  = 


R^ 


Si  l'on  désigne  ensuite  par  B  ce  que  devient  A^"^  lorsque  l'on  con- 
sidère l'action  réciproque  de  Jupiter  et  de  la  Terre,  et  par  G  ce  que 
devient  cette  même  quantité  lorsque  l'on  considère  l'action  réciproque 
de  Vénus  et  de  la  Terre,  on  aura,  par  l'article  ÏX,  pour  la  partie  con- 
stante du  rayon  vecteur  terrestre,  qui  est  indépendante  de  l'excentri- 
cité de  son  orbite, 

„       /n„-dB        m"       dC 
6       dR         6        dR 

m"  étant  la  masse  de  Vénus;  c'est  cette  quantité  que  l'on  prend  pour 
unité  de  distance  dans  la  théorie  des  planètes.  En  la  supposant  donc 
égale  à  l'unité,  on  aura 


a'  _    ,(        mâB        rn^àC\ 


Il  est  aisé  de  voir  que,  à  cause  de  la  distance  de  Jupiter  au  Soleil, 
^^  -r|T  est  une  quantité  très  petite  et  inférieure  à  celles  que  nous 
nous  sommes  permis  de  négliger  dans  l'expression  de  r';  la  petitesse 
de  m"  permet  encore  de  négliger  ^^-^  ^-  On  aura  ainsi,  à  fort  peu 
près, 

OEnvrea  de  L.  —  XI.  ^^^ 
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mais  on  a,  parce  qui  précède, 

a'      N' 

en  négligeant  donc  la  masse  M  de  la  Terre,  vis-à-vis  de  la  masse  m'  de 
Saturne,  on  aura 

N\* 

-)  (.  +  !«'). 

Les  observations  donnent  le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre 
dans  l'intervalle  de  365  jours  égal  à  i  290  090",  25  ;  partant 

N 1295090,25 

n  43966,5 

d'où  l'on  tire 

a'=  9,540725; 

et,  comme  le  moyen  mouvement  sidéral  de  Saturne,  dont  nous  venons 
de  faire  usage,  diffère  très  peu  de  la  vérité,  cette  valeur  de  a!  a  toute 
la  précision  que  l'on  peut  désirer. 

XLÏ. 

Il  nous  reste  présentement  à  considérer  le  mouvement  de  Saturne 
en  latitude.  Pour  cela,  il  faut  reprendre  la  valeur  de  '^s  de  l'article  XI, 
en  y  changeant  Zs  en  Zsf ,  et  «,  n,  £,  /?,  q  dans  «',  V,  e',  p' ,  q\  et  réci- 
proquement. Les  arcs  de  cercle  que  renferme  l'expression  de  m  Is' 
étant  dus  aux  variations  séculaires  du  plan  de  l'orbite,  il  est  clair  que, 
pour  y  avoir  égard,  il  suffit  de  faire  varier  la  position  des  nœuds  et 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  Saturne,  suivant  les  formules  de  l'ar- 
ticle XXXI.  Quant  aux  autres  termes  de  l'expression  de  mis',  il  est 
aisé  de  voir  que  le  plus  considérable  est  celui  qui  dépend  de  l'angle 
nt —  in't  H-  £  —  2£',  à  cause  de  la  petitesse  de  son  diviseur;  or,  en 
calculant  ce  terme,  on  trouve  qu'il  n'excède  pas  4"  :  on  peut  donc  le 
négliger.  On  trouve  pareillement  que  la  partie  de  m  h',  qui  dépend  de 
l'angle  int  —  ^n't  -f-  2£  —  4£',  et  dont  nous  avons  donné  l'expression 
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analytique  dans  l'article  XXVII,  n'est  que  d'un  petit  nombre  de  se- 
condes; ainsi,  dans  le  calcul  de  la  latitude  de  Saturne,  il  suffît  d'avoir 
égard  aux  inégalités  séculaires  de  la  position  de  son  orbite. 

On  calculera  donc  la  longitude  V  du  nœud  ascendant  de  Saturne,  en 
ajoutant  à  sa  valeur  Relative,  au  commencement  de  1750,  la  quantité 
— 1.8",  72696,  et  l'on  aura  l'inclinaison  0'  de  son  orbite,  en  ajoutant  à 
sa  valeur,  pour  1750,  la  quantité  i.o",o94726.  On  aura  ainsi  la  posi- 
tion de  l'orbite  de  Saturne  relativement  à  l'équinoxe  de  1750  et  au 
plan  de  l'écliptique  à  cette  époque. 

Si  l'on  voulait  rapporter  le  mouvement  de  Saturne  à  l'écliptique 
vraie,  il  faudrait  ajouter  à  la  longitude  de  son  nœud  la  quantité 
—  f.i8", 7,  et  à  l'inclinaison  de  son  Oirbite  la  quantité  —  i.o'\i6.  Cela 
suppose  que  la  diminution  séculaire  de  l'obliquité  de  l'écliptique  est 
d'environ  5o";  mais  il  ne  peut  résulter  de  cette  supposition  aucune 
erreur  sensible  sur  les  mouvements  de  Saturne,  et  principalement  sur 
son  mouvement  en  longitude,  le  plus  important  à  considérer,  à  cause 
des  irrégularités  qu'il  présente. 

Lorsque  l'on  aura  déterminé,  par  ce  qui  précède,  le  lieu  héliocen- 
trique  de  Saturne  et  son  rayon  vecteur,  il  sera  facile  d'en  conclure 
son  lieu  géocentrique.  Pour  rapporter  à  l'équinoxe  mobile  les  longi- 
tudes héliocentriques  et  géocentriques  de  Saturne,  il  suffît  de  leur 
ajouter  la  quantité  i.5o'\  25,  le  mouvement  annuel  des  équinoxes  dans 
ce  siècle  ayant  été  trouvé  à  très  peu  près  égal  à  oo^^.  Mais,  dans  le 
calcul  des  observations  anciennes,  il  faut  avoir  égard  à  l'inégalité  de 
la  précession  des  équinoxes  dans  les  différents  siècles. 

Les  formules  précédentes  supposent  que  l'on  connaît  exactement 
les  éléments  de  l'orbite  de  Saturne  pour  le  commencement  de  1750; 
nous  en  avons  déjà  donné  des  valeurs  fort  approchées  dans  l'ar- 
ticle XXIX;  nous  allons  les  rectifier  encore  par  la  comparaison  de  la 
théorie  précédente  avec  les  observations  modernes. 
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XLII. 

Comparaison  de  la  théone  de  Saturne  avec  les  observations 

modernes. 

Les  oppositions  de  Saturne  ayant  l'avantage  de  donner  immédiate- 
ment sa  longitude  héliocentrique,  et  les  astronomes  les  ayant  obser- 
vées par  cette  raison  avec  un  soin  particulier,  nous  comparerons  avec 
elles  la  théorie  précédente  ;  nous  ne  considérerons  que  les  observations 
en  longitude,  parce  que  le  mouvement  de  Saturne  en  latitude  est  assez 
bien  déterminé  par  les  Tables,  et  que  le  principal  objet  de  nos  recher- 
ches est  de  voir  si  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle  représente 
les  inégalités  du  mouvement  de  cette  planète  en  longitude. 

Dans  le  calcul  des  observations  modernes,  on  peut  simplifier  la 
règle  générale  que  nous  avons  donnée  dans  l'article  XL,  pour  déter- 
miner le  lieu  héliocentrique  de  Saturne,  et  l'on  peut  y  substituer  la 
règle  suivante  qui  s'étend  à  toutes  les  oppositions  de  cette  planète 
observées  depuis  Tycho  jusqu'à  nous. . 

On  calculera  d'abord  le  moyen  mouvement  sidéral  n't  de  Saturne, 
depuis  le  commencement  de  lySo,  en  supposant  ce  mouvement  égal  à 
43 966", 5  dans  l'intervalle  de  365  jours;  en  ajoutant  ensuite  à  ce 
mouvement  7*21°  17' 20",  on  aura  la  valeur  de  n't-\- 1'  relative  à  l'in- 
stant pour  lequel  on  calcule. 

On  déterminera  ensuite  le  moyen  mouvement  sidéral  nt  de  Jupiter, 
depuis  1750,  en  supposant  ce  mouvement  égal  à  109 182"  dans  l'inter- 
valle de  365  jours;  en  lui  ajoutant  ensuite  3°44'3o'',  on  aura  la  va- 
leur de  /iz  +  £  relative  à  l'instant  pour  lequel  on  calcule. 

On  peut,  dans  la  détermination  des  angles  nt  -\- 1  Qi  n' t  +  e',  faire 
usage  des  Tables  deHalley,  calculées  pour  le  méridien  de  Paris.  Sui- 
vant ces  Tables,  le  moyen  mouvement  de  Saturne  en  longitude ,  par 
rapport  à  l'équinoxe  mobile,  est  de  44 001", 4^  dans  l'intervalle  de 
365  jours;  ainsi  l'excès  de  ce  mouvement  sur  le  précédent  est  de 
34", 96  :  il  est  par  conséquent  de  34",98  durant  une  année  julienne. 
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D'ailleurs,  en  1700,  la  longitude  de  Saturne  était,  par  ces  Tables,  plus 
petite  de  5o'56"  que  7'2i*'i7'2o";  on  aura  donc  la  longitude  moyenne 
n't  -h  t'  en  ajoutant  à  la  longitude  déterminée  par  ces  Tables  la  quan- 
tité 5o' 56" -1.34",  98. 

On  aura  pareillement  la  valeur  de  nt  +  t  ç,xi  ajoutant  à  la  longitude 
de  Jupiter,  déterminée  par  les  mêmes  Tables,  la  quantité 

.— 2o'47"-f.56",i3. 

On  retranchera  de  n't  -h  t' le  terme 

(48' 44"—  t.o",i)  sin(5/i'f  —  int  +  5e'—  2g  h  5°34'8"-  ^.58^88); 

soit  ©'  la  différence. 

On  calculera  l'angle  ct'  d'après  la  formule 

cj'=:8«28°7' 24"+ i.i5",  81975. 

Cela  posé,  la  longitude  vraie  v\  de  Saturne,  comptée  sur  son  orbite  et 
rapportée  à  l'équinoxe  fixe  de  1750,  sera  donnée  par  la  formule 

v\  =z  o'—  (28201" —  i.  i",i)  sin(9'—  xs') 
+  8i5"sin2(9'— ct') 

—  4o"sin3(9'— ot') 

—  6I3"sin(2/^f  —  4/i'<  +  22  -  4g'+ 55052' 19"+ 1.42", 8834) 
-I- 4i9"sin(2n'^—    nt  +25'-    £+i5°  o'57"— / .  i4",2i5) 

—  35"cos{2nt  —  3/i'<  +  2e'— 3e'+27<'3o') 

—  3i"  s'in  {2 nt  —  2 n't  -{-  2£  —  2b') 
-+-    ii"cos  (    nt  -+-  £) 

4- ae'-+- f  ô/i'— 2 ae' sin  (  ©'— cj' ) 
+  2e'((3Gj'— ôs')     cos(9'— cj'), 

Se',  ^n',  Se'  et  Sct'  étant  les  corrections  que  doivent  subir  la  longitude 
moyenne  de  Saturne  au  commencement  de  1730,  son  moyen  mouve- 
ment annuel,  son  excentricité  et  la  position  de  son  aphélie. 
La  réduction  à  l'écliptique  sera,  à  fort  peu  près, 

—  99"cos(2f; +  46°58'), 
v\  étant  ici  la  valeur  précédente  de  i'\  lorsqu'on  néglige  les  correc- 
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lions  des  éléments.  On  rapportera  ensuite  la  longitude  précédente  de 
Saturne  à  l'équinoxe  mobile,  en  lui  ajoutant  ï.5o", 25,  i  exprimant, 
dans  tout  ce  qui  précède,  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées 
depuis  lySo. 

XLIII. 

Pour  déterminer  les  corrections  §£',  Sn',  ^e'  et  §cy',  j'ai  choisi  vingt- 
quatre  oppositions  de  Saturne,  disposées  d'une  manière  avantageuse 
pour  cet  objet,  et  que  la  loi  des  erreurs  des  Tables  de  Halley,  aux- 
quelles on  a  comparé  toutes  les  oppositions  de  cette  planète,  m'a  fait 
reconnaître  comme  étant  assez  précises.  Je  supposerai  que  les  longi- 
tudes données  par  ces  oppositions  sont  des  longitudes  vraies,  ce  qui 
n'est  pas  parfaitement  exact,  puisque  les  oppositions  calculées  par 
Halley,  sur  les  observations  de  Flamsteed,  sont  affectées  de  l'aberra- 
tion et  de  la  nutation,  qui  n'étaient  pas  encore  découvertes.  Il  serait 
très  utile  de  reprendre  les  observations  originales  qui  ont  servi  à 
déterminer  les  oppositions  de  Jupiter  et  de  Saturne,  et  d'y  appliquer 
l'aberration,  la  nutation  et  les  positions  mieux  connues  des  étoiles; 
mais,  en  attendant  que  ce  travail  important  soit  exécuté,  j'emploierai 
les  oppositions  telles  que  les  astronomes  les  ont  données,  et  je  sup- 
pléerai par  leur  nombre  à  la  précision  qu'elles  laissent  encore  à  dé- 
sirer. 

La  comparaison  des  oppositions  calculées  avec  les  oppositions  ob- 
servées donne  des  équations  de  conditions,  qui  servent  à  déterminer 
les  corrections  des  éléments  de  Saturne.  Prenons  pour  exemple 
l'opposition  de  cette  planète  en  1700.  Cette  opposition  a  eu  lieu  le 
3  septembre  à  3^2",  temps  moyen,  à  Paris.  On  tire  de  là,  pour  cet 
instant, 

i=:  — 49,33, 

/i'i  +  e'=riisi8«28'36",8, 
nt  +e=:io«  6°  46' 44". 
Le  terme 

(48'44"~i.o",i)sin(5«'f  — 2/ii  +  5e'— 2e  +  5°34'8"— f.58",88) 
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devient  4o'5",i;  en  le  retranchant  de  n't  -\- 1',  on  a 

9'=ii«i7°48'3i*,7. 


On  trouve  ensuite 


on  aura  ainsi 


d'où  l'on  tire 


Gj'=:8«27°54'24"; 
<p'-cj'r=.79'>54'8", 


(aSaoi"— f.i",i)sin  (9'— cr')  =— 22894",8, 
+  8i5"sin2(9'— nj')  =  H-  28i",3, 
-   4o"sin3(cp'-cT')=-^-       34",  5. 


On  a,  de  plus, 


-6i3"sin(2«i  -4/i'i+ 2£-4e'4-55°52'r9"-4-i.42%8834)  — +    54",  i, 
+  [^i^"'s>m{in't— nt     +22'— s    +  iS"  o'57"— i.  i4'',2i5)    r=+298'',3, 

—  35"cos(2«<  —3n'f+ 2s  —  3e'+ 27030')  =—    24'',5, 

—  3i''sin(2n<  —  2n'i+ 26  — 2e')  =-f-    3o",8, 
+    \\"cos{nt  +£)  =+     6",6. 

En  réunissant  tous  ces  termes,  on  aura  —6**  12' 2",  3;  cette  somme 
ajoutée  à  9'  donnera  i  i*ii°38'i8",  o  :  ce  sera  la  valeur  de  v\  ou  la  lon- 
gitude de  Saturne  comptée  sur  son  orbite  de  l'équinoxe  fixe  de  1750, 
lorsqu'on  fait  abstraction  des  corrections  des  éléments.  Cette  valeur 
de  v\  donne  —97^,4  pour  la  réduction  à  l'écliptique;  d'ailleurs, 
ï.5o",25  est,  dans  ce  cas,  égal  à  —  4i'i8",8.  En  ajoutant  ces  deux 
quantités  à  la  valeur  de  v\,  on  aura,  abstraction  faite  des  corrections 
des  éléments,  1 1'  io*'55'2i",  8  pour  la  longitude  de  Saturne  sur  l'éclip- 
tique et  rapportée  à  l'équinoxe  mobile. 

Maintenant  on  a 

sin  (  9' —  ct')  =:  0,9845 1 ,         CCS  ( 9'—  cj')  =  o,  17532 ; 

la  vraie  longitude  de  Saturne  sera  donc 

ii«'io<'55'ai",8  +  ôe'— 49,33  ô/i'—2Ôe'. 0,98451  + 2e'(ÔCT'— (5s'). 0,17532. 

La  longitude  calculée  par  Halley,  sur  les  observations  de  Flamsteed, 
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était  au  même  instant  égale  à  ii^io°58'o";  en  retranchant  cette  lon- 
gitude de  la  précédente,  on  aura  l'équation  de  condition 

o=z—  2'  38",  2  +  ôs'—  49,33 .  dn' 

—  2Ôe'.o,9845i  +  2e'(aGj'-  âe'"). 0,1 7582. 

C'est  ainsi  que  j'ai  formé  les  vingt-quatre  équations  de  condition  sui- 
vantes; le  temps  des  oppositions  est  compté  en  temps  moyen  à  Paris, 
suivant  le  nouveau  style  : 

11391.  —  3o  décembre,  22" x4". 
Longitude  héliocentrique  observée. .     3' 9° 28' 14' 
/  o  =—  l' ii^g  -+-  d£'  —  168  an' 


(3) 


(4) 


'  2Ôe'.o,22o4i  —  2e'(ôcT'— ôe').o,9754i, 


1598.  —  20  mars,  aS^o". 
Longitude  observée 6'o°33'35' 

o  =  -  3'32",7  +  as'—  i5i,78 an' 
(2)  { 

+  2  ôe'. 0,99974  —  2e'(ÔGj'—  ôs'). 0,02278. 


1660.  —  27  avril,  22''o"'. 
Longitude  observée 7*  8°  40' 56" 

o  =:  —  5'  1 2",  o  +  §£'  —  89,67  dn' 

-h  2  âe'. 0,79735  +  2e'(ÔGj'—  ae').o,6o352. 


1664.  —  1 4  juin,  iS^aô". 
Longitude  observée 8'24°3i'  10" 

(  o=— 3' 56", 7  + ôe'— 85,54(5/1' 

(  -+■  2  ôe'. 0,0424 14-  2e'(ÔGj'—Ô5'). 0,99910. 

1667.  —  21  juillet,  o''34'". 
Longitude  observée 3s28°3i'io" 

(  o  =  -3'3i",7  4-ôe'— 82,45(5/i' 
(5)  \ 

{         —  2(3e'.o,57924-h2e'(ôcT'— ôe').o,8i5i6. 


(6) 


(7) 


(lO) 


(•0 
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1672.  —  2o  septembre,  i2''i6'". 
Longitude  observée i  i»a8"4i'47' 

j  o  =r  -  3'32%  8  +  ôe'  -  77,28  dn' 

\  —  2  ôe'. 0,98890  —  2e'((5cT'—  as'). 0,1 4858. 

1679.  —  25  décembre,  22''39'". 
Longitude  observée 3'4''54'o'' 

(  o  =  -3'9%9  +  (5£'— 7o,oiô«' 

(  +2Ôe'.o,i259i  — 2  e' (ÔGj'— (5e').  0,99204. 
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1687.  —  29  mars,  ii''22'". 
Longitude  observée 6'9''24'2o'' 

^gj  i  o=-4'49",2  +  oV- 62,79  on' 

(  +  2  ôe'. 0,99476  +  2 e'(ÔGj'—Ô£'). 0,1 0222. 

1690.  —  5  mai,  6" 46'". 
Longitude  observée j'iS^SS'iS" 

(  o  1=  -  3' 26",  8  +  Ô£' -  09,66  ô/i' 
(9) 

(  H- 2  ôe'. 0,72246  +  2e'(Ô5T'—Ô£'). 0,69141. 

1694.  —  21  juin,  si^iS'". 
Longitude  observée 9»  1"  1 1'  10" 

(  o=— 2'4",9  +  Ô£'— 55,52  ô/i' 

(  —  2ae'.o,073o3  +  2  e'(aGT'— 5e').  0,99733. 


1697.  —  37  juillet,  9''3i"'. 
Longitude  observée 10*5°  19' So' 

j  o  =  -2'37",4-f-(5£'-52,43(5«' 

(  —  2  (5e'.o,66945  4-  2e'(ôcj'—  Ô£'). 0,74285. 

1701.  —  16  septembre,  2''5i'". 
Longitude  observée n''23''23'3o' 

,       ,  (    0=—  2'4l",2+<5£'— 48,29(5/1' 

(12) 

(  —  2  ôe'.  0,99902  —  2  e'  (  ônj'  —  es'  ) .  o,o4435. 

OEuvres  de  L.  —  XI.  25 


(i3) 


(i4) 


(i5) 
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1731.  —  23  septembre,  i5''44'°. 

Longitude  observée o'o°3o'  5o" 

I  o  =  — 3'3i",4  + as'- 18,27  (5/z' 

(  —  2  ôe'. 0,98712  —  2e'(ôcT'  —  Ô£'). 0,15998. 

1738.  —  28  décembre,  i''7". 
Longitude  observée 3' 6°  42' 55" 

l  o=— 4'9",5  +  Ô£'-ii,oiô/i' 

1  +  2  (3e'. 0,18759  —  2e'(ôcj' —  ôs'). 0,99049. 

1746.  —  3i  mars,  io''5i'". 

Longitude  observée 6'  1 1°3'44" 

(  o  =  -/i'58",3  4- (5e'— 3,75(5/1' 

I  +  aôe'.o,99348  +  2e'(ôcj'—  ôg').o,ii4oi. 

1749.  —  7  mai,  6"  10™. 
Longitude  observée 7'  17°  i2'3i" 

(  o  =  —  4'  3",  8  -+-  ds'  —  o,65  on' 

{  -h  2  (5e'. 0,71410  +  2e'((5Gj' —  ôs'). 0,70004. 

17o3.  —  23  juin,  22" 6™. 

Longitude  observée 3'2"53'49" 

/  o=— i'58",2  +  â£'+3,48ô/i' 

i  —  2Ôe'.o,o85i8H-2e'(fe'— 5£').o,99637. 

17S6.  —  29  juillet,  12'' 10'". 

Longitude  observée 10*  7°  5' 59" 

[  o  =  -i'35",2  +  â£'+6,58ô/i' 

(  —  2  ôe'.o,67859  +  2e'(ôro'—  Ôe'). 0,78452. 

1760.  —  17  septembre.  S''!!"". 
Longitude  observée ii'25°i8'24" 

j  o=—3'i4",o  +  ae'4- 10,72  on' 

j  —  2  ôe'.  8,99888  —  2  e'  (  ôcj'  —  d&'  ) .  o,o569 1 . 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 
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1767.  —  22  décembre,  o'*52'". 
Longitude  observée 3»o°32'45' 

(  o  =  — I '4o",  2  + ôe' 4-17,980/1' 

(  -h  2  àe'.  o,o34o3  —  2  e'  (  èvs'  —àt').  0,99942 . 

1775.  —  25  mars,  2o''4i". 
Longitude  observée f)'"')''3i'3' 

(  o=-3'46",o4-Ô£'-h25,23ô«' 
(21) 

f  -h  2  de'. 0,99994  -H  2e'((5tn'—  Ô£').o,oio65. 

1778.  —  i"  mai,  ai^ap™. 
Longitude  observée 7»  1 2°  o'  7",  5 

(  0=  — 4'32",9  4-Ô£'-H28,33ô/i' 
(22) 

[  -\-  2  ôe'.  0,78255  +  2  e'  (  Ô5j'  —  Ô£' ) . 0,62559. 

1782.  —  18  juin,  i7''33'". 
Longitude  observée 8'27''55'45'' 

(  o— _4'4'',4  +  Ô£'+32,46ôn' 
(23)  < 

f  +  2  ôe'. 0,0 1794  H-  2 e'(5nT'—Ô£'). 0,99984. 

1783.  —  24  juillet,  6" 2™. 
Longitude  observée 10' 2°  3'57' 

(  o  =  -4'i7",6-Ha£'+35,56ô/i' 


(24) 


(  —  2  ôe'. 0,59930  -h  2e'(Ô5j'—  (5£').o,8oo53. 


XLIV. 

Si  Ton  ajoute  ensemble  les  vingt-quatre  équations  précédentes,  on 
aura 

\  o  =  —  4898",  7  +  24  Ô£'  —  866,76  an' 

\  +  2  ôe'. 0,92446 -h  2 e'(<5GT' -($£'). 5,543 18. 

En  retranchant  la  somme  des  douze  premières  de  la  somme  des  douze 
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dernières,  on  aura 

io  =  —  1 24",  3  +  1 1 20,08  en' 
—  2  ôe'. 0,26234  +  2e'(<5cj'—  (5£'),o,oo632. 


(b) 


Le  système  des  équations   —  (i)  +  (3)  +  (4)  —  (7)  -l-  (10)  -h  (i  i) 

—  (i4)  -+-  (17)  -^  (18)  —  (20)  4-  (23)  -j-  (24)  donne 

(  o  =  -i5'34",9-i-4Ô£'-t-i5,96ôrt' 
(c)  ^ 

(  —  7.de  .  1,76579  H-  2e'(fe'  —  ôe').  io,83i42. 

Enfin,   le   système   des   équations    -4- (2)  —  (5)  —  (6) -h  (8) -h  (9) 

—  (12)  -  (i3)  -h  (i5)  4-  (16)  —  (19)  4-  (21)  -f-  (22)  donne 


(rf) 


O  =::  —  1 2'  38",6  4-  2  Ô£'  —  9, 5o  d/l' 

-+-  2  (5e'.  10,70969  +  2e'(ôcj' —  as').  i,8i58o. 


De  ces  quatre  équations  (a),  (b),  (c),  («?)  on  tire 

(5s'  =3' 23",  544, 
§n' =z       o",  II 793, 
2  ôe'  =:     3o",  094, 

Ôrrf'=i5'45". 

Si  l'on  rectifie,  d'après  ces  résultats,  les  éléments  de  Saturne  donnés 
dans  l'article  XXIX,  on  aura  au  commencement  de  1750 

s'  =  7^21°  20' 44", 
cj'=8«28°i3'  9", 
e'  =  o,o56336. 

La  valeur  de  ^n'  indique  qu'il  faut  augmenter  de  ^  de  seconde  environ 
le  moyen  mouvement  sidéral  de  Saturne;  ainsi,  au  lieu  de  le  sup- 
poser, comme  nous  l'avons  fait,  de  43  966",  5,  nous  le  supposerons 
égal  à  43  966", 6.  La  correction  S/i'  est  donnée  par  l'équation  (b),  qui 
résulte  de  la  comparaison  de  vingt-quatre  observations  prises  deux  à 
deux  et  respectivement  éloignées  de  deux,  de  quatre  et  de  six  révolu- 
tions de  Saturne.  J'ai  choisi  ces  distances  respectives,  parce  que  les 
petites  inégalités  que  j'ai  négligées,  et  qui  peuvent  avoir  quelque 
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influence  sur  le  mouvement  de  Saturne,  se  rétablissent  à  fort  peu 
près  dans  l'intervalle  de  deux  révolutions  de  cette  planète,  en  sorte 
qu'elles  ne  produisent  aucun  effet  sensible  sur  la  détermination  pré- 
cédente de  son  mouvement  sidéral. 

XLV. 

Les  éléments  que  nous  venons  de  trouver,  substitués  dans  les  for- 
mules de  l'article  XL,  donneront,  à  fort  peu  près,  le  lieu  de  Saturne 
pour  un  instant  quelconque;  mais,  dans  le  calcul  des  observations 
modernes,  il  sera  plus  simple  de  faire  usage  des  formules  suivantes. 

On  déterminera  le  moyen  mouvement  sidéral  n't  de  Saturne  depuis 
1730  en  supposant  ce  mouvement  de  43 966", 6  dans  l'intervalle  de 
trois  cent  soixante-cinq  jours;  en  ajoutant  ensuite  à  ce  mouvement 
7*2i°2o'44",  on  aura  la  valeur  de  n't-\-i'  relative  à  l'instant  pour 
lequel  on  calcule. 

On  déterminera  pareillement  le  moyen  mouvement  sidéral  nt  de 
Jupiter,  depuis  lySo,  en  supposant  ce  mouyement  de  109 182"  dans 
l'intervalle  de  trois  cent  soixante-cinq  jours;  en  ajoutant  ensuite  à  ce 
mouvement  3°44'3o",  on  aura  la  valeur  de  nt  +  s  relative  à  l'instant 
proposé. 

On  pourra,  dans  la  détermination  de  ces  angles,  faire  usage  des 
Tables  de  Halley,  de  cette  manière.  Soit  i  Je  nombre  des  années 
juliennes  écoulées  depuis  1700  jusqu'à  l'instant  pour  lequel  on  cal- 
cule; on  déterminera,  par  ces  Tables,  la  longitude  de  Saturne  relative 
à  cet  instant,  et,  en  lui  ajoutant  54' 20"—  i.  34,88,  on  aura  la  valeur  de 
n't  -h  £'.  On  déterminera  pareillement,  par  ces  Tables,  la  longitude  de 
Jupiter  relative  au  même  instant,  et,  en  lui  ajoutant  —  2o'47"— i.56",i3, 
on  aura  nt  -\-  z. 

On  retranchera  de  n'  t  -h  t' la  quantité 

(48'44''-  /.o",  1)  sin(5/i'/  -  int-^  Se'-  2s  +  5°34'8"-  i.58%88), 
soit  cp'  la  différence. 
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On  calculera  l'angle  cr'  d'après  la  formule 

G7'=:8*'28°i3'9"4-ï.i5",8i975. 

Cela  posé,  la  longitude  vraie  v\  de  Saturne,  comptée  sur  son  orbite, 
de  l'équinoxe  fixe  de  1730,  sera 

(-;  =  9'— (2323i  —  i.  i",  i)  sin(<p'  — cj') 
+  8i7"sin2(9'  — cj') 

—  4o"sin3(cp'  — gt') 

—  6i3"sin(2/i^  —  4/2'^-i-2£  —  4ê'+55°52'i9"+<.42",8834) 
4-4j9"sin(2/i7—    /ii+2e'—    e  +  iô°  o'57"— /.  i4",2i5) 

—  35"cos(2ni  —  3/î'/H-2e  —  3e'+27°3o') 

—  3i"sin  (2«f  —  2/i'/ +  2e  —  2£') 
4-    ii"cos(/ii     +£). 

La  longitude  T  du  nœud  ascendant  de  Saturne,  relativement  à  l'équi- 
noxe fixe  de  lySo,  sera 

3«2i°3i'i7"— «,i8",7; 

l'inclinaison  de  son  orbite  sur  le  plan  de  l'écliptique  vraie  sera 

2°30'20"— t.o",  16. 

On  aura,  à  très  peu  près,  la  longitude  héliocentrique  de  Saturne,  rap- 
portée à  l'écliptique  vraie  et  comptée  de  l'équinoxe  mobile,  en  ajou- 
tant à  v\  la  quantité 

i.  5o",  25  —  99"  cos(2  v\  4-  46° 58'), 

et  l'on  aura  la  tangente  de  sa  latitude  héliocentrique,  rapportée  au 
même  plan,  en  multipliant  la  tangente  de  l'inclinaison  de  son  orbite 
sur  ce  plan  par  sin(p,  —  I). 
Enfin,  le  rayon  vecteur  r'  de  Saturne  sera  donné  par  la  formule 

/•'  =z  9,559770  +  (0,536846  —  i. 0,00002547  )  CCS  (ç'  —  xs'  ) 
—  o,oi5io8    C0S2(cp'  —  us') 
4- o,ooo64o   ces  3  (9'  —  vs') 
4- 0,0081435  ces (    nt —    n' t -\-    e—    e') 
4- o,oo536o5  sin  (   nt —  in' t -\-    e  —  2g' 4- 77° 5o' 46") 
4-o,oi4i527  cos(2««  —  (\n' t  4-  2e  —  4£'-t-  55°52'r9"4- 1. 42", 8834). 
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Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  expressions,  d'avoir  la  longitude  et  la 
latitude  géocentrique  de  Saturne  pour  un  instant  quelconque. 

XLVI. 

Il  faut  maintenant  examiner  jusqu'à  quel  point  les  formules  précé- 
dentes satisfont  aux  observations  de  Saturne.  La  Table  suivante  pré- 
sente le  résultat  de  la  comparaison  de  quarante-trois  oppositions  de 
cette  planète  avec  ces  formules  et  avec  les  Tables  de  Halley. 
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TEMPS    MOYEN, 

à  Paris, 

nouveau  style. 

LONGITUDE 

héliocentrique  de  Saturne, 

observée. 

EXC 

Es 

de  la 

longitude 

calculée 

par  les  Tables 

de  Halley, 

sur  la 

de  la 

longitude 

héliocentrique 

calculée 

par  les  formules 

précédentes 

longitude  observée. 

longitude  observée. 

années. 

1582. 

Il       / 

3o  août.            23.12 

s        0         ,         ,/ 

II.    7.27.47 

-1-   i'.3G" 

+  i'.56" 

1S91. 

3o  décembre .   22.14 

3.  9.23.14 

+  1.33 

—  0.54 

1598. 

20  mars.           28.  0 

6.  0.33.35 

-  0.   7 

-t-  0.37 

1660. 

27  avril.           22.  0 

7.   8. 40. 56 

—  1.36 

-4-  2.58 

1664. 

14  juin.             15.26 

8. 24.31. 10 

—  0.35 

+  3.20 

1667. 

21  juillet.           0.34 

3  28.31. 10 

—  0.21 

-^  3.5o 

1672. 

20  septembre.  12.16 

1 1.28. 41. 47 

—  0.58 

-4-   3.25 

1676. 

i3  novembre.     7.56 

i .22.20.20 

—  0.   8 

-+-  i.3i 

1679. 

25  décembre.    22.39 

3.   4.54.  0 

—  0. 14 

-  1.57 

1684. 

18  février.        18.  8 

5.  0.34.35 

—  1.40 

—    3.21 

1686. 

16  mars.           10.52 

5.26.46.20 

—  o.5i 

—  3.28 

1687. 

29  mars.           1 1.22 

6.   9.24.20 

-1.9 

-  4.54 

1690. 

5  mai.               6.46 

7. 15.33. i5 

+    0.25 

-  7.59 

1694. 

21  juin.             21 . 18 

9.    I .  II .  10 

-t-  1.29 

—  9.  0 

1697. 

27  juillet.            9.31 

10.   5.19.30 

-+-  0  25 

-  9-35 

1700. 

3  septembre.    3.  2 

I 1 . 10. 58.  0 

-H  0.   8 

-  8.44 

1701. 

16  septembre.    2.5i 

ii.23.23.3o 

-h  0.   i 

—  8.  0 

1705. 

8  novembre.     9.19 

i.i6.i8.3o 

+  1.38 

—  2.42 

1712. 

3i  janvier.          0.28 

4. io.5o.25 

-V-  1.17 

+  4.11 

1719. 

3o  avril.            20. 3o 

7. 10. 17.20 

-  0.53 

-t-  5.16 

1722. 

5  juin.             i3.  9 

8.14.52.   3 

—  o.3o 

-4-    2.25 

1727. 

4  août.              9.54 

10.11.48.   7 

—  0.    I 

—  i.i3 
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TEMPS  MOYEN, 

à  Paris, 

nouveau  «tyle. 

LONGITUDE 

hélloccntrique  de  Saturne, 

obgerrée. 

EXCÈS 

de  la 

longitude 

liéliocenirique, 

calculée 

par  les  formule» 

précédentea, 

sur  la 

longitude  obserrée. 

delà 

longitude, 

calculée 

par  les  Tables 

de  Ualley, 

sur  la 

longitude  obserrée. 

annMi. 

1731. 

a3  septembre. 

b       , 

15.44 

»      0       ,      „ 

0.  o.3o.5o 

-     oU/ 

1       II 
—   4.50 

1735. 

i6  novembre. 

12.   6 

1.24. 10.53 

—   0.    7 

—   6.10 

1738. 

28  décembre. 

I-   7 

3.  6.42.55 

—    1.2 

—  7-49 

1742. 

7  février. 

3.   3 

4.18.44.22 

—    I  .    0 

-  5.10 

1746. 

Si  mars. 

io.5i 

6. II.  3.44 

—   I.  7 

-  4.21 

1749. 

7  mai. 

6.10 

7. 17.12.31 

—    0.  12 

—  8.38 

1753. 

•23  juin. 

22.   6 

3.   2.53.49 

-f-    1.54 

-13.39 

1756. 

29  juillet. 

12. 10 

10.  7.   5.59 

-+-    1.37 

-17.27 

1758. 

23  août. 

12.25 

II.  0.40.44 

-4-1.9 

— 20. 10 

1760. 

17  septembre. 

8. II 

11.25. 18.24 

—    0.23 

—22.17 

1763. 

27  octobre. 

18.14 

I.  4.34.53 

-+-  0.44 

-19.54 

1765. 

23  novembre. 

17.  6 

2.  2. 14. 17 

-+-  0.44 

—  17.14 

1767. 

22  décembre. 

0.52. .... 

3.  0.32.45 

-+-  1-29 

—  f3.I2 

1769. 

4  janvier. 

4.34 

3.14.43.39 

-^  1.47 

—  10.39 

1772. 

14  février. 

22.    8 

4.26.21 .12 

-f-    1.52 

—  2.16 

1775. 

25  mars. 

20.41 

6.   5.3i.   3 

-+-  0.19 

-f-    2.12 

1778. 

i""mai. 

21.27 

7.12.   0.   7 

—  0.34 

-f-    I.2I 

1780. 

25  mai. 

11.24 

8.   5. II. 33 

H-   0. 12 

—    0.59 

1782. 

18  juin. 

17.33..,.. 

8.27.55.45 

—    0.23 

-    5.18 

1785. 

24  juillet.- 

6.    2 

10.  2.   3.57 

-  0.56 

—  12.    7 

1786. 

5  août. 

14.39 

10. 13.40.19 

-   '•  9 

-14.35 

OEuvres  de  L. 
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Les  trois  premières  oppositions  observées  par  Tycho  ont  été  don- 
nées par  M.  de  Cassini  dans  ses  Éléments  d' Astronomie.  Les  opposi- 
tions suivantes,  jusqu'en  1772,  sont  tirées  du  second  Volume  du 
Recueil  des  Tables  astronomiques  publiées  par  l'Académie  de  Berlin; 
mais,  comme  les  oppositions  rapportées  dans  ce  Recueil  et  surtout 
celles  du  dernier  siècle  et  du  commencement  de  celui-ci  ne  sont  pas 
très  exactes  et  qu'il  y  a  quelquefois  des  différences  de  plus  de  deux 
minutes  de  degré  entre  les  oppositions  observées  à  Paris  et  à  Londres, 
j'ai  choisi  les  oppositions  qui,  par  leur  accord  avec  celles  qui  ont  été 
observées  dans  d'autres  lieux,  m'ont  paru  mériter  le  plus  de  confiance. 
Les  oppositions  de  1775  et  de  1778  ont  été  calculées  par  M.  Méchain, 
et  je  suis  l'edevable  des  quatre  dernières  à  M.  de  Cassini. 

On  voit  que  nos  formules  font  presque  entièrement  disparaître  les 
grandes  erreurs  des  Tables  et  les  réduisent  à  moins  de  deux  minutes. 
Une  partie  des  erreurs  qu'elles  laissent  encore  subsister  doit  être 
attribuée  aux  observations  elles-mêmes  et  au  peu  de  précision  que 
l'on  a  mis  dans  leur  calcul.  J'ai  lieu  de  croire  cependant  qu'il  existe 
dans  la  théorie  de  Saturne  de  petites  équations  négligées  dont  la 
somme  peut  surpasser  une  minute,  et  que,  parmi  les  inégalités  du 
second  et  du  troisième  ordre,  celles  qui  dépendent  des  angles 
nt  —  n' t  -\-  t  —  £',  3/ï'i  —  /ii  +  3s'  —  £  et  int  —  "^n't  -{-  iz  —  'iz!  sont 
assez  sensibles  pour  y  avoir  égard.  Il  sera  facile  de  les  déterminer  par 
l'analyse  de  la  première  Section,  lorsque  de  nouvelles  observations 
très  précises  ou  un  calcul  plus  exact  des  oppositions  déjà  observées 
permettront  de  comparer  sur  ce  point  la  théorie  avec  la  nature.  Il  ne 
s'agit  plus  maintenant  que  de  légères  différences,  qui,  pour  être  con- 
statées, exigent  des  observations  délicates;  le  travail  intéressant  que 
M.  de  Cassini  publie  chaque  année  nous  mettra  bientôt  en  état  de  faire 
cette  comparaison. 

Les  oppositions  précédentes  embrassent  un  intervalle  de  plus  de 
deux  siècles;  elles  sont  toutes  comprises  dans  le  premier  quart  de  la 
période  actuelle  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  qui,  comme  on  l'a 
vu  dans  l'article  XXXVI,  était  nulle  en  i56o  et  sera  à  son  maximum 
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en  C789.  Il  serait  à  désirer  que  nous  eussions  de  bonnes  observations 
relatives  aux  différentes  parties  de  la  période  antérieure,  pour  y  com- 
parer notre  théorie.  Les  observations  de  Saturne,  faites  dans  les  pre- 
miers temps  du  renouvellement  de  l'Astronomie,  sont  trop  imparfaites 
et  ne  sont  pas  assez  éloignées  pour  cet  objet;  celles  des  Arabes  nous 
sont  inconnues  :  elles  sont  peut-être  consignées  dans  les  manuscrits 
qui  nous  restent  sur  l'Astronomie  arabe.  Ces  observations,  d'autant 
plus  intéressantes  qu'elles  rempliraient  le  grand  intervalle  qui  sépare 
les  observations  modernes  des  anciennes,  méritent  l'attention  des 
savants  dans  les  langues  orientales.  Dans  l'état  actuel  de  nos  con- 
naissances, il  ne  nous  reste  plus  qu'à  comparer  nos  formules  aux 
anciennes  observations. 

XLVII. 

Comparaison  de  la  théorie  de  Saturne  avec  les  observations  anciennes. 

La  plus  ancienne  et  la  meilleure  observation  de  Saturne  que  Pto- 
lémée  nous  ait  transmise  a  été  faite  par  les  Chaldéens.  Le  i*"^  mars  de 
l'an  228  avant  notre  ère,  à  4''2i3'",  temps  moyen  à  Paris,  Saturne  fut 
aperçu  deux  doigts  au-dessous  de  y  de  la  Vierge.  Il  peut  y  avoir  une 
ou  deux  heures  d'incertitude  sur  l'instant  de  l'observation;  mais,  vu 
la  lenteur  du  mouvement  de  Saturne,  cette  erreur  est  insensible.  La 
longitude  de  y  de  la  Vierge,  au  commencement  de  1750,  était,  sui- 
vant le  Catalogue  de  M.  de  la  Caille,  égale  à  6*6°4i'io".  On  n'a  point 
reconnu  de  mouvement  dans  cette  étoile,  et,  si  l'on  fait  au  Catalogue 
d'Hipparque  les  réductions  convenables,  on  trouve  qu'elle  a  mainte- 
nant la  même  position  qu'au  temps  de  cet  astronome.  Nous  pouvons 
donc  supposer,  sans  erreur  sensible,  que  le  T''  mars  de  l'an  228  avant 
notre  ère,  à  4''23'",  la  longitude  géocentrique  de  Saturne,  rapportée  à 
l'équinoxe  de  1750,  était  6'6*^4i'io''- 

Voyons  ce  qu'elle  devait  être  suivant  notre  théorie. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  les  formules  de  l'article  XL.  J'ai  trouvé 
d'abord  pour  le  i^''  mars  de  l'an  228  avant  notre  ère,  à  4'' 23'", 

«'<-t-e'r=:5»29"59'îî7'',4,         ni -h  e  —  S'qoio'ô", 
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ce  qui  donne  —  19' 4 1"»  8  pour  la  grande  inégalité  de  Saturne  et,  par 

conséquent, 

9'=  5^  29"  39' 45",  6. 

On  avait  à  la  même  époque 

tn'=8^i9''4o'i7", 
e'  =  0,061 4 1 5, 

d'où  Ton  tire  ■ 

Y'  +  gt'=6=6°29'9". 

On  trouve  ensuite  +  i'47''.  5  pour  la  somme  de  tous  les  autres  termes 

de  v.  ;  partant 

t.;  =  6«6°3o'56",5. 

La  longitude  du  nœud  de  Saturne  par  rapport  au  plan  de  l'écliptique 
de  1700  était  alors  3^26**  18' 67",  et  l'inclinaison  de  l'orbite  était 
2*^27' i3";  ainsi  la  réduction  à  ce  plan  était  —  i'2".  La  longitude 
héliocentrique  de  Saturne,  rapportée  au  même  plan  et  à  l'équinoxe 
fixe  de  1750,  était  donc  égale  à  6' 6*^ 29' 54",  5. 

Le  rayon  vecteur  r'  de  Saturne  était  égal  à  9,67815;  la  longitude 
de  la  Terre  au  même  instant,  et  rapportée  à  l'équinoxe  fixe  de  1750, 
était  6''5"3'35",  et  son  rayon  vecteur  était  1,001 13,  d'où  il  est  facile 
de  conclure  que  la  longitude  géocentrique  de  Saturne  était  égale  à 
6'6°4o'i4",5.  La  longitude  observée  était  6'6*'4i'io";  ainsi  l'excès 
de  nos  formules  sur  l'observation  est  —  55",  5. 

La  précision  avec  laquelle  l'observation  chaldéenne  est  représentée 
par  la  théorie  donne  lieu  à  plusieurs  conséquences  intéressantes. 

La  première  est  qu'il  faut  bannir  les  équations  séculaires  de  la 
théorie  des  planètes.  La  comparaison  de  vingt-quatre  observations 
modernes  combinées  deux  à  deux,  et  respectivement  éloignées  de 
deux,  de  quatre  et  de  six  révolutions  de  Saturne,  nous  a  donné, 
dans  l'article  XLIV,  le  moyen  mouvement  sidéral  de  Saturne  égal  à 
43996,6179  dans  l'intervalle  de  trois  cent  soixante-cinq  jours;  l'ob- 
servation chaldéenne  donne  ce  mouvement  égal  à  48996",  5719.  Ces 
deux  résultats  ne  diffèrent  pas  de  ^  de  seconde.  En  fixant  donc,  par 
un  milieu,  ce  mouvement  à  43  996",  6,  on  ne  doit  pas  craindre  une 
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erreur  de  j  de  seconde;  d'où  il  suit  que  ce  mouvement  est  un  des 
mieux  connus  de  notre  système  planétaire,  et,  comme  il  représente 
sans  le  secours  d'une  équation  séculaire  les  observations  anciennes 
et  modernes  de  Saturne,  on  voit  que  cette  équation,  dont  j'ai  fait 
voir  autrefois  l'impossibilité  par  la  théorie,  est  pareillement  exclue 
par  les  observations. 

La  seconde  conséquence  est  que  les  comètes  n'ont  point  d'influence 
sensible  sur  notre  système  planétaire.  Saturne,  à  raison  de  son  éloi- 
gnement  du  Soleil,  en  aurait  éprouvé  des  dérangements  très  sensibles 
si  leurs  masses  étaient  comparables  à  celles  des  planètes;  et,  puisque 
la  seule  action  de  Jupiter  suffît  pour  rendre  raison  de  toutes  ses  iné- 
galités, l'action  des  comètes  est  nécessairement  très  petite.  Elle  pour- 
rait, cependant,  avoir  altéré  de  plusieurs  minutes  les  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  depuis  Hipparque  jusqu'à  nous,  sans  que  nous 
puissions  nous  en  apercevoir,  à  cause  du  peu  d'exactitude  des  obser- 
vations anciennes  et  des  mouvements  particuliers  des  étoiles  aux- 
quelles elles  se  rapportent  et  qui  ne  sont  pas  encore  connus.  Ainsi, 
l'influence  des  comètes  sur  notre  système  planétaire  est  un  de  ces 
phénomènes  astronomiques  dont  la  détermination  est  réservée  aux 
générations  futures;  les  observations  anciennes  nous  prouvent  seule- 
ment qu'elle  est  très  petite. 

Enfin,  la  troisième  conséquence  est  que  la  grande  équation  que 
nous  avons  introduite  dans  la  théorie  de  Saturne  est  fort  exacte;  car, 
pour  peu  que  nous  nous  fussions  trompés  sur  sa  valeur,  cette  erreur 
aurait  sensiblement  influé  sur  le  moyen  mouvement  de  cette  planète, 
conclu  des  observations  modernes,  et  nous  n'aurions  pas  trouvé  un 
aussi  parfait  accord  entre  ce  mouvement  et  celui  qui  résulte  de  l'ob- 
servation chaldéenne. 

XLVIIl. 

Considérons  présentement  les  observations  de  Saturne  faites  par 
Ptolémée.  M.  de  Cassini  a  rapporté  dans  ses  Éléments  d'Astronomie 
trois  oppositions  de  cette  planète  observées  par  cet  astronome;  mais 
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il  s*est  trompé  d'un  jour  sur  la  date  de  ces  observations.  M.  de  la  Lande, 
qui  les  a  réduites  avec  soin  au  méridien  de  Paris,  en  a  conclu  que  les 
longitudes  géocentriques  de  Saturne  étaient,  suivant  Ptolémée, 

h       m  s       o       , 

L'an  127.  26  mars.      4.14,  temps  moyen  à  Paris 6.   i.i3 

»     133.     3  juin.       2.  8,  »  8.  9.40 

»     136.     7  juillet.  22.  9,  »  9.14.14 

Dans  ces  observations,  Saturne  a  été  comparé  aux  étoiles;  mais  les 
positions  que  Ptolémée  attribuait  aux  étoiles  sont  défectueuses  :  le 
catalogue  des  fixes  de  cet  astronome  n'est  que  celui  d'Hipparque 
réduit  au  temps  de  Ptolémée  au  moyen  d'une  précession  des  équi- 
noxes  de  36"  par  année.  Or  on  suppose  que  le  Catalogue  d'Hipparque 
se  rapporte  au  26  septembre  de  Tannée  128  avant  notre  ère.  Ainsi, 
pour  rapporter  les  longitudes  précédentes  à  l'équinoxe  d'Hipparque, 
il  faut  en  retrancher  le  produit  de  36"  par  le  nombre  des  années 
juliennes  écoulées  depuis  le  26  septembre  de  l'an  228  avant  notre 
ère  jusqu'à  l'instant  de  chaque  observation.  Ces  longitudes  devien- 
dront ainsi 

s        o        ,       » 

5 . 28 . 40 . 17 

8.  7.   3.34 

9.  II .35.42 

Pour  les  rapporter  à  l'équinoxe  de  1750,  il  faut  connaître  la  quantité 
de  la  précession  depuis  Hipparque  jusqu'à  nous;  or,  en  prenant  un 
milieu  entre  les  positions  des  étoiles  observées  par  Hipparque  et  com- 
parées à  celles  du  Catalogue  de  M.  de  la  Caille,  M.  de  la  Lande  trouve 
que  la  précession  moyenne  depuis  cet  ancien  astronome  jusqu'à  nous 
est  de  i<'23'36"  par  siècle,  d'où  il  suit  que,  pour  rapporter  les  longi- 
tudes précédentes  à  l'équinoxe  de  1750,  il  faut  leur  ajouter  26^9' 25", 
ce  qui  donne  pour  ces  longitudes  ainsi  réduites  à  l'équinoxe  de  1700 

6.24.49.42 
9.  3.12.59 

10.  7.45.  7 

En  calculant,  d'après  les  formules  de  l'article  XL,  les  longitudes 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE.  207 

géocentriques  de  Saturne  pour  les  instants  des  trois  observations 
précédentes,  j'ai  trouvé  les  trois  longitudes  suivantes  : 

8  0,,, 

6.24.35.  r;t 

9.   3.14.22 

10.   7.34.  2 

Les  erreurs  de  nos  formules,  si  les  observations  étaient  exactes, 
seraient  donc  —  i4'3o",  + 1'23",  —  i  \'5".  Si  l'on  considère  l'incerti- 
tude des  déterminations  des  étoiles  par  Hipparque  et  celles  des  obser- 
vations de  Ptolémée,  on  voit  que  celles-ci  sont  représentées  par  la  loi 
de  la  pesanteur  avec  toute  la  précision  que  l'on  peut  désirer.  Cette 
précision  avec  laquelle  les  deux  plus  grosses  planètes  de  notre  sys- 
tème ont  obéi,  depuis  les  temps  les  plus  reculés  jusqu'à  nos  jours,  aux 
lois  de  leur  action  mutuelle,  les  grandes  inégalités  qui  naissent  de 
cette  action,  la  longueur  de  leurs  périodes  et  la  manière  simple  dont 
elles  expliquent  les  dérangements  singuliers  observés  dans  les  mou- 
vements de  Saturne,  et  dont  on  n'avait  pu  découvrir  ni  les  lois,  ni  la 
cause,  sont  un  des  objets  les  plus  intéressants  du  système  du  monde. 
Ainsi  ces  dérangements,  qui  semblaient  faire  une  exception  à  la  loi  de 
la  pesanteur,  en  deviennent  une  confirmation  frappante  et  ne  doivent 
plus  laisser  aucun  doute  sur  son  existence. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1786;  i; 


Ce  Mémoire  étant  une  suite  de  celui  que  j'ai  publié  dans  le  Volume 
précédent  ('),  je  conserverai  l'ordre  des  articles.  Dans  la  première 
Section  dé  ces  recherches,  j'ai  donné  la  théorie  analytique  des  pertur- 
bations de  Jupiter  et  de  Saturne  ;  dans  la  seconde  Section,  j'ai  appliqué 
cette  théorie  aux  mouvements  de  Saturne,  et  j'en  ai  tiré  des  formules 
qui,  comparées  aux  observations,  les  ont  représentées  avec  la  préci- 
sion dont  elles  sont  susceptibles.  J'ai  observé  cependant,  dans  l'ar- 
ticle XLVI,  que  la  théorie  de  Saturne  renferme  encore  trois  petites 
inégalités  sensibles,  dont  la  somme  peut  surpasser  une  minute,  et 
auxquelles  il  sera  nécessaire  d'avoir  égard  lorsque  l'on  aura  des  ob- 
servations très  exactes  et  calculées  avec  rigueur.  Il  était  à  désirer 
qu'un  astronome,  exercé  dans  ce  genre  de  calculs,  reprît  toutes  les 
oppositions  de  Jupiter  et  de  Saturne  observées  dans  le  dernier  siècle 
et  dans  celui-ci,  et  qu'il  les  discutât  de  nouveau,  en  y  appliquant  les 
corrections  dues  aux  mouvements  des  étoiles  et  à  leurs  positions  au- 
jourd'hui mieux  connues.  M.  de  Lambre  a  bien  voulu  entreprendre 
cette  discussion  pénible  et  délicate;  il  l'a  faite  avec  tout  le  soin 
qu'exige  l'importance  de  ce  travail,  et  je  reconnais  avec  plaisir  que,  si 

(')  Œuvres  de  Laplace,  t.  XI,  p.  95. 
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mes  recherches  sont  utiles  aux  astronomes,  c'est  principalement  à  lui 
qu'elles  devront  cet  avantage.  De  mon  côté,  j'ai  déterminé  les  petites 
inégalités  de  Saturne,  que  j'avais  d'abord  négligées,  et  j'ai  calculé 
avec  précision  celles  de  Jupiter.  En  comparant  ensuite  mes  formules  à 
un  grand  nombre  d'observations,  M.  de  Lambre  en  a  conclu  les  élé- 
ments elliptiques  des  orbites  de  ces  deux  planètes,  et  il  a  dressé  sur 
ces  formules  des  Tables  de  leurs  mouvements.  Ces  Tables  sont  unique- 
ment fondées  sur  la  loi  de  la  pesanteur;  je  n'ai  emprunté  de  l'obser- 
vation que  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration  des  équations  différentielles.  Je 
me  suis  astreint  à  cette  condition,  parce  qu'un  des  objets  les  plus 
intéressants  de  l'Astronomie  est  de  constater  de  plus  en  plus  l'accord 
de  la  théorie  avec  les  observations,  et  de  voir  si  des  causes  étran- 
gères à  notre  système  ne  viennent  point  en  troubler  les  mouvements. 
M.  de  Lambre  a  comparé  ces  Tables  à  toutes  les  bonnes  observations 
qu'il  a  pu  rassembler;  il  a  trouvé  le  plus  souvent  l'erreur  au-dessous 
de  trente  secondes,  et,  lorsqu'elle  a  surpassé  quarante  secondes,  la 
discussion  de  l'observation  a  fait  voir  qu'on  pouvait  lui  en  attribuer 
une  partie;  une  plus  grande  précision  entraînerait  des  calculs  im- 
menses. 

Ces  Tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  auront  besoin  d'être  retouchées 
dans  la  suite,  à  cause  de  quelques  inégalités  sensibles  dépendantes 
des  carrés  des  forces  perturbatrices,  et  auxquelles  je  n'ai  point  eu 
égard;  telle  est,  entre  autres,  une  petite  inégalité  qui  a  pour  argu- 
ment le  double  de  celui  de  la  grande  inégalité  de  Saturne;  son  coeffi- 
cient est  4-  3o"  pour  Saturne  et  —  i3"  pour  Jupiter.  J'ai  reconnu  pa- 
reillement que  les  quantités  de  l'ordre  des  carrés  des  masses  des  deux 
planètes  produisaient  des  variations  sensibles  dans  leurs  équations  du 
centre  et  dans  la  position  de  leurs  aphélies;  mais  j'ai  cru  pouvoir  les 
omettre,  parce  que  l'erreur  qui  en  résulte  est,  jusqu'à  présent,  insen- 
sible et  plus  petite  que  l'incertitude  qui  reste  encore  sur  la  masse  de 
Saturne  et  sur  le  coefficient  de  sa  grande  inégalité.  J'ai  trouvé  (ar- 
ticle XXXV)  ce  coefficient  de  48'44"  pour  le  milieu  de  ce  siècle,  mais. 
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comme  je  n'y  suis  parvenu  que  par  approximation,  en  négligeant  les 
cinquièmes  puissances  des  excentricités,  je  ne  puis  pas  répondre,  k 
une  demi-minute  près,  de  sa  valeur.  Au  reste,  il  sera  facile  de  déter- 
miner, par  l'analyse  de  la  première  Section,  les  inégalités  sensibles 
qui  dépendent  des  carrés  et  des  produits  des  masses  perturbatrices, 
lorsque  les  observations  en  auront  fait  sentir  la  nécessité. 

M.  de  Lambre  se  propose  de  publier,  à  la  suite  des  nouvelles  Tables 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  la  discussion  des  observations  modernes  de 
ces  deux  planètes  et  leur  comparaison  avec  ces  Tables;  je  me  con- 
tente d'y  renvoyer  ceux  qui  désirent  de  voir  jusqu'à  quel  point  la 
théorie  de  Jupiter  satisfait  aux  observations  modernes;  mais  je  la 
compare  ici  avec  les  observations  anciennes,  et  je  fais  voir  qu'elle  les 
représente  aussi  exactement  qu'on  peut  le  désirer.  Trente-deux  oppo- 
sitions modernes  de  Jupiter,  comparées  deux  à  deux,  et  respective- 
ment éloignées  de  cinq,  de  dix  et  de  quinze  révolutions  de  cette  pla- 
nète, m'ont  donné  son  moyen  mouvement  sidéral  égal  à  3o°i9'4i", 5, 
dans  l'intervalle  de  365  jours.  L'observation  de  Jupiter,  la  plus  an- 
cienne et  la  meilleure  que  Ptolémée  nous  ait  transmise,  et  qui  se 
rapporte  à  l'an  240  avant  notre  ère,  conduit  exactement  au  même 
résultat.  Le  moyen  mouvement  de  Jupiter  est  donc  uniforme  comme 
celui  de  Saturne,  et  les  équations  séculaires  doivent  être  bannies  de 
la  théorie  de  ces  deux  planètes. 

XLIX. 

Addition  à  la  théorie  de  Saturne. 

Les  trois  inégalités  dont  j'ai  parlé  dans  l'article  XLVI  dépendent 
des  angles 

^n't  — nt-\-^i'—z,     int  —  Zn't-\--it  —  lt'ei    nt  —  n' t -h  s  —  e'. 

Je  vais  donner  ici  le  calcul  de  ces  inégalités;  je  commence  par  celle 
qui  a  pour  argument  l'angle  3n't  —  nt-\-  3e'—  e. 
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Pour  cela,  je  reprends  l'équation  (lo)  de  l'article  VII,  en  y  chan- 
geant les  coordonnées  de  Jupiter  dans  celles  de  Saturne,  et  récipro- 
quement; si  l'on  représente  par  Q cos (3 n't  —  nt-\-  3 1'—  s.  -\-  A)  un 
terme  de  R  dépendant  de  l'angle  dont  il  s'agit,  l'équation  (lo)  de- 
viendra, relativement  à  ce  terme, 

O  =  ^^ H — - 

j— [2e' cos {n't -h  e'—rs')  —  |e'='cos2(/i'i  4- e'— gt')] 

-+-  n'^  L^,^  ^a'Q  -\-  a'^^]  cos{3  n'  t  -  nt  -h  Se'-  £  ^  k). 

En  substituant,  au  lieu  demBr',  sa  valeur  trouvée  dans  l'article  XXXIV, 
et  en  ne  conservant  que  les  termes  dépendants  de  l'angle 

Sn't  —  nt-\-t' — g, 

on  aura 

md^ir'èr')       mn'^r'dr' 

o  =  ^^ -h  

a'-'df'  a'-' 

n'^e' 
H 7-o,oo536o5  s'm{S n' t  —  nt  -h  3e'— e  —  cj'—  77o5o'46") 

5       e'^ 
-+-  y/i'^— 7  0,oo8i435cos(3«'i  —  nt-{-  3e'— e  —  2xs') 

[^        a  ' 

4-  n'^m  (  3^^7^«'Q  +  «'^  ^  j  cos(3/i'i  —  nt-^Sz'—e-^  A), 

d'où  l'on  tire 

mr'^r'  —  n'^  e'  ^,     ^ 

a'i     =      {n  —  2n')  (4n'-  n)  ^  o,oo536o5  sin(3«'^  -  nt -h  3e'—  e  -  rn'—  77050' 46") 

5n"- 


X 


X 


4(/i-2/.')(4/.'-/.)  ^  0,00081435  cos(3«'^  -  «^+  3e'- e  -  2ct') 

~mn'^  (     6/i'         ^  <)0\ 

(«-2n')(4«'-/^)V3"^^^:^^^  +  ^"d^j^°'(2'^''-'^^  +  3^-^  +  A)• 


THÉORIE  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE.  315 

La  formule  (9)  de  l'article  VII,  transportée  à  Saturne,  donnera  ainsi 

^^»=  [Z  -  in-l^'mn^-n)]  i  «'^«^^^«^  ^«^^^'^'^ "  '''  +  ^e'-  e  -  .,'- 77050' 46') 

r         5n'(3n'-n)  ne"         o   /o^    •    /,    ,  o,  _/x 

-+-     —, ,,  ,  .    , r — 7  0,0081435  sin( 3 n'^  —  nt-\-  3e'— e  —  ani') 

|_2(/i  —  2n')  (4/i  —  n)        1  \  a'  ^ 

■^      r^L(3«'-'î)*       (/i-2«')(4n'-n)J 

/«'^Q  r       '*'                    «'(3«'— n)        1)    .    ,,    , 
-l-2a'*-r^,    y-; h ^  ,,  ,,    / r     sin(3«'i  — ni4-36'— e-t- A), 

d'où  l'on  tire,  en  négligeant  les  termes  insensibles, 
m^v\  —  —  5^9  cos(3n'i  —  nt  +  3e'—  e  —  xs'—  77«5o'46'') 

H-  m (  5o,o8i  I  a'Q  +  5,28o5a'2  -^  J  sin(3/i'^  —  nt  +  3e'—  e  -f-  A). 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  Q  et  A.  Pour  cela,  j'observe  que  la 
partie  de  R  qui  dépend  de  l'angle 

Zn'  t  —  «^  +  3  e' —  e 

peut  être  mise  sous  cette  forme 

Rr=     N'o^e'^  cos(3«';— /i^  +  3e'— e  — 2Cî') 

+  N(*>ee'cos(3«'^  — «i  +  3e'— e—    ts  —  ts') 
-+-N(*)e*  cos(3/i'i  — «<  +  3e'— e  — 2C[t) 
-+-N^»)y«  cos(3n'^  — /iiH-3£'— e  — 2n), 

et  l'on  trouve 


8a2        8     j         4       Ja         8        da} 

^     dhf  d'Ul' 

a'N(*5=  5  6'«'+-a-j^  +  'a^^-f-, 

^         2       aa         4        "«^t* 

.     dhf  d'^bf 

^^^     —  8     1         4  ^a        8         rfa» 


<i'N(»)  =  -^a6'3'. 


On  a  ensuite  généralement,  Q  étant  une  fonction  homogène  de  a  et 
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de  «' de  la  dimension  —  I, 

""    da'-      ""^       ^^      doc 


a 


Au  moyen  de  ces  équations  et  des  valeurs  de  b\*\  U^\  ...  et  de  leurs 
différences,  données  dans  l'article  XXX,  j'ai  trouvé 

a'Nf»)  =  —  1,161936, 
a'W^  =  3,054469, 
a'W^)  z:=  — 0,935400, 


da' 


a'NW  + 5,376964, 


a"-  -^  =:-  a'N(»)  +  8,173767, 
a"-  ^^  =  -  a'N(«)  +  3,421042  ; 

en  négligeant  donc  les  termes  multipliés  par  y^  et  qui  sont  insen- 
sibles, on  aura 

m  èv\  zzz—  i4",479  sin(3«'/  —  nt  +  3e'—  s  —  ivs') 

+  49", 057  'àin {Z n' t  —  nt-\-  3e'—  e  —    rs  —  w') 

—  10", 685  sin(3n'«  —  nt  -+-  3e'—  e  —  2gt) 

^  5",9     cos(3/i'/  — wf  4- 3e'— e—    cr'- 77^50' 46"). 

En  substituant,  au  lieu  de  u  et  de  cy',  leurs  valeurs,  et  en  réduisant 
ces  différents  termes  dans  un  seul,  on  aura 

m  5p',  =  —  49", 579  sin(3n' ?  — /iZ  4- 3e'— e  +  88020' 19"). 

L. 

Considérons  présentement  l'inégalité  dépendante  de  l'angle 

2nt  —  3/i'^-H26  —  3  e'. 

Les  quantités  du  premier  ordre  nous  ont  déjà  donné  une  inégalité  de 
cette  nature,  et,  pour  en  retrouver  une  semblable,  il  faut  avoir  égard 
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aux  quantités  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  aux  cubes  et  aux  pro- 
duits de  trois  dimensions,  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites.  Ces  quantités  sont  très  petites  par  elles-mêmes;  mais  on  a  vu, 
dans  l'article  XXVI,  que  les  termes  du  second  ordre  qui  dépendent 
de  l'angle  int  —  [\n!t  +  2e  —  [\€ ,  étaient  fort  sensibles  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  de  Saturne,  à  cause  du 
très  petit  diviseur  5/^'—  in  qu'ils  acquièrent  par  les  intégrations.  Ces 
termes  peuvent  donner,  par  leurs  combinaisons  avec  l'équation  du 
centre  de  cette  planète,  une  inégalité  sensible  du  troisième  ordre, 
dépendante  de  l'angle  2/i«  —  3/^'/ +  2£  —  3e';  c'est  cette  inégalité 
que  nous  allons  déterminer. 

Soit  H  cos(2/2^  —  [\n't  -4-  2£  —  [\i-^  B)  la  partie  de  -7  qui  dépend 

de  l'angle  int  —  [\n't  -\-  it  —  4e',  le  coefficient  H  renfermant  le  divi- 
seur ^n!  —  m.  Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  du  troisième  ordre  qui 
ont  ce  diviseur  et  qui  dépendent  de  l'angle  int  —  Zn! t  -\-  it  —  3e', 
l'équation  (10)  de  l'article  VII  donnera,  en  y  changeant  les  coordon- 
nées de  Jupiter  dans  celles  de  Saturne,  et  réciproquement, 

0=:  — \.,  ,  ,  '  -\ 7^—  —  f /i'«e'Hcos(2ni  — 3«'i+  2e  ~  Se'— gj'+B), 

partant 

r' ^r'  —^n'^e'U 

— jT-  =  ; V-7T5 -R  cos{2nt  —  Zti't  +  2£  —  3e'—  cj'-f-  B). 

a'^  {2/1  —  an' )^ — n^ 

La  formule  (9)  du  même  article,  transportée  à  Saturne,  donne,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  termes  du  même  genre, 

^    /  fl  3/i'(2n  —  3n')     1     ,Tr     •      /  r,      ,  r,    ,  ,        r»v 

àv\—     -  -+-  . ^  „    ,,, VJe  Hsin(2«i— 3/i'f  +  2e  — 3e'— gj'-hB); 

'       L2        (2/i  —  6  n'y — n'^}  ^ 

or  on  a,  à  très  peu  près,  m  =  5/i'.  On  aura  donc 

m  0^1=  2/?iH|e'sin(2nf  —  3/i'^+  2e  —  3e' — gi'h-  B); 

mais  on  a,  par  l'article  XXXVII, 

2/nH  =  io'i3'',         B- i»25«»52'i9'. 

OEuvres  de  £.  —  XI.  a8 
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On  a  d'ailleurs,  par  l'article  XXIX, 

C7'z=:8^28°7'24",         e'=:  o,o56263  ; 
on  aura  donc 

m  ôp'i  =  43"cos(2«f  —  3/i'^  +  2e  —  3e'+  57°44'55"). 

Cette  inégalité  résulte  des  variations  de  l'excentricité  et  de  l'aphélie 
de  Saturne,  qui  dépendent  de  l'angle 

5n' t  —  int  -h  5e' —  2e; 

en  effet,  nous  avons  vu,  dans  l'article  XXVIII,  que  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude  de  Saturne,  qui  ont  pour  argument 

l'angle 

2nf  — 4«'^4- 2e  —  4e'> 

pouvaient  être  considérées  comme  étant  dues  à  ces  variations  ;  en 
sorte  que,  si  l'on  nomme  ^e'  et  §cy'  ces  variations  de  l'excentricité  et 
de  l'aphélie  de  Saturne,  la  variation 

—  2èe'  sin{n't  -+■  e'  —  tts' )  -{-  2e'  drs'  cos{ n't  -\-e'  —  rn') 

du  terme 

—  2  e'  sin  (n'  t-\-£'—  xs'  ), 

qui  exprime  l'équation  du  centre  de  Saturne,  est  représentée  par  le 

terme 

—  io'i3"  sia{2nt  —  [\n' t  -h  2e—  4e'+  55°52'i9"), 

que  renferme  la  valeur  de  m  §/. 

La  comparaison  de  ces  deux  quantités  donne 

2Ôe'=io'i3"cos(2/i«  — 5n'i+  2e  —  Se'  +  cj'-h  55«52'i9), 
—  2e'ôcT'=:io'i3"  sin(2ni  —  hn' t-\-  2e  —  5e'+ cj'4- 55'»52'i9). 

Maintenant,  l'expression  du  mouvement  elliptique  renferme  le  terme 

4-|e'*sin(2/i'i  H-  2e'—  2ct'), 
et  la  variation  de  ce  terme  est 

|e'ôe'sin(2/i'f  +  2e'—  2gj')  —  |e'^  ôgt' cos(2/i'^  +  2e'—  2w'); 
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en  substituant  au  lieu  de  Se'  et  de  e'Bts'  leurs  valeurs,  cette  variation 
deviendra 

|e'io'i3"sin(2/ii  — 3n'f  +  2e  — 3e'  — cj'+55»52'i9") 
ou 

43"cos(2/if  — 3/i'iH-2e-36'  +  57<'44'55"), 

ce  qui  est  l'inégalité  que  nous  venons  de  déterminer. 
Si  l'on  réunit  cette  inégalité  à  celle-ci 

—  35''cos(2«f  —  3/i'i  +  2£  — 3e'4-27<'3o'), 

que  nous  avons  trouvée  dans  l'article  XXXIV,  on  aura,  pour  la  partie 
de  mBv\  qui  dépend  de  l'angle  2.nt  —  3n't-+-  21  —  3e', 

môf^'i^r— 2i",8sin(2n«  — 3n'<4-2e  — 3e'+2i°5o'35"). 

LI. 

Considérons  enfin  l'inégalité  qui  dépend  de  l'angle 

nt  —  n'  t  -+-  £  —  e'. 

Nous  avons  vu,  dans  l'article  XXXII,  que  les  quantités  indépen- 
dantes des  excentricités  des  orbites  donnent,  dans  l'expression  de 
m^v\,  une  inégalité  de  cette  nature,  qui,  réduite  en  secondes,  est 

égale  à 

-+-y,5sm{nt  —  n't-i-e  —  s'). 

Pour  en  retrouver  une  semblable,  il  faut  recourir  aux  quantités  du 
second  ordre.  Ces  quantités  sont  très  petites  par  elles-mêmes;  mais, 
comme  le  rayon  vecteur  de  Saturne  renferme  une  inégalité  considé- 
rable du  premier  ordre  qui  dépend  de  l'angle  ni  —  2n't  -h  i  —  22', 
cette  inégalité  peut,  en  se  combinant  avec  l'équation  du  centre 
de  cette  planète,  donner  un  terme  sensible  dépendant  de  l'angle 
nt  —  n't  -h  E,  —  t';  c'est  d'après  cette  considération  que  nous  allons  l«^ 
déterminer. 

Reprenons  pour  cela  l'équation  (10)  de  l'article  VII,  en  y  changeant 
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les  coordonnées  de  Jupiter  dans  celles  de  Saturne,  et  réciproque- 
ment; si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  considération  précédente,  on  pourra 
négliger,  dans  cette  équation,  les  termes  2/ d'R  et  r'  -^,y  ce  qui  la 
réduit  à  celle-ci 

Si  l'on  ne  considère  dans  m  S/  que  la  partie  qui  dépend  de  l'angle 
nt  —  2n't-\-t  —  £',  et  qui,  par  l'article  XXXIV,  est  égale  à 

o,oo536o5  sin(rti  —  2«'i  -+-  e  —  25'  +  77o5o'46"), 

on  aura,  en  ne  conservant  que  le  terme  qui  dépend  de  l'angle 
nt  —  n'  t  -\-  z  —  t' y 

md'ir'dr')       n'^mr'àr' 


0  = 


a'2  dt^ 


n'^e' 


a 
d'où  l'an  tire 

mr'èr'  —  n'^ 


^  o,oo536o5  ^\n{nt  —  n't-he  —  e'  —  cj'h-  77°5o'46''), 


— ;-  -;0,oo536o5  sin(n^  —  n't-hs  —  e'—  ci'+  77°5o'46''). 

n{n  —  2n')  a' 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (9)  de  l'article  VII,  rap- 
portée à  Saturne,  et  que  l'on  néglige  les  quantités 

3a'  fn dt  Td'R     et     ia'  in' dt r' ^,, 

pour  n'avoir  égard  qu'à  ce  qui  dépend  de  la  considération  que  nous 
venons  de  faire,  on  aura 

;,^a>';^-r-  +  -^'f^''~'''M-,o,oo536o5cos(/if-/i'^+£-s'-CT'+77''5o'46'0; 
^  La       n(n  —  in')\a' 

or,  on  a,  à  fort  peu  près,  n  =  \n' ,  partant 

mô</,  =  — i8",9COs(/ii  —  n'^  +  g  — e'  — cj'+77''5o'46"). 

En  réunissant  cette  inégalité  à  celle-ci 

4- 3",5  sin(nf  — /l'f  +  6  —  e'), 
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on   aura,   pour  la   partie  entière  de  mo{>\   qui  dépend  de  l'angle 

ni  —  n't  +  £—£', 

mèi>\z=z  2o"s\n(  nt—  n't -he  —  e'+ 69'>38'4o"). 

LU. 

Nous  allons  maintenant  reprendre  les  inégalités  que  nous  avons 
déterminées,  pour  leur  donner  plus  de  précision.  Nous  avions  d'abord 
négligé  le  terme  de  ^v\  qui  dépend  de  l'angle  3nt  —  3n't  -f-  3s  —  3s', 
quoique  nous  l'eussions  déterminé  dans  l'article  XXXII;  en  y  ayant 
égard,  il  en  résulte  dans  mSi^\  l'inégalité 

—  6",6  sin3(/i<  —  n't-he  —  e'). 

On  peut  ensuite  rendre  plus  exacte  l'inégalité  dépendante  de  l'angle 
2.nt  —  [\T}! t  H-  2£  —  [\z' ,  par  les  considérations  suivantes.  Par  la  mé- 
thode qui  nous  a  conduit  à  cette  inégalité,  nous  n'avons  déterminé 
que  les  termes  qui  ont  5«' — nn  pour  diviseur.  Pour  avoir  égard  aux 
autres,  désignons  par 

Q  C0S(2/l^  —  4^'^-H  2£  —  4s'-|-  B) 

la  partie  de  R  qui  dépend  de  l'angle  int  —  [\n' t  -\-  it  ~  [\^ \  la  for- 
mule (lo)  de  l'article  VII  transportée  à  Saturne  donnera,  en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  dépendants  de  cet  angle, 

d^ir'àr')        n'^r'dr'  dr' 

o=  — \^  -\ -2 n'^'— f  [2e'  cos{ n't -h  e'  —  rs')  —  f  e'^cos {2 n' t-i-  2 e'  —  2 xs')] 

Ce      Cl/  6  Ct  Cil 


-h 


^'^  i'^'^W  ~  n  —  ln'  ^'^)  ^^^(^'^^  -  ^^'^  4-  2s  -  4e'4-  B). 


La  valeur  de  — ^j  dans  les  deux  termes  qui  sont  multipliés  par  l'ex- 
centricité et  par  son  carré,  ne  doit  renfermer  que  les  quantités  indé- 
pendantes des  excentricités  et  celles  qui  ne  dépendent  que  de  leurs 
premières  puissances,  puisque  nous  n'avons  égard  ici  qu'aux  carrés  et 
aux  produits  deux  à  deux  des  excentricités;  on  trouvera,  cela  posé. 
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que  la  partie  de  l'équation  différentielle  précédente  qui  est  multipliée 

e'  èr' 
par  — r-  est  insensible  relativement  à  celle  qui  dépend  de  Q;  en  la 

négligeant  donc,  on  aura 

— JT-  =  7F-7 TT Q— Tn    ~ — ,«  Q  — «^-Ti     cos(2/i^  — /in'<  +  2e  — 4e'+B) 

a'^  {5n'  —  2n){2n  —  ôn')\n  —  2n'  da' )         \  ->  -,  , 

et,  par  conséquent, 

'  \_{5n'—2n){2n  —  ôn')\n  —  2n'  oa'J 

f^'^  I  r^  ^  /o  ^Ql     •       /  f       ,  fin. 

— — j—^  a  Q  H -, — -,a^  -~~    sin(2nf  — 4n'f+2a— /js'+B). 


(2/1  —  (\n'Y  211  —  [\n'       da' \ 

Or  on  a 

2n=zon' —  TT-) 
do 

ce  qui  donne,  à  fort  peu  près, 

La  valeur  de  mSv\,  que  donne  la  méthode  de  l'article  XXVI,  est 

—  2/1  m  fg^iQ_^!2  ^  )  sin(2/îf  —  4/i'^  +  2£  — 4e'4-B). 
on' — 2n\  da  J 

On  voit  ainsi  qu'il  faut  augmenter  cette  valeur  de  j^,  à  fort  peu  près.  Il 
faut  l'augmenter  encore  parce  que  B  n'est  pas  rigoureusement  constant; 
on  a  vu,  dans  l'article  XXXVII,  qu'il  est  égal  à  55°52'i9"+ï.42",8834; 
le  diviseur  5/i'—  in  se  trouve,  par  là,  diminué  d'environ  ^,  et  par 
conséquent  l'inégalité  est  augmentée  de  sa  35^  partie.  L'accroissement 
total  de  cette  inégalité  est  donc  à  peu  près  de  ^,  ce  qui  la  rend 
égale  à 

_(io'5i"  — i.o",oi6o698)sin(2/î^— 4/i'i  +  2Ê  — /ie'  +  55°52'i9"+f.42",8834). 

Le  coefficient  de  la  même  inégalité,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
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teur,  doit  être  augmenté  à  peu  près  dans  le  même  rapport,  ce  qui 
donne,  pour  l'expression  de  cette  partie  de  mBr', 

4-o,oi5o372  cos{2nt  —  ^n't  4-  ae  —  4e'4-  SSoSa'ig"-!- i.4a'',8834). 

Quant  à  la  grande  inégalité  de  Saturne,  elle  répond  si  bien  aux  obser- 
vations que  nous  ne  croyons  pas  devoir  y  toucher.  Peut-être,  après 
plusieurs  siècles  d'observations  précises,  on  sera  forcé  de  revenir  sur 
cet  objet  et  de  pousser  l'approximation  plus  loin,  en  ayant  même  égard 
aux  carrés  et  au  produit  des  masses  perturbatrices  ;  mais,  ces  termes 
étant  presque  insensibles  dans  l'espace  d'un  siècle  et  se  confondant 
avec  les  éléments  elliptiques  du  mouvement  de  Saturne,  nous  nous 
dispenserons  de  les  considérer.  Nous  observerons  seulement  qu'il  sera 
facile  de  les  déterminer  d'après  cette  considération,  qu'ils  ne  peuvent 
devenir  sensibles  qu'au  moyen  des  grandes  inégalités  déjà  détermi- 
nées, et  qui,  en  se  combinant  avec  les  termes  dépendants  des  masses 
perturbatrices,  peuvent  en  produire  de  sensibles  parmi  les  termes 
dépendants  des  carrés  et  des  produits  de  ces  masses.  Au  reste,  on 
donnera  plus  de  précision  aux  inégalités  de  Saturne,  si,  au  lieu  d'em- 
ployer dans  leurs  arguments  les  longitudes  moyennes  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  on  fait  usage  de  ces  longitudes  corrigées  par  les  deux  grandes 
inégalités  de  ces  planètes. 

Cela  posé,  M.  de  Lambre  ayant  rectifié  les  éléments  elliptiques  de 
Jupiter  et  de  Saturne  par  la  comparaison  de  cent  trente-deux  opposi- 
tions discutées  avec  le  plus  grand  soin,  j'en  ai  conclu  les  formules  sui- 
vantes pour  déterminer  le  lieu  de  Saturne. 

LUI. 

Formules  pour  déterminer  le  lieu  de  Saturne. 

On  déterminera  la  longitude  moyenne  n't  -+- 1'  de  Saturne,  rap- 
portée à  l'équinoxe  fixe  de  1750,  en  ajoutant  à  ^* m^  10' 2.0."  le  moyen 
mouvement  sidéral  de  Saturne  depuis  le  commencement  de  1750,  à 
raison  de  12°  12' 46", 6  pour  un  intervalle  de  365  jours.  On  pourra, 
dans  la  détermination  de  cette  longitude,  faire  usage  des  Tables  de 
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Halley,  réduites  au  méridien  de  Paris,  en  déterminant  par  ces  Tables 
la  longitude  moyenne  de  Saturne  et  en  lui  ajoutant  la  quantité 

53' 58" -i.  34",  88, 

«étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  le  commence- 
ment de  1730. 

On  déterminera  pareillement  la  longitude  moyenne  nt-\-tde  Jupiter, 
rapportée  à  l'équinoxe  fixe  de  1750,  en  ajoutant  à  o^3°42'29"  le  moyen 
mouvement  sidéral  de  Jupiter  depuis  le  commencement  de  1750,  à 
raison  de  3o°  i9'4i">  5  pour  un  intervalle  de  365  jours.  On  pourra  faire 
usage  des  Tables  de  Halley  pour  déterminer  cette  longitude,  en  calcu- 
lant par  ces  Tables  la  longitude  moyenne  de  Jupiter  et  en  lui  ajoutant 

la  quantité 

_  2 2' 48" -i. 56", 63. 

On  déterminera  ensuite  9'  etç  au  moyen  des  équations 

n't+e'-  (48'44"     -  i.o",i)  sm{5n't  -  2nt -h  5s' —  2e -i-  5''34'8"-  i.58",88), 

«<  +e  4-  (2o'49",5  —  i.o",o42733)sin(5/i'i  —  2nt  +  5e'—  2e  4-  5°34'8"—  ï.58",88); 

enfin  on  déterminera  l'angle  cj'  par  la  formule 

cj'=:  8«28°9'7"4-  L  i5", 81975. 

Gela  posé,  la  longitude  de  Saturne  comptée  sur  son  orbite  de  l'équi- 
noxe mobile  sera 

/.5o",25  +  9'— (23i84",3  — i.  i",i)sin   (9'— gt') 
-+-   (8i4",  I  —  ï.o",077)        sin2(9'~cj') 

—  39",7sin3(9' —    gt') 
+         2",2  sin4(cp'-"    cj') 

+       20"     sin    (9—    9'+ 69038' 4o") 

—  3i'',5sin2(9 —    9') 

—  6",6sin3(9  —    9') 

4-  6' 59",  3  sin  (2  9'—    9  4-i5°  o'57"-f.i4'',2i5) 

—  2i",8sin(29  —  39'+2i°5o'35") 
-+-  II"     COS9 

—  49",6sin(39'—    9+88°2o'i9") 

-io'5i"     sin(29— 49'+55°52'i9"+i.42",88534). 
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Le  rayon  vecteur  de  Saturne  sera 

9,559709  +  (0,535768  —  i.  0,00002547)  ces  (©'  —  gt') 

—  o,oi5o47  ces 2 ( <p' —  Bï' ) 
+  o,ooo636   cos3(9'— cj') 

—  0,000082  cos4(9'  —  ts') 
H- 0,0081435  ces  (9 — 9') 
+  0,00 1 383o  ces  2  (  9  —  9'  ) 

-+-  o,oo536o5  sin  (   9  —  2  9'  4-  77° 5o' 46"  ) 
4-o,oi5o3^2C0s(2  9  —49'+  55°52'i9"-i-  f,42",8834). 

La  longitude  du  nœud  ascendant  de  Saturne,  rapportée  à  l'écliptique 
vraie  et  à  l'équinoxe  mobile,  sera 

3«2i°3o'22"+f.3i",6; 
enfin  l'inclinaison  de  son  orbite  sur  l'écliptique  vraie  sera 

2°29'55''— i.o",i6. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  formules,  d'avoir  la  longitude  et  la 
latitude  géocentrique  de  Saturne  pour  un  instant  quelconque;  elles 
servent  de  fondement  aux  nouvelles  Tables  de  cette  planète  que 
M.  de  Lambre  a  construites  :  j'ai  seulement  changé,  pour  la  commo- 
dité du  calcul,  le  terme  du  rayon  vecteur 

+  o,oo536o5sin(9  —  29'+  77°5o'46(') 

dans  celui-ci,  qui  en  diffère  peu, 

-H  o,oo536o5  005(29'—  9  -t-  i5°o'57"—  i.  i4'',2i5). 

Par  ce  léger  changement,  les  arguments  du  rayon  vecteur  deviennent 
les  mêmes  que  ceux  de  la  longitude.  Les  formules  précédentes  pour- 
ront être  employées  sans  erreur  sensible  dans  l'intervalle  d'un  siècle, 
soit  avant,  soit  après  1750.  Pour  des  siècles  éloignés,  on  fera  usage 
de  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  l'article  XL,  en  observant 
que  l'excentricité  de  Saturne  était,  en  lySo,  égale  à  0,0562226. 

OEuvres  de  L.  —  XI.  29 
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SECTION  TROISIÈME.' 


THEORIE    DE   JUPITER. 


LIV. 


Nous  suivrons,  pour  déterminer  les  inégalités  de  Jupiter,  le  même 
procédé  qui  nous  a  servi  pour  avoir  les  inégalités  de  Saturne.  En  sub- 
stituant donc  dans  les  expressions  analytiques  de  m  et  de  V  de  l'ar- 
ticle IX  les  valeurs  numériques  des  éléments  de  Jupiter  et  de  Saturne 
que  nous  avons  données  dans  l'article  XXIX,  on  trouve  d'abord,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  indépendantes  des  excentricités  des 

orbites, 

^''  /     fi 

—  =  —  0,040040 

a 

+  0,436670008    {nt  —  n' t -h  £  —  e') 

—  r,869i25  C0S2(ni — n't-v-t  —  t') 

—  0,194915  cos3(«i — II' t -[- B  —  e') 

—  o,o5o484cos4(«^  — «'^  + s  —  s') 
• 1 

ôc  =  —  1,347117  sin  {nt  —  n' t -\- e  —  s') 
-t- 3,325964  sin  2 («^  —  n' t -\- t  —  s') 
-H  0,277593  sin  3 (ni  —  n't-\-£  —  s') 
-h  o,o63847  sin4('î^  —  n't-\-z  —  e') 
+ 

Pour  avoir  égard  aux  inégalités  dépendantes  des  excentricités  des 
orbites,  on  fera  «  successivement  égal  à  i,  2,  3,  ...,  —  i,  —2,  ... 
dans  les  valeurs  de  m,  et  de  V,  de  l'article  X,  et  l'on  trouvera,  dans  la 
supposition  de  i  ==  i , 

—  =      1,067001e  cos(«'^  +  e' — CT  ) 
—  o,5646i4e'cos(/i'i  +  e'  —  xs'), 

ôp  = —  2,912268e  sin  {n' t  -\-z' —  cr  ) 
+  2,8o42i4e'  sin  (/l'f  +  e' —  m'); 
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dans  la  supposition  de  i=  2, 

—  =        3,921972e  cos (2 n'^  — ni  4-2  £'— 2  — GJ  ) 

—  1,936758e' cos(2n'/  —  nt  -h  2e'— e  — ct'), 

dv  =z      46,83 1 1 83 e  sin  (  2  n'  i  —  /if  -1-  2  e'  —  e  —  cr  ) 

—  16,383921  e'sin  {in' t—  nt -+■  it'  —  e  —  ni'); 

dans  la  supposition  de  i=  3, 

èr 

—  =        6,179689e  cos(3n'i  —  2nt-h3e'—  2£  —  Tx!  ) 

—  io,3843i8e'cos(3/i'i  —  2nt -h  3s' —  2e —  vj'), 

èv  =      i5,o4255oe  s\n{3n't—  2nt  -hSe'—  2e  — cj  ) 

—  24,582706e' sin  (3/i'i—  2nt-+-  3e'—  25  —  cr'); 

dans  la  supposition  de  i=  4, 

—  =—  1,689958e  cos(4«'^—  3/i<-f-4e'—  3e  — 5T  ) 

H-  2,781392e'  cos(4«'<  —  3/ii  -+-  4e'—  3e  —  m'), 

di>  =r— 2,68i6i5e  sin{^n't  —  3nt-h  ^e'—  3s  — rs) 
4-  4,52i536e'  sin  {/\n't  —  3nt  +  4e'—  3e  —  zs'). 

Je  n'ai  pas  poussé  plus  loin  les  approximations  relatives  aux  valeurs 
positives  de  i,  parce  que  les  termes  suivants  sont  presque  insensibles. 

En  faisant  successivement  «  =  —  i ,  «  =  —  2,  . . . ,  on  trouve,  dans  la 
supposition  de  ?  =  —  1 , 

—  rr:  —  0,777084e   C0S(2/li  —  n'  t  -\-  2t  —  e' —  TS  ) 

—  0,102748e'  cos(2/ii—  n' t  4-  2e  —  e'-  cj'), 

àv  :=      1,762156e  sin  (2nf  —  n't-h2£  —  e' — nr  ) 
-+-  o,i65o32 e'sin  {2nt  —  n' t  ■+-  2e  —  s'—w'); 

dans  la  supposition  de  i=  —  2, 

èr 

—  =:      1,807069e  cos(3nt —  2n't-\-  3e  —  2e' — vs  ) 

—  0,075906e'  cos(3ni  —  2/i'i  4-  3e  —  2e' —  cr'), 

èv  =^ —  4>357375e  sin  {3nt  —  2/1' t  -+-  3s  —  2e' —  ns  ) 
4-  o,io2o55 e'sin  {3ne  —  2n'i  4-  3e  —  2e'  —  ©'). 

Les  suppositions  suivantes  donnent  des  résultats  insensibles. 
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LV. 

Si  l'on  multiplie  par  ml  chaque  valeur  de  §(^,  que  l'on  réduise  en  un 
seul  les  deux  termes  de  '^v  correspondants  à  une  même  supposition 
sur  i\  enfin  si  l'on  évalue  les  coefficients  de  chaque  terme  en  secondes 
de  degré,  on  trouvera,  en  rassemblant  tous  ces  termes, 

m'hv  =  —  82",737sin  {nt  ^  n'  t -v  z  — t') 
-h  2o4",  272  sin2(7i<  —  n't-\-z  —  e') 
+  i7",o49sin3(ni  — /i'^  + e  —  e') 
4-  3",92i  sin4(/î< — nJt-\-t  —  e') 
-4-    ii",558sin(n'i+e'+45°4') 

—  i38",369sin(2/i'i—    nt-\~ii'~    £H-i3°33'7") 

—  87",369sin(3w'f  — 2««  +3e'— 2£  H-6i°59'48") 
+    i5",994sin(4«'i— 3/1^  +  4s'— 3s  +  62°5i'i9") 

—  5",358sin(2Ai«  —    n't-^it—    e'+ 16°   i'27") 

—  i2",8i8sin(2/i'<  — 3/ii  +26'— 3s  +    8°3o'i5''). 

Ces  différentes  inégalités  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  tous  les 
siècles  :  leurs  coefficients  et  les  angles  constants  renfermés  sous  le 
signe  sin  varient  à  raison  de  la  variabilité  des  éléments  des  orbites 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  Les  inégalités  qui  dépendent  de  l'angle 
nt  —  Ti!t-\-t  —  €  et  de  ses  multiples  sont  toujours  les  mêmes;  nous 
n'aurons  égard,  parmi  les  autres  inégalités,  qu'aux  variations  des 
deux  plus  considérables.  Pour  cela,  j'ai  calculé  les  valeurs  de  ces 
deux  inégalités  pour  le  commencement  de  l'an  lySo,  et  j'ai  trouvé 
d'abord  que  l'inégalité  qui  dépend  de  l'angle  in! t  —  nt  -\-  it'  —  z 

était  alors 

—  i32",8i6  sin(2n'i  --  nt -\- it'  —  z -\-  i7<'2i'46")  ; 

ainsi,  dans  l'intervalle  de  mille  ans,  le  coefficient  de  cette  inégalité  a 
augmenté  de  o",oo555,  et  l'angle  constant  sous  le  signe  sin  a  diminué 
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de  3**48'39";  on  peut  donc  représenter  cette  inégalité  de  cette  manière 

—  (i38",369  +  ro",oo555)  sin(2/i'<  —  nt+i&'—z-h  iZ°^Z'f—i.  i3",7), 

et,  sous  cette  forme,  elle  peut  s'étendre  à  deux  mille  ans  auparavant  et 
à  mille  ou  douze  cents  ans  après  1750. 

J'ai  trouvé  de  la  même  manière  que  l'inégalité  dépendante  de 
l'angle  "in't  —  int  +  3e'  —  2£  pouvait  être  représentée  ainsi 

—  (87%369— f.o",ooi28)sin(3/i7—  2n<H- 3e'— 2e  +  6i°59'48"— f.2i'',9). 

LVÏ. 

Considérons  maintenant  les  inégalités  de  Jupiter  dépendantes  des 
carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons des  orbites.  On  a  vu  d'abord,  dans  l'article  XXXVI,  qu'il  faut  cor- 
riger la  longitude  moyenne  de  Jupiter  au  moyen  de  l'inégalité 

(2o'49^5  — i.o",o42733)sin(5/î'f  — 2/i<+5e'— 2e4-5°34'8"— f.58'88); 

et,  comme  nous  avons  donné,  dans  l'article  XXXV,  la  valeur  de  cette 
inégalité  pour  Saturne,  aux  quatre  époques  de  l'an  228  avant  notre 
ère  et  des  années  i32,  1750  et  igSo,  on  aura  la  même  inégalité  pour 
Jupiter  en  diminuant  celle  de  Saturne  dans  le  rapport  de  3  à  7  et  en 
la  prenant  avec  un  signe  contraire. 

Si  l'on  réduit  en  nombres  l'inégalité  de  Jupiter  dépendante  de 
l'angle  3nt  —  ^n't  -1-  3s  —  5e',  et  dont  nous  avons  donné  l'expression 
analytique  dans  l'article  XXV,  on  trouve  que  cette  inégalité,  en  1750, 

était 

+  160",  29  sin(3nf  —  5/i'<  -f-  3e  —  5e' -h  55°  19' 21"); 

en  calculant  cette  même  inégalité  pour  l'an  700,  j'en  ai  conclu  l'ex- 
pression suivante 

-f- (160", 29  —  i.o,oo44)sin(3/if  — 5n7  +  36  —  5e'+ 55°i9'2i''+ i.43*), 

et,  sous  cette  forme,  elle  peut  s'étendre  à  plus  de  deux  mille  ans  aupa- 
ravant et  à  mille  ou  douze  cents  ans  après  1750. 
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Enfin,  en  suivant  l'analyse  de  l'article  LIÏ,  on  trouve  qu'il  faut  aug- 
menter (le  ^  le  coefficient  i6o",  29,  ce  qui  réduit  l'inégalité  précédente 
à  celle-ci 

(i66",96— i.o",oo/i4)  sin(3/ii  —  5/i'<  +  3s  -  5£'+ 55°i9'2i"H- Ï.43"). 

LVII. 

Parmi  les  quantités  du  second  ordre,  l'inégalité  dépendante  de 
l'angle  Zn!t  —  nt-\-Z^'  —  t  peut  être  sensible  à  cause  de  la  longueur 
de  sa  période  qui  est  d'environ  soixante  ans;  il  importe  donc  de  la 
déterminer.  Pour  cela,  je  reprends  l'équation  (10)  de  l'article  VII  et 
je  suppose  que  Q  cos(3«'/  —  w/  -h  3e'  —  £  -f-  A)  soit  un  terme  de  R 
dépendant  de  l'angle  dont  il  s'agit;  l'équation  (10)  donnera 

+  ^2/^2  ^  _    ^^^^  \  cos(3«'i  -nt  +  3e'-  e  +  A). 
\      oa        in' —  n  j 

Il  faut  substituer  pour  —  la  partie  de  sa  valeur  qui,  multipliée  par 

2ecos(/i<f  +  £  —  ns)  —  |e^  cos2(«^  H-  £  —  nr), 

donne  des  quantités  dépendantes  de  l'angle  "^n't  —  nt  +  3e'—  s;  or, 

parmi  les  termes  de  —  qui  sont  indépendants  des  excentricités,  il 

n'y  a  que  celui  qui  est  relatif  à  l'angle  'in't—  3^/4- 3e'—  3e'  qui 
soit  dans  ce  cas,  et  il  est  aisé  de  voir  que  le  terme  dépendant  de 
l'angle  3/i'/  — /iZ  +  Se'- e  qui  en  résulte,  dans  l'équation  différen- 

tielle  précédente,  est  insensible.  Parmi  les  termes  de  —  qui  dépendent 

des  premières  puissances  des  excentricités,  il  faut  avoir  égard  à  celui 
qui  dépend  de  l'angle  '5n't  —  int  +  3e'  —  2 e,  et  que  l'on  trouve  égal  à 

—  o,598370sin(3/i'f  —  2/i^  +  3£'— 2e  +  7°8'3i"); 
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l'équation  différentielle  précédente  donnera  ainsi,  après  l'avoir  inté- 
grée, 

««  /  ,dQ         2naQ  \        ,^    , 

~  â~"777 5— 7T  (  «  "3 T-T cos(3n7  — n^  +  3e'— 6  4- A). 

6n\2n  —  on')\      aa        on  — nj  ' 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (9)  de  Tarlicle  VII,  on  en 
tirera 

^   L^.^QF    n{Zn'-n)       ^         n       1 
I         da  \Zn\in  —  3n')       3/i' — n\ 

Tô—, Ti  +  T-77 2-7T     sin(3«'<  — /i<  +  3e'— e-i-A), 

(3n' — ny        6n{2n  —  on)]]  ' 

et,  en  négligeant  les  quantités  insensibles, 

hv=i  (  10,047 1 2 «*-y^  —  73,476070)  sin(3n'^  —  n<  -I-  36'—  £  +  A). 

J'ai  donné  dans  l'article  XLIX  les  valeurs  de  Q  et  de  A;  en  les  substi- 
tuant dans  la  valeur  précédente  de  Sf',  on  trouve 

m'  ôp  =  —  1 2",  909  sin  ( 3  Ai'  ^  —  nt  -\-'it'  —  z  —  xs  —  xs') 
-\-   2",667  sin(3/i';  —  «<-l-36' — e  —  257) 
H-  ii'',253sin(3/i'f  —  «f  +  3e'—  e  —  2gj') 

et,  par  conséquent, 

m'ô(^i=i3%o43sin(/i<  — 3n'«  +  e  — 36'4-58°3i'o'). 

Enfin,  en  suivant  l'analyse  de  l'article  L,  on  trouvera  dans  m' ^t'  le 

terme 

—  \e.  166", 96  sin(4«<  —  5n'f  -f-  4e  —  5e'+  SS^ig'ai'  —  gt) 

ou 

io",osin(4rt^  —  5/t'/  4-  4e  —  5e'H-  45°i6'32''). 


2e'- 

-    £-h  i3°33'  7"- 

ï.i3",7) 

3e'- 

-2e  +  6i'>59'48"- 

■i.2i",g) 
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LVIII. 

En  rassemblant  tous  les  termes  de  m' Sç',  on  aura 

m'§vz=z—  82", 737sin    {nt  —  n't  -\-  e  —  s') 

H-  2o4",  272  sin2(/ï^  — «'f  H- e  — e') 

-f-  i7",o49sin3(ni — n't-\-£  —  e') 

-h  S", g2i  &in li{nt  — n't -h  £ — e') 

+     ii",558sin(/i'^-f-£'+45°4') 

—  (i38",  369  +  jf.o",oo555)  sin(2/i'< —    nt 

—  (87", 369  —  t. o", 001 28)  sin(3/i'^  —  2nt 
4-     i5",994sin(4rt'^  —  3/i«4- 4e'— 3e  4- 62°5i'i9") 

—  5",358sin(2/if  —n't  +25— e'   -h  16°   i'27") 

—  i2",8i8sin(2/i'<  — 3/ii  +  2e'— 3e-f-    8°3o'i5") 

+  (i66",96  —  i.o",oo44)  sin(3««  —  5/i'i  +  3e  —  5e'+ 55°  i9'2i"-h  f.43") 
+     i3",o43sin(wi    —  3n'^-h    e  —  3e'-h  58°3i'o") 
-h     io",o     sin(4«<  — 5/i'i4-4e  — 5e'+45°i6'32''). 

Il  sera  plus  exact,  dans  ces  différents  arguments,  de  substituer,  au 
lieu  de  nt  ■+- 1  et  de  n't  -h  £',  les  longitudes  moyennes  corrigées  par 
les  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ainsi  que  nous  l'avons 
proposé  dans  l'article  LU,  relativement  à  Saturne. 

LIX. 

Considérons  maintenant  le  rayon  vecteur  de  Jupiter.  Si  l'on  mul- 
tiplie  par  am'  les  termes  de  —>  déterminés  dans  les  articles  LIV  etLV, 
que  l'on  réduise  dans  un  seul  ceux  qui  peuvent  s'y  réduire,  et  que 
l'on  ne  conserve  que  les  termes  dont  l'effet  est  sensible  sur  le  lieu  géo- 
icentrique  de  Jupiter,  on  trouvera 

m'  èr  =  —  0,00006201 

-h  0,00067648  CCS  (nt  —  n' t  -h  e  —  e') 

—  0,00289562  cos2(«^  —  n' t -h  £ — e') 

—  0,000301960  cos3(/ti  —  n' t  -H  e  —  e') 
r— 0,00007821  cos^{nt — n't-he  —  e') 
'—0,00092700   sin(2«i  — Sn'^H- 26  —  3e'4- 270i4'io"). 
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On  aura  ensuite,  par  l'article  XXV,  la  partie  de  m!  —  qui  dépend  de 
l'angle  "^nt  —  5n't  -f-  3e  —  5e';  en  réduisant  en  parties  du  rayon  la 
moitié  du  coefficient  du  terme 

-+■  i66",96  sini^nt  —  ^n't  -h  Se  —  5e' -i-  55»i9'2i''+  f  .43") 

de  l'expression  de  v,  en  la  prenant  avec  le  signe  —  et  en  changeant 
le  sinus  en  cosinus,  on  aura  ainsi 

—  o,oo2io568  cos(3n<  —  5/i'fH-  3s  —  5e'  +  55°ïg'2i"-\-  i.43") 

pour  la  partie  correspondante  de  m'Br.  Il  faut,  pour  une  plus  grande 
exactitude,  substituer  dans  ces  différents  termes  de  l'expression  de 
m' Sr,  au  lieu  de  nt  -h  e  et  de  n't  -+- 1\  les  longitudes  moyennes  corri- 
gées par  les  grandes  inégalités. 

On  déterminera  le  demi  grand  axe  a  de  l'orbite  de  Jupiter  comme 
nous  avons  déterminé,  dans  l'article  XL,  le  demi  grand  axe  a'  de  l'or- 
bite de  Saturne,  et  l'on  trouvera 

a  =  5,202790. 

LX. 

11  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  les  éléments  elliptiques  de  l'orbite  de 

Jupiter.  Le  plus  important  à  déterminer  avec  exactitude  est  son  moyen 

mouvement  sidéral  ;  M.  de  Lambre  a  formé,  pour  cet  objet,  trente-deux 

équations  de  condition,  analogues  à  celles  que  j'ai  données  dans 

l'article  XLIII  pour  Saturne;  elles  sont  relatives  aux  oppositions  des 

années 

i586,     iSgo,     1664,     1666,     1676,     1678,     1682,     1690, 

1694,     1697,     1699,     1702,     1708,     171 1,     1716,     1721, 

1735,     1738,     1740,     1749,     1752,     1756,     1759,     1761, 

1765,     1767,     1768,     1770,     1777,     1780,     1782,     1785. 

Ces  oppositions,  combinées  deux  à  deux  et  dont  les  seize  premières 
sont  respectivement  éloignées  des  seize  dernières,  de  cinq,  de  dix  et 

OEuvres  de  L.  —  \l.  3o 
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de  quinze  révolutions  de  Jupiter,  m'ont  fait  voir  qu'il  faut  diminuer 
de  o",5i79  le  moyen  mouvement  sidéral  de  cette  planète,  donné  dans 
l'article  XXIX;  ainsi  ce  mouvement,  dans  l'intervalle  de  trois  cent 
soixante-cinq  jours,  est  à  très  peu  près  de  3o*'i9'4i"»5  ou  de 
rogiSi",  5,  et,  comme  il  est  donné  par  un  grand  nombre  d'observations 
éloignées  entre  elles,  il  doit  être  regardé  comme  fort  exact.  En  corri- 
geant ensuite  les  autres  éléments  de  l'orbite  elliptique  de  Jupiter,  au 
moyen  des  oppositions  modernes  discutées  avec  le  plus  grand  soin  par 
M.  de  Lambre,  je  suis  parvenu  aux  formules  suivantes  pour  déter- 
miner le  lieu  de  Jupiter. 

LXI. 

Formules  pour  déterminer  le  lieu  de  Jupiter. 

On  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  cp  et  de  tp'  comme  dans  l'ar- 
ticle LUI;  ensuite  on  déterminera  l'angle  vs  par  la  formule 

«étant  toujours  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1700; 
la  longitude  de  Jupiter,  comptée  sur  son  orbite,  de  l'équinoxe  mobile, 

sera 

i.5o", 25  H-  9  —  (19827", 3  +  i.o", 5536)    sin((p  —  cr) 

+  (    595",4-i-«'-o",o33  )sin2(9  — cet) 

—  24",  8sin3(9  —  cr) 
-\-      i'',2  sin4(9  —  tn) 

—  82",  7  sin(<p  —  9') 
+  2o4", 3  sin2(9 — 9') 
4-  i']",o  sin3(9  —  9') 
-h      3",9sin4(9  —9') 

+    ii",6    sin(9'+45°4') 

—  i38",4sin(2  9'—    9  +  i3°33'    7"-i.i3",7) 

—  87",4sin(39'— 29  +  6i°59'48"— f.2i",9) 
+    i6",osin(49'— 39 +62°5i'i9") 

—  5",4sin(29—    9'+ 16*'   i'27") 

—  i2",8sin(29'— 39  +    8°3o'i5") 

+  i67",osin(39  —  59'+ 55°i9'2  i"-+- i.43") 
+    i3",osin(   9— 39'+58°3i'  o") 
4-    io",osin(49  —  59'-i-45°i6'32"). 
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Le  rayon  vecteur  de  Jupiter  sera 

5,208741  -+-  (0,249916  -h  t. 0, 000006982 )  COS( 9  —  BJ) 

—  0,006004  C0S2(9  —  gt) 

4-  0,000217  cos3 (9  —  Gj) 

—  0,000009  cos4(  9  —  nj) 
4-0,00067648    005(9  —  9') 

—  o ,  00289562  cos  2(9  —  9') 

—  0,00080196  cos3(9  —  9') 

—  0,00007821  cos4(9  —  9') 

—  0,00092700  sin(29  —  39'+  27°i4'io'') 

—  o,oo2io568cos(39  — 59'-t-55»i9'2i"-f-«.43''). 

La  longitude  du  nœud  ascendant  de  Jupiter,  rapportée  à  l'éclip- 
tique  vraie  et  à  l'équinoxe  mobile,  sera 

3»7''54'22"-+-t.35",7; 

enfin  l'inclinaison  de  son  orbite  sur  l'écliptique  vraie  sera 

ï^ig'a"-  f.o", 224. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  formules,  d'avoir  la  longitude  et  la 
latitude  géocentrique  de  Jupiter,  pour  un  instant  quelconque;  elles 
servent  de  fondement  aux  nouvelles  Tables  de  cette  planète,  que 
M.  de  Lambre  a  construites  ;  j'ai  seulement  changé,  pour  la  commodité 
du  calcul,  le  terme  du  rayon  vecteur 

—  0,00092700510(29  —  39'+  27°i4'io''), 

dans  celui-ci  qui  en  diffère  très  peu 

—  0,00092700005(39'-  29  4-  6i°59'48"—  f,2i'',9); 

par  ce  léger  changement,  les  arguments  du  rayon  vecteur  deviennent 
les  mêmes  que  ceux  de  la  longitude. 

LXII. 

Comparaison  de  la  théorie  de  Jupiter  avec  les  observations  anciennes. 

Les  formules  de  l'article  précédent  ne  doivent  s'étendre  qu'à  un 
ou  deux  siècles  avant  et  après  lySo.  Pour  comparer  la  théorie  de 
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Jupiter  aux  observations  anciennes,  il  faut  employer  la  méthode  que 
nous  avons  donnée  dans  l'article  XL,  relativement  à  Saturne.  Cette 
méthode  consiste  :  i"  à  déterminer,  par  les  formules  de  l'article  XXXI, 
les  positions  de  l'aphélie  et  des  nœuds  de  Jupiter  pour  l'instant  de 
l'observation,  et  rapportées  à  l'équinoxe  fixe  de  lySo,  ainsi  que  les 
valeurs  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  de  son  orbite,  en  observant 
que  l'excentricité  e  de  Jupiter,  en  1750,  était  0,0480767;  1^  à  calculer 
les  longitudes  moyennes  de  Jupiter  et  de  Saturne,  rapportées  au  même 
équinoxe,  et  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  planètes,  ce  qui  don- 
nera les  valeurs  de  ©  et  de  9';  S*'  à  déterminer  les  deux  angles  X  et  Y 
au  moyen  des  formules 

cp  —  ST  =:  X  H- e  sin  X, 
tangiY=3^^tangiX; 

la  longitude  vraie  de  Jupiter  sur  son  orbite  sera  Y  4-  ct,  plus  la  somme 
des  équations  de  son  mouvement  en  longitude,  et  dont  la  loi  des  varia- 
tions a  été  déterminée  pour  les  plus  considérables;  4°  à  déterminer  le 
rayon  vecteur  de  Jupiter,  en  ajoutant  à  la  quantité  «(r  +  ecosX)  la 
somme  des  petites  équations  de  ce  rayon;  5°  à  réduire  la  longitude  de 
Jupiter  et  son  rayon  vecteur  au  plan  fixe  de  l'écliptique  de  1750,  et  à 
en  conclure  sa  longitude  géocentrique  rapportée  à  ce  plan;  6°  enfin,  à 
comparer  au  résultat  de  ce  calcul  l'observation  ancienne,  réduite  au 
même  plan  et  à  l'équinoxe  de  1750. 

Gela  posé,  considérons  d'abord  l'observation  chaldéenne  de  Jupiter, 
faite  l'an  240  avant  notre  ère  et  rapportée  dans  \  Aima  geste  de  Ptolé- 
mée.  Suivant  cette  observation,  le  3  septembre  de  l'an  240  avant  notre 
ère,  à  i3''45'°  temps  moyen  de  Paris,  Jupiter  parut  occulter  l'étoile 
nommée  \âne  austral.  Suivant  le  Catalogue  de  M.  l'abbé  de  la  Caille, 
la  longitude  de  cette  étoile  était,  au  commencement  de  1750,  de 
4'5°i3'4^";  oette  étoile  ne  paraît  pas  avoir  varié  depuis  Hipparque 
jusqu'à  nos  jours;  nous  pouvons  donc  supposer,  sans  erreur  sensible, 
que  l'an  240  avant  notre  ère,  à  i3''45",  la  longitude  géocentrique  de 
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Jupiter  était  de  4''5°i3'46".  Voyons  ce  qu'elle  devait  être  suivant  notre 
théorie. 

Je  trouve  d'abord,  pour  l'époque  de  l'observation, 

ni  -i-er=3''20°42'32'',6, 
n't'hB'=\'  9° 33' 59', 

ce  qui  donne  —  i5'25",9  pour  la  grande  inégalité  de  Saturne,  et 
H-  6' 36", 6  pour  celle  de  Jupiter,  et,  par  conséquent, 

cp  =  3''2o°49'i3'',o, 

9'—  I»  9°i8'34''; 

j'ai  trouvé  ensuite,  pour  la  même  époque, 

cy  =  6»6°58'29', 
e  =  0,04529^0, 

d'où  j'ai  conclu 

Y  +  ci=3»25<'47'7". 

J'ai  trouvé  +  2'6"  pour  la  somme  des  petites  équations  de  Jupiter  ; 
ainsi  la  longitude  de  cette  planète,  rapportée  à  son  orbite  et  à  l'équi- 
noxe  fixe  de  1750,  était  3*25°49'  ^^'-  ^^  rayon  vecteur  de  Jupiter  était 
alors  5,27341»  celui  du  Soleil  était  0,99823;  la  longitude  du  Soleil, 
rapportée  à  l'équinoxe  de  1750,  était  de  6'4°59'59",  d'où  j'ai  conclu 
la  parallaxe  de  l'orbe  annuel  égale  à  9** 24' 46"-  Enfin  j'ai  trouvé  la 
réduction  à  l'écliptique  de  1760  égale  à  —  18",  ce  qui  donne  pour  la 
longitude  géocentrique  de  Jupiter,  rapportée  à  l'écliptique  et  à  l'équi- 
noxe fixe  de  1750,  4*5°i3'4i".  La  longitude  observée  était  de 
4^5°i3'46";  ainsi  la  différence  de  la  théorie  d'avec  l'observation  n'est 
que  de  5".  Cet  accord  remarquable  établit  invinciblement  l'uniformité 
du  moyen  mouvement  de  Jupiter;  il  fait  voir  que  l'équation  séculaire 
admise  par  les  astronomes,  dans  la  théorie  de  cette  planète,  en  doit 
être  rejetée. 

LXIII. 

Considérons  maintenant  les  observations  de  Jupiter  faites  par  Pto- 
lémée  et  rapportées  dans  son  Almageste.  M.  de  Cassini  en  a  donné  le 
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détail  dans  ses  Éléments  d' Astronomie.  Voici  ces  observations,  réduites 
au  méridien  de  Paris  : 

L'an  i33  de  notre  ère,  le  17  mai,  à  g'^S™,  temps  moyen  à  Paris,  la  ^     ^ 

longitude  géocentrique  de  Jupiter  était,  suivant  Ptolémée,  de 7.23. 1 1 

L'an  i36,  3i  août,  à  S^S",  elle  était  de n.  7-54 

L'an  137^  7  octobre,  à  iS^S™,  elle  était  de 0.14.23 

Enfin,  l'an  iSg,    10  juillet,  à  i5''8™,  elle  était  de 2.i5.45 

Ces  observations  doivent  être  corrigées,  comme  celles  de  Saturne 
l'ont  été  dans  l'article  XLVIII,  en  les  réduisant  d'abord  à  l'équinoxe 
du  16  septembre  de  l'an  128  avant  notre  ère;  pour  cela,  il  faut  en 
retrancher  le  produit  du  nombre  des  années  écoulées  depuis  cette 
époque,  jusqu'à  l'instant  de  chaque  observation,  par  36",  précession 
annuelle  des  équinoxes,  suivant  Ptolémée.  Ces  longitudes  géocen- 
triques  deviendront  ainsi 

s       o        ,         , 

7.20.34.37 

II.   5.15.39 

o.  1 1 .44.  o 

2.i3.  4-55 

Pour  les  réduire  à  l'équinoxe  fixe  de  lySo,  il  faut  leur  ajouter,  par 
l'article  XLVIII,  26^*9' 25",  ce  qui  les  change  dans  celles-ci  : 

s       o        ,         „ 
8.16.44.    2 

0.  1.25.    4 

1.  7.53.25 
3.  9.14.20 

En  calculant  les  longitudes  géocentriques  de  Jupiter  pour  les  mêmes 
instants,  j'ai  trouvé  les  suivantes  : 

s        o        ,         „ 

8. i6.5o.5o 

0.  1.41.24 

1.  8.  8.52 
3.  9.  9.34 

Ainsi  les  différences  de  la  théorie  d'avec  les  observations  de  Ptolé- 
mée sont  respectivement 

+  6' 48",     +16' 20",     +i5'27",     -4' 46". 
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On  ne  doit  point  désirer  un  plus  grand  accord,  si  l'on  considère  l'im- 
perfection de  ces  observations  et  l'incertitude  des  réductions  dont 
nous  avons  fait  usage  pour  les  rapporter  à  l'équinoxe  de  1750.  En 
général,  les  observations  anciennes,  celles  même  d'Hipparque,  com- 
portent des  erreurs  de  i5',  et  il  paraît  que  Ptolémée  observait  avec 
moins  de  précision  encore,  car  ses  observations  sur  les  étoiles,  com- 
parées à  celles  d'Hipparque,  lui  ont  donné  36"  de  précession  annuelle 
des  équinoxes,  ce  qui  suppose  des  erreurs  considérables  dans  ces 
observations.  • 

Nous  avons  encore  une  observation  ancienne  de  Jupiter,  que  Bouil- 
laud  a  tirée  d'un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  du  Roi.  Suivant  cette 
observation,  réduite  à  nos  époques,  le  26  septembre  de  l'an  5o8  de 
notre  ère,  à  16^,  temps  moyen  à  Paris,  la  longitude  de  Jupiter  parut  la 
même  que  celle  de  Régulus  ou  du  Cœur  du  Lion. 

En  calculant  par  nos  formules  la  longitude  géocentrique  de  Jupiter 
pour  le  même  instant,  et  rapportée  à  l'équinoxe  de  1750,  je  l'ai  trou- 
vée égale  à  [\^ iÇ)° l'j' i&' .  Voyons  quelle  était  la  longitude  de  Régulus 
rapportée  au  même  équinoxe. 

Suivant  le  Catalogue  de  M.  l'abbé  de  la  Caille,  la  longitude  de  Régu- 
lus, au  commencement  de  1750,  était  4*26*^21' 12";  mais  M.  Maskelyne 
a  trouvé  que  cette  étoile  a  un  mouvement  propre  de  —  4i"  par  siècle, 
en  ascension  droite,  et  par  conséquent  de  —  4^",  5  environ  en  longi- 
tude; il  faut  donc  ajouter  à  la  longitude  précédente  le  produit  de  42", 5 
par  le  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  l'instant  de  l'observation  de 
Jupiter  jusqu'en  1750,  pour  avoir  la  longitude  de  Régulus  à  cet  in- 
stant. On  aura  ainsi  4*26"3o'o"  pour  cette  longitude.  La  théorie  ne  dif- 
fère donc  de  l'observation  que  de  2' 87",  ce  qui  est  d'une  précision 
suffisante,  et  ce  qui  prouve  l'exactitude  des  éléments  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  la  théorie  de  Jupiter. 


SUR 


L'ÉQUATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE. 


OEuvrcsde  l.  —  W.  3l 


SUR 

L'ÉQUATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1786;  1788. 


Halley  s'est  aperçu  le  premier  de  l'accélération  du  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune;  mais  ce  grand  astronome  n'y  a  point  eu  égard  dans 
ses  Tables.  MM.  Dunthorne  et  Mayer  ont  examiné  de  nouveau  ce  point 
important  de  la  théorie  lunaire;  par  une  discussion  exacte  et  détaillée 
des  observations,  ils  ont  reconnu  que  le  même  moyen  mouvement  de 
la  Lune  ne  peut  satisfaire  à  la  fois  aux  observations  des  Chaldéens,  à 
celles  des  Arabes  et  aux  observations  modernes.  Ils  ont  essayé  de  lefe 
représenter  en  ajoutant  aux  longitudes  moyennes  de  ce  satellite  une 
quantité  proportionnelle  au  carré  du  nombre  des  siècles  écoulés 
depuis  1700.  Cette  correction,  qui  suppose  que  le  mouvement  de  la 
Lune  s'accélère  en  raison  des  temps,  est  ce  que  l'on  nomme  équation 
séculaire.  M.  Dunthorne  l'a  faite  de  dix  secondes  pour  le  premier  siècle  ; 
Mayer  ne  l'a  portée  qu'à  sept  secondes  dans  ses  premières  Tables  de  la 
Lune  et  ii  neuf  secondes  dans  les  dernières;  enfin  M.  de  la  Lande  a 
repris  cette  matière  et  l'a  discutée  avec  soin  dans  nos  Mémoires 
pour  1767;  ses  recherches  l'ont  conduit  à  une  équation  séculaire  de 
9",  886  pour  le  premier  siècle. 

Les  observations  arabes,  dont  on  a  principalement  fait  usage,  sont 
deux  éclipses  de  Soleil  observées  au  Caire  en  977  et  978;  elles  ont 
paru  suspectes  à  quelques  astronomes,  ce  qui  a  fait  naître  des  doutes 
sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune;  mais  les  observations  modernes, 
comparées  aux  anciennes,  suffisent  pour  en  établir  l'existence.  En 
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effet,  M.  de  Lambre  a  déterminé,  au  moyen  d'un  grand  nombre  d'ob- 
servations du  dernier  siècle  et  de  celui-ci,  le  mouvement  séculaire 
actuel  de  la  Lune,  avec  une  précision  qui  laisse  à  peine  une  incerti- 
tude de  quelques  secondes;  il  ne  l'a  trouvé  que  de  vingt-cinq  secondes 
environ  plus  petit  que  celui  de  Mayer,  tandis  que  les  observations 
anciennes  s'accordent  à  donner  un  mouvement  séculaire  moindre  de 
trois  ou  quatre  minutes.  Le  mouvement  de  la  Lune  s'est  donc  accéléré 
depuis  les  Chaldéens,  et,  les  observations  arabes  faites  dans  l'intervalle 
qui  nous  en  sépare  venant  à  l'appui  de  ce  résultat,  il  est  impossible 
de  le  révoquer  en  doute. 

Maintenant,  quelle  est  la  cause  Nie  ce  phénomène?  la  gravitation 
universelle,  qui  nous  a  fait  connaître  si  exaxîtement  les  nombreuses 
inégalités  de  la  Lune,  rend-elle  également  raison  de  son  équation 
séculaire?  Ces  questions  sont  d'autant  plus  intéressantes  à  résoudre 
que,  si  l'on  y  parvient,  on  aura  la  loi  des  variations  séculaires  du 
mouvement  de  la  Lune,  qui  nous  est  encore  inconnue,  car  on  sent 
bien  que  l'hypothèse  d'une  accélération  proportionnelle  aux  temps, 
admise  par  les  astronomes,  n'est  qu'approchée  et  ne  doit  point  s'é- 
tendre à  un  temps  illimité. 

Les  géomètres  se  sont  fort  occupés  de  cet  objet,  et  l'Académie  en  a 
fait  plusieurs  fois  le  sujet  de  ses  prix;  mais  les  recherches  que  l'on  a 
tentées  à  cet  égard  n'ont  fait  découvrir,  soit  dans  l'action  du  Soleil  et 
des  planètes  sur  la  Lune,  soit  dans  les  figures  non  sphériques  de  ce 
satellite  et  de  la  Terre,  rien  qui  puisse  sensiblement  altérer  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune;  et,  pour  expliquer  son  équation  séculaire,  on 
a  été  forcé  de  recourir  à  différentes  hypothèses,  telles  que  la  résistance 
de  l'éther,  la  transmission  successive  de  la  gravité,  l'action  des 
comètes,  etc. 

Cependant,  la  correspondance  des  autres  phénomènes  célestes  avec 
la  théorie  de  la  pesanteur  est  si  parfaite  et  si  satisfaisante  que  l'on  ne 
peut  voir  sans  regret  l'équation  séculaire  de  la  Lune  se  refuser  à  cette 
théorie  et  faire  seule  exception  à  une  loi  générale  et  simple  dont  la 
découverte,  par  la  grandeur  et  la  variété  des  objets  qu'elle  embrasse. 
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fait  tant  d'honneur  à  Tesprit  humain.  Cette  réflexion  m'a  déterminé  à 
considérer  de  nouveau  ce  phénomène,  et,  après  quelques  tentatives, 
je  suis  enfin  parvenu  à  en  découvrir  la  cause. 

L'équation  séculaire  de  la  Lune  est  due  à  l'action  du  Soleil  sur  ce 
satellite,  combinée  avec  la  variation  de  l'excentricité  de  l'orbite  ter- 
restre. Pour  se  former  de  cette  cause  la  plus  juste  idée  que  l'on 
puisse  avoir  sans  le  secours  de  l'Analyse,  il  faut  observer  que  l'action 
du  Soleil  tend  à  diminuer  la  pesanteur  de  la  Lune  vers  la  Terre,  et 
par  conséquent  à  dilater  son  orbite,  ce  qui  entraîne  un  ralentisse- 
ment dans  la  vitesse  angulaire.  Quand  le  Soleil  est  périgée,  son  action 
devenue  plus  puissante  agrandit  l'orbite  lunaire;  mais  cette  orbite  se 
contracte  lorsque  le  Soleil,  étant  vers  son  apogée,  agit  moins  forte- 
ment sur  la  Lune.  De  là  naît,  dans  le  mouvement  de  ce  satellite, 
l'équation  annuelle  dont  la  loi  est  exactement  la  même  que  celle  de 
l'équation  du  centre  du  Soleil,  à  la  différence  près  du  signe,  en  sorte 
que  l'une  de  ces  équations  diminue  quand  l'autre  augmente. 

L'action  du  Soleil  sur  la  Lune  varie  encore  par  des  nuances  insen- 
sibles relatives  aux  altérations  que  l'orbite  de  la  Terre  éprouve  de  la 
part  des  planètes.  On  sait  que  l'attraction  de  ces  corps  change  à  la 
longue  les  éléments  de  l'ellipse  que  la  Terre  décrit  autour  du  Soleil. 
Son  grand  axe  est  toujours  le  même,  mais  son  excentricité,  son  incli- 
naison sur  un  plan  fixe,  la  position  de  ses  nœuds  et  de  son  aphélie 
varient  sans  cesse.  Or  la  force  moyenne  du  Soleil,  pour  dilater  l'orbe 
de  la  Lune,  dépend  du  carré  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre; 
elle  augmente  et  diminue  avec  cette  excentricité  :  il  doit  donc  en 
résulter,  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  des  variations  contraires, 
analogues  à  l'équation  annuelle,  mais  dont  les  périodes,  incompara- 
blement plus  longues,  embrassent  un  grand  nombre  de  siècles.  Main- 
tenant que  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  diminue,  ces  inégalités 
accélèrent  le  mouvement  de  la  Lune;  elles  le  ralentiront  quand  cette 
excentricité,  parvenue  à  son  minimum,  cessera  de  diminuer  pour 
commencer  à  croître. 

Les  mouvements  des  nœuds  et  de  l'apogée  de  la  Lune  sont  pareille- 
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ment  assujettis  à  des  équations  séculaires  d'un  signe  opposé  à  celui 
de  l'équation  du  moyen  mouvement,  et  dont  le  rapport  avec  elle  est 
de  I  à  4  pour  les  nœuds  et  de  7  à  4  pour  l'apogée.  Quant  aux  varia- 
tions de  la  moyenne  distance,  elles  sont  insensibles  et  n'influent  pas 
d'une  demi-seconde  sur  la  parallaxe  de  ce  satellite;  il  n'est  donc  point 
à  craindre  qu'il  se  précipite  un  jour  sur  la  Terre,  comme  cela  aurait 
lieu  si  son  équation  séculaire  était  due  à  la  résistance  de  l'éther  ou  à 
la  transmission  successive  de  la  pesanteur. 

L'action  moyenne  du  Soleil  sur  la  Lune  dépend  encore  de  l'incli- 
naison de  l'orbite  lunaire  sur  l'écliptique,  et  l'on  pourrait  croire  que, 
la  position  de  l'écliptique  étant  variable,  il  doit  en  résulter  dans  le 
mouvement  de  la  Lune  des  inégalités  semblables  à  celles  que  produit 
la  diminution  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  Mais  j'ai  trouvé 
que  l'orbite  lunaire  est  ramenée  sans  cesse,  par  l'action  du  Soleil,  à  la 
même  inclinaison  sur  celle  de  la  Terre,  en  sorte  que  les  plus  grandes 
et  les  plus  petites  déclinaisons  de  la  Lune  sont  assujetties,  en  vertu 
des  variations  de  l'écliptique,  aux  mêmes  changements  que  celles  du 
Soleil.  Enfin  je  me  suis  assuré  que  ni  l'action  directe  des  planètes  sur 
la  Lune,  ni  les  figures  non  sphériques  de  ce  satellite  et  de  la  Terre 
ne  peuvent  altérer  son  moyen  mouvement. 

L'inégalité  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  est  périodique,  mais 
il  lui  faut  des  millions  d'années  pour  se  rétablir.  L'excessive  lenteur 
avec  laquelle  elle  varie  l'aurait  rendue  imperceptible  depuis  les  obser- 
vations anciennes  si  sa  valeur,  en  s'élevant  à  un  grand  nombre  de 
degrés,  ne  produisait  pas  des  diff*érences  considérables  entre  les  mou- 
vements séculaires  de  la  Lune  observés  à  diverses  époques.  Les  siècles 
suivants  développeront  la  loi  de  sa  variation;  on  pourrait  même,  dès 
à  présent,  la  connaître  et  devancer  les  observations  si  les  masses  des 
planètes  étaient  bien  déterminées;  mais  cette  détermination  si  dési- 
rable pour  la  perfection  des  théories  astronomiques  nous  manque 
encore.  La  postérité,  à  qui  elle  est  réservée,  aura  l'avantage  déjuger 
des  états  passés  et  à  venir  du  système  du  monde,  avec  la  même  évi- 
dence que  de  son  état  présent;  elle  verra  sans  doute  avec  reconnais- 
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sance  que  les  géomètres  de  ce  siècle  ont  indiqué  les  causes  de  tous 
les  phénomènes  célestes,  et  qu'ils  en  ont  donné  les  expressions  ana- 
lytiques, dans  lesquelles  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  de 
quantités  que  l'observation  seule  peut  faire  connaître. 

Jupiter,  dont  nous  avons  exactement  la  masse,  est  heureusement 
celle  des  planètes  qui  a  le  plus  d'influence  sur  l'inégalité  séculaire  de 
la  Lune.  En  adoptant  sur  les  masses  des  autres  planètes  les  supposi- 
tions les  plus  vraisemblables  et  en  réduisant  en  série  l'expression  de 
cette  inégalité,  le  terme  proportionnel  au  carré  du  temps  m'a  donné 
une  équation  de  onze  secondes  pour  le  premier  siècle,  à  partir  de 
1700.  Mais  j'ai  reconnu  que,  en  remontant  aux  observations  chal- 
déennes,  le  terme  proportionnel  au  cube  du  temps  devenait  sensible, 
et  j'en  ai  déterminé  la  valeur.  En  comparant  ensuite  les  observations 
avec  la  théorie,  j'ai  trouvé- entre  elles  un  accord  qui  paraîtra  surpre- 
nant, si  l'on  considère  l'imperfection  des  observations  anciennes,  la 
manière  vague  dont  elles  nous  ont  été  transmises  et  l'incertitude  qui 
reste  encore  sur  les  masses  de  Vénus  et  de  Mars. 

Il  est  assez  remarquable  que  la  diminution  de  l'excentricité  de 
l'orbite  solaire  soit  beaucoup  plus  sensible  dans  le  mouvement  de  la 
Lune  que  par  elle-même;  cette  diminution  qui,  depuis  l'éclipsé  la 
plus  ancienne  dont  nous  ayons  connaissance,  n'a  pas  été  de  quatre  mi- 
nutes, a  produit  plus  d'un  degré  et  demi  d'altération  dans  le  mouve- 
ment de  la  Lune;  on  pouvait  à  peine  la  soupçonner  d'après  les  obser- 
vations du  Soleil  faites  par  Hipparque  et  Ptolémée,  mais  les  anciennes 
éclipses  la  rendent  incontestable. 

Il  se  présente  ici  une  question  intéressante  à  résoudre.  La  Lune  ne 
doit-elle  pas,  en  vertu  des  grandes  inégalités  que  nous  venons  de  con- 
sidérer, offrir  successivement  tous  les  points  de  sa  surface  à  la  Terre? 
L'égalité  des  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  de  ce  satellite 
rend,  comme  on  sait,  une  moitié  de  sa  surface  invisible  pour  nous  ; 
les  inégalités  périodiques  de  ces  mouvements  nous  en  découvrent  seu- 
lement quelques  parties,  en  nous  cachant  les  parties  opposées  de  la 
moitié  visible,  ce  qui  produit  le  phénomène  connu  sous  le  nom  de 
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libration;  l'étendue  de  ce  phénomène  dépend  de  la  grandeur  des  iné- 
galités de  la  Lune;  ainsi  les  inégalités  séculaires  de  son  mouvement 
s'élevant  à  plusieurs  circonférences,  elles  semblent  devoir  nous  dé- 
couvrir à  la  longue  tous  les  points  de  son  équateur;  mais,  en  soumet- 
tant cet  objet  à  l'analyse,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'action  de  la 
Terre  ramène  sans  cesse  vers  son  centre  le  grand  axe  de  l'équateur 
lunaire,  et  dirige  constamment  vers  nous  la  même  face  de  la  Lune. 
C'est  en  vertu  de  cette  action  que  les  moyens  mouvements  de  cet  astre 
sur  lui-même  et  dans  son  orbite  sont  devenus  parfaitement  égaux, 
quoiqu'ils  aient  différé  à  l'origine;  elle  fait  participer  encore  le  mou- 
vement de  rotation  de  la  Lune  aux  inégalités  séculaires  de  son  mou- 
vement de  révolution,  à  cause  de  l'excessive  lenteur  avec  laquelle  ces 
inégalités  varient. 

J'ai  donné,  dans  un  autre  Ouvrage,  la  théorie  des  équations  sécu- 
laires de  Jupiter  et  de  Saturne,  et  j'ai  prouvé  qu'elles  dépendent  de 
deux  grandes  inégalités  jusqu'à  présent  inconnues,  et  dont  la  période 
est  d'environ  neuf  cent  dix-huit  ans.  Si  l'on  réunit  ces  recherches  à 
celles  dont  je  présente  ici  les  résultats,  on  aura  une  théorie  complète 
de  toutes  les  équations  séculaires  observées  par  les  astronomes  dans 
les  mouvements  célestes.  J'ose  espérer  que  l'on  verra  avec  plaisir  ces 
phénomènes,  qui  semblaient  inexplicables  par  la  loi  de  la  pesanteur, 
ramenés  à  cette  loi  dont  ils  fournissent  une  confirmation  nouvelle  et 
frappante.  Maintenant  que  leur  cause  est  connue,  l'uniformité  des 
moyens  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  des  corps  célestes, 
et  la  constance  de  leurs  distances  moyennes  aux  foyers  des  forces 
principales  qui  les  animent  deviennent  des  vérités  d'observation  et  de 
théorie.  J'ai  fait  voir  ailleurs  que,  quelles  que  soient  les  masses  des 
planètes  et  des  satellites,  par  cela  seul  que  tous  ces  corps  tournent 
dans  le  même  sens  et  dans  des  orbes  peu  excentriques  et  peu  inclinés 
les  uns  aux  autres,  leurs  inégalités  séculaires  sont  périodiques.  Ainsi 
le  système  du  monde  ne  fait  qu'osciller  autour  d'un  état  moyen  dont 
il  ne  s'écarte  jamais  que  d'une  très  petite  quantité.  Il  jouit,  en  vertu 
de  sa  constitution  et  de  la  loi  de  la  pesanteur,  d'une  stabilité  qui  ne 
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peut  être  détruite  que  par  des  causes  étrangères;  et  nous  sommes  cer- 
tains que  leur  action  est  insensible  depuis  les  observations  les  plus 
anciennes  jusqu'à  nos  jours.  Cette  stabilité  du  système  du  monde,  qui 
en  assure  la  durée,  est  un  des  phénomènes  les  plus  dignes  d'attention, 
en  ce  qu'il  nous  montre  dans  le  ciel,  pour  maintenir  l'ordre  de  l'uni- 
vers, les  mêmes  vues  que  la  nature  a  si  admirablement  suivies  sur  la 
Terre  pour  conserver  les  individus  et  perpétuer  les  espèces. 

I. 

Soient  x,  j,  z  les  trois  coordonnées  de  la  Lune,  rapportées  au 
centre  de  la  Terre;  x' ,  y\  z'  celles  du  Soleil,  rapportées  au  même 
point;  soient  de  plus 

nommons  S  la  masse  du  Soleil  et  R  la  quantité 

^{xx'  -\-yy'  -^  zz')  S 

enfin  représentons  par  l'unité  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de 
la  Lune,  et  par  dt  l'élément  du  temps  supposé  constant:  nous  aurons 
les  trois  équations  différentielles  suivantes  : 


(A) 


Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  dx,  la  seconde 
par  dyy  la  troisième  par  dz\  qu'ensuite  on  les  ajoute  et  que  l'on  dé- 
signe par  la  caractéristique  d  la  différentielle  prise  par  rapport  aux 
seules  coordonnées  x,  y,  s,  on  aura,  après  avoir  intégré, 

dt^  r       a        J 

CEuvres  fie  L.  —  XI.  32 


d^X 

X 

dR 

dt' 

-1- 

7' 

âa- 

d\y 
df' 

4- 

y 

+ 

ày 

d^z 
df^ 

+ 

,.-3 

+ 

ôz 
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a  étant  une  constante  arbitraire  qui,  comme  l'on  sait,  est  le  demi 
grand  axe  de  l'ellipse  que  la  Lune  décrirait  sans  la  force  perturbatrice 
du  Soleil. 

En  ajoutant  l'intégrale  précédente  à  la  somme  des  équations  (A) 
multipliées  respectivement  par  a?,  y,  s,  on  aura  l'équation  différen- 
tielle 

xd}x  -\-  y  dp- y  -\-  z  d^z  -^  dx^-\-  dy^-\-  dz^        i        i 
dt'^  r       a 

r^^         dR        dR        dR 

mais  on  a 

xd^x-hy  d^y  -hzd^z  +  dx^-h  dy'^+  dz"-^  \  d^  r^, 


d^r^ 

I        i           /-,„           dR         dR         ÔR 
r       a         J                 dx      '^  dy         dz 

O  — 

2dt^ 

Si  l'on  intègre  cette  équation  dans  la  supposition  de  R  =  o,  on  aura 
la  valeur  de  r  relative  au  mouvement  elliptique  de  la  Lune.  Soit  Sr  la 
partie  de  r  due  à  l'action  du  Soleil;  en  substituant  au  lieu  de  r,  dans 
l'équation  précédente,  r-i-Sr,  r  étant  ici  la  partie  du  rayon  vecteur 
relative  au  mouvement  elliptique,  on  aura,  en  négligeant  le  carré  des 
forces  perturbatrices, 

d'(rdr)       rèr  r^^  dR  dR  dR 


dt^  r^  J  dx      -^  dy  dz 

La  somme  des  trois  équations  différentielles  (A),  multipliées  res- 
pectivement para;,  j,  z,  donne 

—  ^d^^-^yd^y-^^cl^^       l  àR         ÔR         dR 

~~  dtP  r  dx       ^  dy  dz 

Soit  dv  l'angle  infiniment  petit  intercepté  entre  les  deux  rayons  r  et 

r-\-dr,  on  aura 

dx^  +  dfj2  -+-  dz^  =  dr^  +  r^  dv'^, 

partant 

xd^x  -\- y  d^y  ■+-  zd^z:r=d{rdr)  —  dx^  —  dy^  —  dz- ::=:  r  d^ r  —  r^  dv^, 
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ce  qui  donne 

rd^r  —  r^ds>*       i  dR  dR        V?R 


(C) 


dt*  r  dx      ■    dy  dz 


Supposons  que,  par  l'action  du  Soleil,  dv  augmente  de  d^v;  cette 
équation  donnera,  en  négligeant  le  carré  des  forces  perturbatrices, 

—  '' d^  àr  -^  àr d^ r  ~  2r  àr dv""  —  '2r'' dv dàv  _  dr  dR  m  dR 

~  dl*  r*  dx      ^  dy  dz 

Mais  on  a,  dans  l'hypothèse  elliptique, 


r"^  dv —  dtsJaXi  — e*)y 

e  étant  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire;  de  plus,  si  l'on  fait  R  =  o 
dans  l'équation  (C),  elle  donnera 

rdv^ d'^r        i 

"dF  '~  dt^  ~^  F^' 

on  aura  donc 

rdHr-àrd'r       Sràr       2ddv   ,— 5-  ôR         dR         dR 

r  ô/' 
Si  l'on  substitue  au  lieu  de  —^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (B),  on 

aura 

id^v  I   ,                   d{rdàr  —  àrdr)        id^rdr) 
___V^a(,_e^)^  dt^ -^—d^- 

a  Tau        r  {     ^^  àR  dR\ 

Soit  nt  le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Lune,  on  aura  n^=  ~; 
l'équation  précédente  donnera  donc,  en  l'intégrant, 

/.         d(rdr)^rddr       _       fndtfdR 

[  6v=     \       '   ,-^=r-  +  ^a    I         — 

I  a}iidt^y_ei  J      y/,  _e« 

(^)  \  dR         dR         dR 

I                     r   j      àx      -^  dy         dz 
f  -h  2a  I  ndt .  —  • 

1  -^  sji  —  e^ 
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IL 

Reprenons  maintenant  la  valeur  de  R;  en  la  réduisant  en  série  on 
aura 

r'  étant  considérablement  plus  grand  que  r,  on  peut  s'en  tenir  à  ces 
termes  de  la  série.  Prenons  pour  plan  fixe  des  x  et  des  y  un  plan  très 
peu  incliné  à  celui  de  l'écliptique;  soient  y  la  tangente  de  l'inclinaison 
de  l'orbite  lunaire  sur  ce  plan,  Il  la  longitude  de  son  nœud  ascendant; 
soient  y'  et  II'  les  mêmes  quantités  relativement  au  Soleil  ;  soit  de  plus 
V  la  longitude  de  la  Lune,  comptée  sur  son  orbite  en  partant  du  rayon 
vecteur  dont  l'axe  des  x  est  la  projection  sur  le  plan  des  x  et  des  j; 
soit  v^  cette  même  longitude  rapportée  à  ce  dernier  plan  et  comptée  de 
l'axe  des  x;  nommons  v'  et  v\  les  mêmes  quantités  relativement  au 
Soleil,  on  aura,  en  négligeant  les  quatrièmes  puissances  de  y  et  de  y', 

y2  yî 

Vi=.v  —  "7-  sinall  —  -t-  sin(2(^  —  211  ), 
4  4 

v'  =r:  v'  —  V  sinall'—  V  sin(2p'--  2!!'). 
4  4 

Si  l'on  nomme  s  la  latitude  de  la  Lune  au-dessus  du  plan  fixe  et  s' celle 
du  Soleil,  on  aura  à  très  peu  près 

5=i:y  sin(p  —  U),        s'=  y' sin(p'  — H'); 

on  aura  de  plus 

a;  =:  r  \/i  —  s^  cost'i,         y  -i  /•  ^i  —  5^  siiK^i,         z-  —  rs, 
œ' =zr' \Ji~  s' '^  co?,v\,        y' '~r' sfï~-~  s''^  s,mv\y         z'=r's', 

partant 

on  aura  donc,  en  ne  conservant  parmi  les  termes  de  l'ordre  y^  et  y'^ 
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que  ceux  qui  sont  constants,  les  seuls  dont  nous  aurons  besoin  dans 
la  suite, 

{xx'-\-yy  ^  zz'f— [n-cos(2P—  iv')  —  ^y^—  iy'*-+- y/cos(n  —  H')]. 

Soient 

ysinll^r/?,         y  cosH  ^=1  q  y        y' sinYL' =:  p' ,        y'cosll'=q', 

on  aura 

y^—2yy'cos{Il'—TL')+y'^=:z{p—p'y-\-{q  —  q'y; 

l'expression  précédente  de  R  deviendra  ainsi 


III. 

Considérons  maintenant  les  différents  termes  de  l'expression  de  ùv 
donnée  par  l'équation  (D)  de  l'article  I,  et  commençons  par  celui-ci 


a  r    n  dt  — 


dK         dR         dR 

.       j^     ox      -^  dy  az 

ia  1    ndt 


v/r= 

On  a 


dR         d^      ^dK 

dx  dy       "  âz 


Soient  nt -{- 1  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  comptée  de  l'axe 
des  a?;  CT  la  longitude  de  son  aphélie,  a  et  e  étant  comme  ci-dessus  le 
demi  grand  axe  et  l'excentricité  de  son  orbite;  soient  n't  -h-  s',  a',  e' 
les  mêmes  quantités  relativement  au  Soleil,  on  aura 

r  =r  a  [i-h  *e-  -h  e  cos{nt  -+-  e  —  m  )  +. . .], 
r' =r  a' [n- 1  e" -f- e' cos ( n7 -+- £' —  ct' )  4- . . .  ]. 
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On  aura  donc,  en  ne  conservant  que  les  quantités  à  très  peu  près  con- 
stantes, 

<?R  (ÎR  dR  ^^^    r  ,       H       5      ,       'i       /9  -Kl  /\9  -M  IMl 


or  on  a 


Le  terme 


n""—.-.-  et  n'^=z~- 

a^  a 


n 


^         ^R    ^R 

dx      ^  ây  dz 

v/i  —  e'^ 
de  l'expression  de  ^v  donnera  donc  celui-ci 

On  sait  que,  en  vertu  de  l'action  des  planètes,  le  demi  grand  axe  de 
l'orbite  solaire  est  constant,  mais  son  excentricité  varie  sans  cesse, 
ainsi  que  son  inclinaison  et  la  position  de  ses  noeuds  et  de  son 
apogée;  on  doit  donc  regarder  n'  comme  constant  et  supposer  e' ,  p' 
et  q'  variables.  On  peut  encore,  dans  le  terme  précédent,  supposer  n 
constant;  car,  quoique  cette  quantité  puisse  être  considérée  ici 
comme  variable,  à  raison  de  l'équation  séculaire  du  mouvement  de 
la  Lune,  cependant,  comme  sa  variation  est  multipliée  dans  ce  terme 
par  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  il  est  visible  que  l'équation  sécu- 
laire qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  la  Lune  est,  par  rapport  à 
l'équation  séculaire  de  ce  mouvement,  de  l'ordre  des  forces  pertur- 
batrices, et  qu'ainsi  elle  peut  être  négligée.  La  partie  —  / du 

terme  précédent  se  réduit  ainsi  à  —  ~ — >  et  par  conséquent  elle  se  con- 

fond  avec  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  La  partie /  — 

3/i'    r 
du  même  terme  se  réduit  à /  n'  dte'^,  et,  à  cause  de  la  variabi- 

lité  de  e\  il  doit  en  résulter  une  équation  séculaire  dans  le  mouve- 
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ment  de  la  Lune.  Quant  à  la  partie 

/n'^  dt 

pour  voir  si  elle  doit  produire  des  inégalités  séculaires  dans  l'expres- 
sion de  Sp,  il  faut  déterminer  les  valeurs  de  e,  p  —  p'  etq  —  q'. 


IV. 


Pour  cela,  je  reprends  l'équation 


rf2,-2       I       I         ^  <?R         aR        dR 

idt^       r       a        J  dx       -^  dy  dz 


trouvée  dans  l'article  I;  si  l'on  y  suppose 

,'  =  «(,+  -|  +  a), 

u  étant  une  très  petite  quantité  périodique  dont  je  négligerai  le  carré 
et  les  puissances  supérieures;  on  aura,  en  ne  conservant  que  les 
termes  constants  et  ceux  dans  lesquels  u  est  multiplié  par  des  con- 
stantes, et  en  substituant  pour  R  sa  valeur  précédente, 


da\  d^u        u  (        2  èa       2  S  a^ 


èa       2Sa^\       ôa        2^        S 
a  a'^   )       a*        a*        a'*' 


-  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  l'intégrale  TdR. 

Maintenant,  si  l'on  différentie  l'équation  (D)  de  l'article  I  et  que 
l'on  ne  conserve  que  les  termes  constants,  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  des  excentricités  des  orbites, 

dàv       »  nn'^ 

—y-  —  3  n  jç'  —  -. —  : 
dt  °        ^n  ' 

mais  nt  représente,  par  la  supposition,  le  moyen  mouvement  de  la 
Lune;  il  faut  donc  que  cette  valeur  de  -j-  soit  nulle,  ce  qui  déter- 
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mine  la  constante  arbitraire  g,  et  ce  qui  donne 


L'équation  différentielle  en  u  deviendra  ainsi,  en  observant  que  -^  —  n^ 

S 


d'u         „     /        Zèa       2  n'^ 


et  -^  =  n'^, 

at^  \  a  n^  J  a  b 

n  étant  une  quantité  variable,  cette  équation  se  partage  dans  les  deux 

suivantes  : 

d^u  „     /         s  èa        2  n'^ 

o  —  -j—-  -h  n^ul  I — r- 

dr  \  a  n^ 

o  =  n^  —  +  -- . 
a         o 


Cette  dernière  équation  donne 


la  première  devient  ainsi 


dru  ,     /         3/i'2 

dt^  \  2 


d'oii  l'on  tire,  en  intégrant. 


u  =:  ecos 


e  et  X  étant  deux  arbitraires.  On  voit  ainsi  que  e  est  indépendant  des 
éléments  de  l'orbite  solaire  et  qu'ainsi  on  peut  le  regarder  comme 
invariable  relativement  à  e'. 

L'expression  précédente  de  u  ne  donne  pas,  à  la  vérité,  le  mouve- 
ment de  l'apogée  de  la  Lune;  on  sait,  par  la  théorie  de  ce  satellite, 
que,  pour  déterminer  ce  mouvement,  il  faut  pousser  l'approximation 
jusqu'au  carré  des  forces  perturbatrices;  mais  il  est  aisé  de  voir,  par 
cette  même  théorie,  que  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire  reste  tou- 
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jours,  à  très  peu  près,  constante  et  ne  participe  point  sensiblement 
aux  variations  de  l'orbite  du  Soleil. 

Considérons  maintenant  la  variation  de  l'inclinaison  de  Torbite  de 
la  Lune  :  reprenons  pour  cela  la  dernière  des  équations  (A)  de  l'ar- 
ticle I, 

En  substituant  pour  R  sa  valeur 

_  i  -L.  _?_  \r*_  Z{xx'  +  yy'+zz')n 
r'  ^  2  r'^  L  '•"  J 

et  en  négligeant  les  cubes  et  les  produits  de  trois  dimensions  de  z  et 
de  z\  on  aura 

d^z        z        %z       Z^z'ixx'  +  yy') 

O  = 1 1 ^ •LjL-L. 

Soient  z  =  as^  z'  =  a' s';  en  substituant  dans  l'équation  précédente 
ces  valeurs,  «  -f-  Sa  au  lieu  de  r,  et  a'  au  lieu  de  r',  elle  deviendra 

d\'}        s  f        Saa       Sa»\       3S   , 
dt^        a^\  a  a^  /       a'^ 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

§a  _       n'*  , 

de  plus,  s'  étant  la  latitude  du  Soleil  au-dessus  du  plan  fixe,  on  a 

s'=y' sin{v'—n'). 

On   aura   donc,   en    ne    conservant   que   le   terme   dépendant   de 
l'angle  nt  -+-  £, 

dt*  \         a  n*  y         2 

dy' 
En  intégrant  cette  équation  et  en  observant  que  les  valeurs  de  -J-  et 

du' 
de  -j-  sont  insensibles,  et  qu'ainsi  on  peut  les  négliger  lorsqu'elles  ne 

OEuvres  de  L.  —  XI.  33 
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sont  pas  multipliées  par  le  temps  t,  on  aura 

5  =  6  sin  (  nf  4-  s  H-  -r Q  j  +  y'  sin  (  /i^  +  e  —  H'  ), 

ê  et  Q  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  peut  mettre  cette  expression  de  s  sous  cette  forme 

s=      U'-hêcos^Q l^j    sin(n<  +  £) 

—    />'+6sin(Q ~ — j     cos(/if  +  e); 

mais,  s  étant  la  latitude  de  la  Lune  au-dessus  du  plan  fixe,  on  a,  par  ce 

s  =z  q  sm{nt  -\-  s.)  —  pcos(nt  -{-  e). 


qui  précède, 
On  aura  donc 


ce  qui  donne 

(p  —  p'Y  -h  (q  —  q'Y  étant  le  carré  de  l'inclinaison  respective  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  voit  que  cette  inclinaison  est  con- 
stante. La  position  de  Técliptique  varie  sans  cesse,  en  vertu  des  ac- 
tions des  planètes,  et  son  obliquité  sur  l'équateur  a  toujours  diminué 
depuis  les  observations  les  plus  anciennes  jusqu'à  nos  jours;  mais 
l'action  du  Soleil  ramène  l'orbite  lunaire  à  la  même  inclinaison  sur  le 
plan  de  l'écliptique,  en  sorte  que  les  plus  grandes  et  les  plus  petites 
déclinaisons  de  la  Lune  sont  assujetties  aux  mêmes  variations  que 
celles  du  Soleil. 

Il  suit  de  l'analyse  précédente  que  la  partie 

-f^l^e^-Hp-p'Y-Uq-q'y] 

du  terme 

âR         âR         dR 

X- hr-3 H-S-T- 

dx      "^  dy         oz 
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de  l'expression  de  Bv  ne  peut  donner  aucune  équation  séculaire  dans 
le  mouvement  de  la  Lune;  en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  équations  de 
ce  genre,  ce  terme  se  réduit  à 

3«'   /•  ,  ,    „ 
I  n'dte'*. 

0 

V. 

Examinons  présentement  les  autres  termes  de  l'expression  de  lv\ 

/n  dt  /*dR 
qui,  par 
V^i  — e» 

son  double  signe  intégral,  paraît  très  propre  à  donner  des  inégalités 

séculaires.  On  a,  par  ce  qui  précède,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 

à  très  peu  près  constants, 

la  caractéristique  d  du  second  membre  de  cette  équation  ne  se  rap- 
portant qu'aux  quantités  a,  e,  p  Qi  q  relatives  à  la  Lune.  Les  deux 
premières  de  ces  quantités  sont  constantes,  mais  les  deux  autres  sont 
variables,  ce  qui  donne 

aà^=^-^^[dp{p-p')  +  dq{q-q')]. 

Si  l'on  substitue,  au  lieu  de  p  et  de  y,  leurs  valeurs  trouvées  dans 
l'article  précédent,  on  aura 

«dR=-'s[.ysi„(Q-^-)..,'cos(Q-?^')]. 

On  sait  que  les  valeurs  de  p'  et  de  q'  ont  cette  forme 

/>'=  A  sin(/^  +  X)H- A'sin(/'<  + V)+. . ., 
<7'  =  Acos(/^4-X)-+-A'cos(/'f  4-X')  +..., 

/, /', ...  étant  des  coefficients  extrêmement  petits;  la  différentielle  a  dR 
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sera  donc  exprimée  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

/n  dt  TdR 
sera  exprimé  à  fort  peu  près  par  une 

suite  de  termes  de  la  forme 

—  sin    Q -, ft  —  h); 

or  ces  termes  sont  insensibles  à  cause  de  l'extrême  petitesse  de/rela- 

/ndtfA^ 
.  ne  produit  aucune  inéga- 

v/i  — e^ 

lité  séculaire  sensible  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Il  nous  reste  à  considérer  dans  l'expression   de  tv  la  quantité 
g?(rar)-i-r£^^  ^^.g  jj  ^g^  ^jg^  ^^  ^^j^  ^^^  g^^  ^^  v^  pj^g  ^^^.^g  raison 
à^ndt^i  —  e^ 

sa  différence,  ne  renferment  point  de  termes  sensibles  de  la  nature  de 
ceux  que  nous  venons  d'analyser.  En  n'ayant  donc  égard  qu'à  ces 
termes,  on  a 

(E)  §ç--.^Jn'dte'*. 

VI. 

Voyons  maintenant  si  l'action  directe  des  planètes  sur  la  Lune  pro- 
duit dans  l'expression  de  ^v  des  termes  du  même  ordre  et  du  même 
genre  que  celui  que  nous  venons  de  déterminer.  Les  planètes,  ainsi 
que  le  Soleil,  ne  troublent  le  mouvement  de  la  Lune  que  par  la  diffé- 
rence de  leur  action  sur  la  Terre  et  sur  ce  satellite.  En  désignant  donc 
par  R'  pour  une  planète  ce  que  nous  avons  nommé  R  pour  le  Soleil, 
R'  sera  relativement  à  R  du  même  ordre  que  le  rapport  des  masses  des 
planètes  à  celle  du  Soleil. 

On  peut  concevoir  R'  développé  dans  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus d'angles  croissants  proportionnellement  au  temps,  et  il  est 
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visible  que,  les  moyens  mouvements  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes étant  incommensurables  entre  eux,  la  différentielle  de  ces  sinus 
et  cosinus,  prise  en  ne  faisant  varier  que  les  moyens  mouvements  de 
la  Lune,  de  ses  nœuds  et  de  son  apogée,  est  une  quantité  périodique. 
Cette  différentielle  est  égale  à  dR';  ainsi  la  partie 

n  dtfdR' 


/ndt 


de  l'expression  de  Bv  n'est  formée  que  de  quantités  périodiques  dé- 
pendantes de  la  configuration  des  planètes,  du  Soleil  et  de  la  Lune;  il 
ne  peut  donc  point  en  résulter  d'équation  séculaire  dans  le  mouve- 
ment de  ce  satellite. 
Quant  à  la  partie 


de  l'expression  de  Bv,  on  voit  facilement  que  les  termes  à  très  peu  près 
constants  qu'elle  renferme  ne  peuvent  dépendre  que  des  variations 
séculaires  des  éléments  des  orbites  des  planètes,  et  que,  par  consé- 
quent, ils  sont,  relativement  à  celui  que  nous  avons  déjà  déterminé, 
du  même  ordre  que  le  rapport  des  masses  des  planètes  à  celle  du 
Soleil. 

Il  est  clair  que  la  partie  r — r_  ^^  l'expression  de  Bv  ne  pro- 

duit  aucun  terme  sensible  de  la  nature  de  ceux  que  nous  considé- 
rons. 

On  peut  appliquer  le  raisonnement  et  les  résultats  précédents  aux 
termes  provenant  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre.  La  circonstance  de 
l'égalité  des  moyens  mouvements  de  la  Lune  sur  elle-même  et  autour 
de  la  Terre  exige  une  discussion  particulière  des  termes  provenant  de 
la  non-sphéricité  de  la  Lune;  mais  M.  de  la  Grange,  qui  l'a  faite  avec 
beaucoup  de  soin  dans  son  excellente  pièce  sur  la  libration  de  la  Lune, 
a  trouvé  qu'il  n'en  résultait  point  d'équation  séculaire  dans  son  moyen 
mouvement  (vof>  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1780). 
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Enfin  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  de  la  Lune,  et 
M.  d'Alembert  en  particulier,  se  sont  assurés  que,  de  la  combinaison  des 
diverses  équations  du  mouvement  lunaire,  il  ne  peut  résulter  aucune 
équation  sensible  à  longue  période  et  semblable  à  l'inégalité  de  neuf 
cent  dix-huit  ans  que  j'ai  trouvée  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  La  valeur  de  Bv  donnée  par  l'équation  (E)  de  l'article  précé- 
dent renferme  donc  tous  les  termes  sensibles  qui,  par  la  théorie  de 
la  pesanteur  universelle,  peuvent  produire  une  équation  séculaire 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Examinons  présentement  les 
équations  séculaires  des  autres  éléments  de  l'orbite  lunaire. 

VIL 

Reprenons  l'équation 

d^r^       I        I  r^„  dR         dR         dR 

dt^        r       a        J  dx       "^  dy  oz 


trouvée  dans  l'article  I,  et  que  nous  avons  discutée  dans  l'article  IV, 
en  négligeant  les  carrés  des  excentricités  des  orbites.  Si,  dans  le  coef- 
ficient de  r^  de  l'expression  de  R,  on  ne  conserve  que  les  termes  à  très 
peu  près  constants,  et  que  l'on  néglige  ceux  de  l'ordre  des  carrés  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  qui  sont  constants,  on  aura 


partant 


ï^— '-^(^  +  te'^)' 


2a  i  AR  —  ig r  — ^^ ^ +  -T—T  /  r'^e'de', 


g  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  l'intégrale  aJdR,  et  que 
nous  avons  trouvée,  dans  l'article  IV,  égale  à  ^^-  Soit 

on  aura,  en  négligeant  le  carré  des  forces  perturbatrices,  et  par  consé- 
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quent  le  produit  de  —  par  ces  forces, 

2a/dR  — ^— r i-(ï  +  îe")H r       ue'de'; 

J  on*  /i*  '      '        in}  J 

mais  on  a,  à  fort  peu  près, 

_        d}u 

ce  qui  donne,  à  cause  de  l'extrême  lenteur  avec  laquelle  é  varie, 

/•     ,  ,  ,  du    e'  de' 

I  ue  de  =z — —; 

*/  ndt  ndt 

on  aura  donc 

/,„        2/i"        n'*u ,         ,    ...        3n'*    du    e' de' 
on'  n*  '  in}  ndt  ndt 

On  trouvera  pareillement 

/     (?R  ^R  dR\  n'2        3n'*e'»        n'*M,         ,   „, 

\     (î^       -^  (?/  ^z  /  an*  4 'ï  « 

L'équation  différentielle  précédente  deviendra  ainsi,  en  y  faisant 

d'^u'         ,    ,/        3<3a       2n'*       3n'»e'*\ 
dt^  \  a  n*  ^       / 

3n"  du'  e'de'         ,  ôa       ,    „      3n'»e'* 
in^    dt      dt  a        *  4 

d'où  l'on  tire  les  deux  équations  suivantes  ; 


^a  n'^        3n"e 


li 


a  6/ï*  4«* 

rf«M'  ,    ,/        3n'«       2in'*e"\       3n'« 

rf<*  \         2n»  4«      /        2n» 
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Cette  dernière  équation  donne  à  fort  peu  près,  en  l'intégrant, 


ecos 


e  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  résulte  de  cette  analyse  :  i°  que  la  moyenne  distance  a  de  la  Lune 
à  la  Terre  est  assujettie  à  une  variation  séculaire  représentée  par 

^    a\  mais,  é  ne  surpassant  jamais  j^,  cette  variation  est  insensible 

et  n'influe  pas  d'une  demi-seconde  sur  la  parallaxe  ;  2°  que  l'équation 
du  centre  de  la  Lune  est  à  très  peu  près  constante  et  qu'elle  n'est 
assujettie  tout  au  plus  qu'à  des  variations  du  même  ordre  que  celles 
de  la  moyenne  distance;  3°  enfin,  que  le  mouvement  de  l'apogée  est 

soumis  à  une  équation  séculaire  représentée  par  ^^^fn'dte''^.  Cette 

équation  est  fort  sensible  à  cause  du  signe  intégral  qui  aff'ecte  é^; 
elle  est  en  sens  contraire  de  celle  du  moyen  mouvement  de  la  Lune, 
avec  laqujelle  elle  est  dans  le  rapport  constant  de  7  à  4- 

Si  l'on  traite  de  la  même  manière  la  dernière  des  équations  (A)  de 
l'article  I,  que  nous  avons  déjà  discutée  dans  l'article  IV  en  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités  des  orbites,  on  trouvera,  en  nom- 
mant s^  la  latitude  de  la  Lune  au-dessus  de  l'écliptique  vraie, 

ê  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  suit  de  là  que  l'inclinaison  respective  des  deux  orbites  du  Soleil 
et  de  la  Lune  est  constante,  mais  que  la  longitude  moyenne  de  ses 

3/i'    r 
nœuds  est  assujettie  à  une  équation  séculaire  égale  à  ^—  j  n'dte"^. 

Cette  équation  est  en  sens  contraire  de  l'équation  séculaire  du  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  et  elle  n'en  est  que  le  quart.  Il  notfs  reste 
maintenant  à  voir  jusqu'à  quel  point  les  résultats  précédents  satisfont 
aux  observations. 
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VFII. 

Pour  cela,  il  faut  déterminer  la  valeur  de  e'^  qui,  comme  l'on  sait, 
est  une  quantité  périodique  dépendante  des  masses  des  planètes,  et 
principalement  de  celles  de  Jupiter,  de  Vénus  et  de  Mars.  La  masse 
de  Jupiter  est  bien  connue,  mais  celles  de  Vénus  et  de  Mars  sont  incon- 
nues; il  nous  est  donc  impossible  de  déterminer  exactement  la  valeur 
de  e'^,  et  par  conséquent  celle  de  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Cepen- 
dant, comme  Jupiter  a  sur  la  variation  de  é-  une  plus  grande  influence 
que  les  autres  planètes,  et  que  d'ailleurs  quelques  autres  phénomènes 
célestes  nous  ont  fait  connaître  à  peu  près  la  masse  de  Vénus,  on  peut 
avoir  cette  variation  d'une  manière  assez  approchée  pour  reconnaître 
si  elle  est  la  cause  de  l'équation  séculaire  observée  dans  le  mouvement 
de  la  Lune. 

M.  de  la  Grange,  dans  son  excellente  théorie  des  variations  sécu- 
laires des  éléments  des  orbites  des  planètes,  a  adopté,  sur  leur  densité, 
une  hypothèse  qui  s'accorde  assez  bien  avec  les  densités  connues  de 
la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Il  suppose  les  densités  des  planètes 
réciproques  à  leurs  moyennes  distances  au  Soleil;  et,  d'après  cette 
supposition,  il  détermine  pour  un  temps  quelconque  les  inégalités 
séculaires  des  inclinaisons  des  orbites,  de  leurs  nœuds,  de  leurs  excen- 
tricités et  de  leurs  aphélies  {voir  les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'an- 
née 1782);  mais,  comme  dans  la  Physique  céleste  nous  ne  voyons 
point  de  cause  d'où  cette  loi  de  densité  puisse  résulter,  cet  illustre 
géomètre  a  donné,  dans  les  Mémoires  cités,  les  expressions  différen- 
tielles des  inégalités  séculaires,  en  laissant  les  masses  des  planètes 
sous  la  forme  d'indéterminées,  en  sorte  que  ces  expressions  pourront 
servir  à  déterminer  ces  masses  lorsque  les  observations  auront  fait 
connaître  avec  précision  les  variations  des  éléments. 

L'hypothèse  adoptée  par  M.  de  la  Grange  donne  61",  56  pour  la  dimi- 
nution séculaire  actuelle  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  ce  résultat 
paraît  trop  considérable,  et  la  plupart  des  astronomes  réduisent  cette 

Œuvres  de  L.  —  XL  34 
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diminution  à  5o".  J'ai  diminué  en  conséquence  la  masse  de  Vénus 
et  j'ai  conservé  d'ailleurs  toutes  les  autres  déterminations  de  M.  de  la 
Grange  sur  les  masses  des  planètes.  Cela  posé,  en  nommant  i  le 
nombre  des  siècles  écoulés  depuis  1700,  j'ai  trouvé,  à  cette  époque, 

^î^=-o'',3i588. 
ai 

de' 
J'ai  déterminé  ensuite  la  valeur  de  ie'  -^  pour  l'an  700  de  notre 

ère,  en  substituant  dans  l'expression  analytique  de  cette  quantité  les 

valeurs  des  éléments  des  planètes  qui  avaient  lieu  à  cette  époque,  et 

j'ai  trouvé,  en  nommant  e\  l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  à  cette 

même  époque, 

2  e'  de' 

-^^  =  -0",  27845. 

ai 

Soit  maintenant 

e'2=A+Bt  +  Ci% 

2  étant  compté  de  1700;  on  aura 

^^^'==Bz=-o",3i588. 
di 

En  faisant  ensuite  ï  :=  —  10,  on  aura 

9  e'  de' 

-^^  =:  B  -  20  C  --=  -  O",  27845. 

On  aura  donc 

B=:_o",3i588,        C=-:-o",ooi87i5. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (E)  de  l'article  V, 

^ç:=^-l!}L  Çn'dte'K 
in  J 

On  a 

n'  dtz=z\oo.  36o**  di  ; 

de  plus 

n' 
-=0,0748034. 
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En  substituant  donc  au  lieu  de  c"  sa  valeur  précédente,  et  en  rédui- 
sant les  valeurs  de  B  et  de  C  en  parties  du  rayon,  ce  que  Ton  fera  en 
les  divisant  par  57"r7'44''»  on  trouvera 

dp  —  —  2 2 ,  44 1 03 .  i  So»  A  f  4-1 1  ",  1 35  «■»  H-  o",  04398  i} . 

Le  premier  terme  de  cette  formule  se  confond  avec  le  moyen  mou- 
vement de  la  Lune  observé  en  1700;  ainsi,  l'équation  séculaire  de  ce 

satellite  est 

4-/i",i35f"2-t-o",o4398f^ 

Cette  valeur  peut  s'étendre,  sans  erreur  sensible,  aux  observations 
les  plus  anciennes  de  la  Lune  et  à  mille  ou  douze  cents  ans  dans 
l'avenir. 

M.  de  Lambre  a  conclu,  de  la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'ob- 
servations de  la  fin  du  dernier  siècle  et  de  celui-ci,  qu'il  faut  dimi- 
nuer d'environ  25"  le  mouvement  séculaire  de  la  Lune  des  nouvelles 
Tables  de  Mayer.  Il  faut  donc  ajouter  —  25",  i  au  moyen  mouvement 
de  ces  Tables,  en  partant  de  1700;  et,  comme  cet  illustre  astronome 
emploie  une  équation  séculaire  proportionnelle  au  carré  des  temps  et 
de  g"  pour  le  premier  siècle,  les  lieux  de  la  Lune  calculés  sur  ces 
Tables  doivent  être  corrigés  par  la  formule 

—  25"  /  +  2",  1 35  i*'  4-  o", 04398  i\ 

Voyons  si  cela  s'accorde  avec  les  observations. 

M.  de  la  Grange,  dans  sa  pièce  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune, 
qui  a  remporté  le  prix  de  l'Académie  sur  cet  objet,  et  qui  est  imprimée 
dans  le  Volume  des  Savants  étrangers  pour  l'année  1773,  a  donné, 
page  56,  les  erreurs  des  Tables  de  Mayer,  comparées  aux  éclipses 
anciennes.  Il  assure  que  les  calculs  ont  été  faits  avec  soin,  de  manière 
à  pouvoir  compter  sur  leur  exactitude.  Voici  ces  erreurs  et  celles  de 
ces  mêmes  Tables  corrigées  par  la  formule  précédente. 
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LIEUX 

des 
observations. 

DATES 

des 
éclipses. 

ERREURS 

des 
Tables  de  Mayer. 

ERREURS 

des 
Tables  corrigées. 

Babylone 

Babylone 

Alexandrie 

Alexandrie 

Caire 

Caire 

720  ans  avant  notre  ère,      i                 - . -■' 
19  mars.                   \ 

382  ans  avant  notre  ère,      /               „ 

,,       ,                    l        —  26.  0 
22  décembre.               \ 

200  ans  avant  notre  ère,       ) 
22  septembre.               \ 

1 

364  ans  après  notre  ère, 

,.  .  .                               —  12.40 
16  juin.                    \ 

1 

977  ans  après  notre  ère,       ) 

12  décembre.               ( 

978  ans  après  notre  ère,                           ^ 

8  juin.                     \ 

—  4.23" 

—  8.32 

—  1.16 

—  2.3o 

-+-    3.12 

-h  4.52 

On  voit  ainsi  que  la  formule  précédente  rapproche  sensiblement 
les  Tables  des  observations  anciennes;  si  l'on  considère  l'incertitude 
de  ces  observations  et  celle  qui  reste  encore  sur  les  masses  des  pla- 
nètes, on  trouvera  qu'il  n'est  pas  possible  d'espérer  un  plus  parfait 
accord  entre  les  observations  et  la  théorie,  en  sorte  qu'il  n'y  a  aucun 
doute  que  l'équation  séculaire  de  la  Lune  ne  soit  due  à  la  cause  que 
nous  lui  avons  assignée. 

Pour  calculer  avec  exactitude  les  observations  précédentes,  il  fau- 
drait tenir  compte  des  équations  séculaires  des  mouvements  des 
nœuds  et  de  l'apogée  de  la  Lune.  Nous  avons  vu,  dans  l'article  précé- 
dent, que  l'équation  séculaire  du  moyen  mouvement  des  nœuds  est 
en  sens  contraire  de  celle  du  moyen  mouvement,  et  qu'elle  en  est  le 
quart.  Cette  équation  est,  par  conséquent, 

—  2",  784^2-0",  01 0995 1='; 

elle  doit  être  appliquée  à  la  longitude  du  nœud  donnée  par  les  Tablés. 
L'équation  séculaire  du  mouvement  de  l'apogée  est  pareillement  en 
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sens  contraire  de  celle  du  moyen  mouvement,  et  elle  en  est  les  J,  ce 
qui  donne  pour  cette  équation 

—  i9",488f*»  — o",o7697p. 

Il  faut  donc  appliquer  cette  formule  à  la  longitude  de  l'apogée  déter- 
minée par  les  Tables.  Mais  ces  corrections  supposent  les  moyens  mou- 
vements des  nœuds  et  de  l'apogée  exactement  connus,  et  comme  ils 
ont  été  principalement  déterminés  par  la  comparaison  des  observa- 
tions modernes  aux  anciennes,  il  faudra  revenir  sur  cet  objet,  en  ayant 
égard  aux  formules  précédentes. 

IX. 

La  formule  que  nous  venons  de  donner  pour  corriger  les  moyens 
mouvements  des  Tables  de  Mayer  ne  peut  servir  que  pour  un  temps 
limité.  Pour  en  avoir  une  qui  s'étende  à  un  temps  quelconque,  il  fau- 
drait connaître  la  valeur  exacte  de  e"*;  mais  cette  connaissance  sup- 
pose celle  des  masses  des  planètes,  que  nous  n'avons  point  encore. 
Nous  savons  seulement  par  la  théorie  que  e"^  est  formé  de  deux  par- 
ties, l'une  constante,  que  nous  désignerons  par  A,  et  l'autre  variable, 
que  nous  nommerons  /,  ce  qui  donne 

/  II'  dt  e'^— /  n'  Idt. 

Qin  J  in  2/1  «^ 

Le  terme —  se  confond  avec  le  moyen  mouvement  de  la  Lune; 

mais  celui-ci,  —  ^ —  /  n'idty  produit  l'équation  séculaire  de  ce  mou- 
vement. 

La  valeur  de  /,  réduite  en  série,  par  rapport  aux  puissances  du 
nombre  i  de  siècles  écoulés  depuis  1700,  est  de  cette  forme 

e!  étant  ici  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  en  1700;  en  représen- 
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tant  donc  par  nt  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  à  cette  époque, 
déterminé  par  les  observations  de  ce  siècle,  on  aura  le  véritable 
moyen  mouvement  de  la  Lune  en  ajoutant  à  nt  le  terme 

ie'-—h)n't. 

L'incertitude  qui  existe  sur  les  masses  des  planètes  ne  nous  permet- 
tant pas  de  déterminer  h,  on  voit  que  le  véritable  moyen  mouvement 
de  la  Lune  est  encore  inconnu. 

Si  l'on  fait  usage  des  formules  que  M.  de  la  Grange  a  données  dans 
les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'année  1782,  page  272,  on  aura 

h  =  0,001194442. 

Mais  on  a 

e'-=z  0,00028281 1, 

partant 

e'-~  h  --  —  0,000912131, 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  véritable  moyen  mouvement  sécu- 
laire de  la  Lune  est  plus  petit  que  le  moyen  mouvement  séculaire 
actuel,  de  S^'/ii'- 

Il  résulte  encore  des  formules  citées  que  l'excentricité  de  l'orbite 
terrestre  ne  surpasse  jamais  0,07641,  d'où  il  suit  que  le  moyen  mou- 
vement séculaire  de  la  Lune  ne  peut,  à  aucune  époque,  être  au-des- 
sous du  mouvement  séculaire  actuel,  de  22" 27'. 

Dans  le  cas  de  e'^^o,  le  moyen  mouvement  séculaire  de  la  Lune 
serait  le  plus  grand  possible;  mais  il  ne  surpasserait  le  mouvement 
séculaire  actuel  que  de  i°8'.  Ainsi  le  moyen  mouvement  séculaire  de 
la  Lune  est  toujours  compris  entre  ces  deux  limites  ; 

Le  moyen  mouvement  séculaire  actuel,  plus  i°8'. 
Le  moyen  mouvement  séculaire  actuel,  moins  2 2° 27'. 

On  voit  que  le  mouvement  séculaire  dans  ce  siècle  est  plus  près  de 
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la  première  limite  que  de  la  seconde,  parce  que  l'excentricité  de  l'or- 
bite terrestre  est  maintenant  peu  considérable. 

Ces  différents  résultats  sont,  à  la  vérité,  subordonnés  à  l'hypothèse 
employée  par  M.  de  la  Grange  sur  les  masses  des  planètes;  mais  ils 
suffisent  pour  faire  voir  la  grande  influence  des  variations  de  l'excen- 
tricité de  l'orbite  solaire  sur  les  mouvements  de  la  Lune,  influence 
que  les  siècles  dévoileront  de  plus  en  plus. 
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MÉMOIRE 

SUR  LA 

THÉORIE  DE  L'ANNEAU  DE  SATURNE. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1787;  1789. 


I. 

L'anneau  de  Saturne  est  un  des  phénomènes  les  plus  singuliers  du 
système  du  monde.  Huygens  donna  le  premier  la  véritable  explication 
de  ses  apparences,  en  lui  supposant  la  figure  d'une  couronne  circu- 
laire d'une  très  mince  épaisseur,  d'une  largeur  égale  environ  au  tiers 
du  diamètre  de  Saturne,  et  dont  le  centre  est  le  même  que  celui  de 
cette  planète.  M.  de  Cassini  observa  ensuite  que  l'anneau,  dans  sa  lar- 
geur, est  divisé  en  deux  parties  presque  égales  par  une  bande  obscure 
d'une  courbure  semblable  à  celle  de  l'anneau.  Enfin,  M.  Short,  avec 
un  fort  télescope,  aperçut  plusieurs  bandes  concentriques  à  sa  circon- 
férence. Ces  observations  ne  permettent  pas  de  douter  que  l'anneau 
de  Saturne  ne  soit  formé  de  plusieurs  anneaux  situés  à  peu  près  dans 
le  même  plan;  elles  donnent  lieu  de  croire  que  de  plus  forts  téles- 
copes y  feront  apercevoir  un  plus  grand  nombre  d'anneaux. 

La  théorie  de  la  pesanteur  universelle,  qui  s'accorde  si  bien  avec  les 
phénomènes  que  présentent  les  mouvements  et  les  figures  des  corps 
célestes,  doit  également  satisfaire  à  ceux  que  nous  offre  l'anneau  de 
Saturne;  mais  jusqu'ici  personne  n'a  entrepris  de  déterminer  sa  figure 
d'après  cette  théorie,  car  l'explication  que  M.  de  Maupertuis  a  donnée 
de  la  formation  des  anneaux,  dans  son  discours  sur  la  figure  des 
astres,  n'étant  pas  fondée  sur  la  loi  de  la  gravitation  mutuelle  de 
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toutes  les  parties  de  la  matière,  mais  sur  la  supposition  d'une  ten- 
dance des  molécules  des  anneaux  vers  plusieurs  centres  d'attraction, 
elle  ne  doit  être  regardée  que  comme  une  hypothèse  ingénieuse, 
propre  tout  au  plus  à  faire  entrevoir  la  possibilité  des  anneaux  dans 
le  cas  de  la  nature.  En  appliquant  à  cet  objet  les  recherches  que  j'ai 
données  dans  nos  Mémoires  de  1782  ('),  sur  les  attractions  des  sphé- 
roïdes et  sur  la  figure  des  planètes,  je  suis  parvenu  aux  résultats  sui- 
vants, que  je  ne  présente  que  comme  un  essai  d'une  théorie  de  l'an- 
neau de  Saturne,  qui  pourra  être  perfectionnée  lorsque  de  nouvelles 
observations  faites  avec  de  grands  télescopes  auront  fait  connaître  le 
nombre  et  les  dimensions  des  anneaux  dont  il  paraît  formé. 

Je  supposerai,  comme  les  géomètres  l'ont  fait  dans  leurs  recherches 
sur  la  figure  des  astres,  qu'une  couche  infiniment  mince  de  fluide 
répandue  sur  la  surface  de  l'anneau  y  resterait  en  équilibre,  en  vertu 
des  forces  dont  elle  serait  animée.  Cette  hypothèse  est  la  seule  admis- 
sible; il  est,  en  effet,  contre  toute  vraisemblance  de  supposer  que 
l'anneau  ne  se  soutient  autour  de  Saturne  que  par  adhérence  de  ses 
molécules,  car  alors  les  parties  voisines  de  la  planète,  sollicitées  par 
l'action  toujours  renaissante  de  la  pesanteur,  se  seraient,  à  la  longue, 
détachées  de  l'anneau  qui,  par  une  dégradation  insensible,  aurait  fini 
par  se  détruire  ainsi  que  tous  les  ouvrages  de  la  nature  qui  n'ont 
point  eu  les  forces  suffisantes  pour  résister  à  l'action  des  causes 
étrangères.  C'est  par  les  conditions  de  l'équilibre  de  ce  fluide  que 
la  figure  de  l'anneau  doit  être  déterminée;  pour  cela,  je  vais  rappeler 
quelques-uns  des  résultats  généraux  sur  les  attractions  des  sphé- 
roïdes que  j'ai  donnés  dans  les  Mémoires  cités. 

II. 

Considérons  l'attraction  d'un  sphéroïde  sur  un  point  quelconque  m. 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  ce  point;  soit  dM  une  molécule 
du  sphéroïde;  x' ,  y',  z'  les  coordonnées  de  cette  molécule;  si  l'on 

(  '  )  Œuvres  de  Laplace,  t.  X. 
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nomme  p  sa  densité,  p  étant  une  fonction  de  x\  y',  z'  indépendante 

de  X,  y  et  z,  on  aura 

rfM  =  p  dx'  dy'  dz'. 

L'action  de  </M  sur  m,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x  et 
dirigée  vers  leur  origine,  sera 

p ( a?  —  x')  dx' dy'  dz' 


l^a:-x'Y-\-{y-y'y+{z-z'r-Y 
et  par  conséquent  elle  sera  égale  à 

d  p  dx'  dy'  dz' 


en  nommant  donc  V  l'intégrale 

p  dx'  dy'  dz' 

^-  x'y- -i-  {y  - y')^  +  {z  -  z'J* 


f 


étendue  à  la  masse  entière  du  sphéroïde,  on  aura  —  —  pour  l'action 
entière  du  sphéroïde  sur  le  point  m,  décomposée  parallèlement  à  l'axe 
des  X  et  dirigée  vers  leur  origine. 

V  est  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde  divisées  par  leurs 
distances  respectives  au  point  attiré  m;  pour  avoir  l'attraction  du 
sphéroïde  sur  ce  point  parallèlement  à  une  droite  quelconque,  il  faut 
donc  considérer  V  comme  une  fonction  de  trois  coordonnées  rectangles 
dont  l'une  soit  parallèle  à  cette  droite,  et  différentier  cette  fonction 
relativement  à  cette  coordonnée  :  le  coefficient  de  la  différentielle  de 
la  coordonnée,  pris  avec  un  signe  contraire,  sera  la  valeur  de  l'attrac- 
tion du  sphéroïde  décomposée  parallèlement  à  la  droite  donnée  et 
dirigée  vers  l'origine  de  la  coordonnée  qui  lui  est  parallèle. 

Si  l'on  représente  par  S  la  fonction 


^{^-^')*-h{y-y'y-i-{z-z'y 

on  aura 

y=:fëpdx'dy'dz'. 
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L'intégration  n'étant  relative  qu'aux  variables  x' ,  y',  z' ,  il  est  clair 
que  l'on  aura 

Mais  il  est  facile  de  s'assurer,  par  la  différentiation,  que  l'on  a 

dcc^       dy^       dz^  ' 

on  aura  donc  pareillement 

'  d*Y       â^Y       d^Y 

Cette  équation,  rapportée  à  d'autres  coordonnées,  est  la  base  de  la 
théorie  que  j'ai  présentée  dans  nos  Mémoires  de  1782  sur  les  attrac- 
tions des  sphéroïdes  et  sur  la  figure  des  planètes. 

Lorsque  le  sphéroïde  est  un  solide  de  révolution,  l'équation  (i) 
peut  se  réduire  à  deux  variables.  En  effet,  si  l'on  suppose 


,r  =z  \J x^ -^  y- 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

X  —  sjy-  —  y' 

et  que  l'on  substitue  cette  valeur  de  x  dans  V,  il  deviendra  fonction 
de  r,  j  ets;  mais,  si  l'on  conçoit  que  l'axe  des  z  est  l'axe  même  de 
révolution  du  sphéroïde,  il  est  clair,  par  la  nature  du  solide  de  révo- 
lution, que  la  distance  r  du  point  attiré  à  l'axe  des  z  restant  la  même, 
ainsi  que  sa  distance  y/r-  -h  z-  à  l'origine  de  z,  la  valeur  de  V  doit 
rester  la  même;  V  doit  donc  alors  être  fonction  de  r  et  de  ^  sans  y, 
et  il  ne  renferme  les  variables  x  et  y  qu'autant  qu'elles  sont  conte- 
nues dans  r.  On  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


dY 

dY  âr 

X 

dY 

ôx 

dr 

àx 

r 

17' 

d'^Y 

,.3 

dY 
dr 

-+- 

x'' 

d^Y 
dr' 
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On  aura  pareillement 

d'Y  __^  àV        y^  d»»y 
ày*         r^  dr         r*    dr*  ' 

L'équation  (i)  deviendra  donc 

I  dY       d^Y       d'Y 
r  or         âr^         az* 

Si  le  sphéroïde  est  une  sphère  ou  une  couche  sphérique  qui  soit  par- 
tout d'une  égale  épaisseur,  l'équation  (2)  pourra  se  transformer  dans 
une  équation  aux  différences  ordinaires  entre  deux  variables,  car  en 
faisant 

ce  qui  donne 

z  =  ^r''—  r\ 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  V  qui,  relativement  aux  sphéroïdes 
de  révolution,  est  fonction  de  r  et  de  z,  il  deviendra  fonction  de  ret 
de  r'.  Mais,  relativement  à  une  sphère  ou  à  une  couche  sphérique,  si 
l'on  fixe  l'origine  des  coordonnées  à  son  centre,  la  valeur  de  V  sera  la 
même,  quel  que  soit  r,  pourvu  que  la  distance  r'  du  point  attiré  au 
centre  de  la  sphère  soit  la  même;  V  sera  donc  alors  fonction  de  r'seul, 
et  il  ne  renfermera  les  variables  r  et  ^  qu'autant  qu'elles  sont  renfer- 
mées dans  r';  on  aura  ainsi 


dY 

r    dY 

dr    ~ 

"  r'    dr'' 

d^Y  _ 

z^  dY        r«  d^Y 

or^ 

-  ,./3  ^r'  ^  r'*  dr'* 

d*V 

r*  dY       z*  d*Y 

dz^  ~ 

-  ,J3  f)r'  "^  ,.'2  dr'* 

et  l'équation  (2)  deviendra 


_  ^dY      d^ 
°~  r'  dr'  "^  dr" 
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En  intégrant,  on  aura 

F 
V  =  ^  +  H, 

r 

F  et  H  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Supposons  d'abord  le  point  attiré  m  extérieur  au  sphéroïde;  il  est 
clair  que,  en  supposant  r'  infini,  V  doit  devenir  nul,  ce  qui  donne 

H  "  G.  Ainsi,  relativement  aux  points  extérieurs,  l'expression  de  V  se 

F 

réduit  à  -;  mais,  dans  la  supposition  de  r'  infini,  V  est  évidemment 

égal  à  la  masse  entière  du  sphéroïde,  divisée  par  la  distance  r'  de  son 
centre  au  point  m.  En  nommant  donc  M  cette  masse,  on  aura  F  :=  M, 
et,  par  conséquent, 

La  différentielle  de  V,  divisée  par  —  <?/,  exprime,  comme  on  l'a  vu, 
l'attraction  du  sphéroïde  dirigée  vers  l'origine  de  r' \  on  aura  donc 
—^  pour  cette  attraction,  d'où  il  suit  que  l'action  d'une  sphère  ou  d'une 
couche  sphérique  sur  un  point  extérieur  est  égale  à  sa  masse  divisée 
par  le  carré  de  la  distance  de  son  centre  à  ce  point. 

Si  le  point  m  est  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche  sphérique,  la 
constante  F  est  nulle,  parce  que  V  ne  devient  point  infini  lorsque  r'=  o  ; 
on  a  donc  alors  V  =  F,  et  par  conséquent  la  différentielle  de  V  prise 
par  rapport  à  une  droite  quelconque  est  zéro,  d'où  il  suit  qu'un  point 
placé  dans  l'intérieur  d'une  couche  sphérique  est  également  attiré  de 
toutes  parts.  Ces  résultats  sont  bien  connus  des  géomètres;  mais  on 
employait,  pour  y  parvenir,  deux  méthodes  différentes,  suivant  la 
position  du  point  attiré  à  l'extérieur  ou  dans  l'intérieur  de  la  couche 
sphérique,  au  lieu  que  l'analyse  précédente  renferme  ces  deux  cas 
dans  la  même  expression  de  V,  en  déterminant  convenablement  ses 
constantes  arbitraires. 

III. 

On  peut  imaginer  l'anneau  de  Saturne  produit  par  la  révolution 
d'une  figure  fermée  telle  que  l'ellipse,  mue  perpendiculairement  à 
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son  plan,  autour  du  centre  de  Saturne,  placé  sur  le  prolongement  de 
l'axe  de  cette  figure.  Nous  supposerons  que  le  rayon  r  est  Taxe  même 
de  la  figure  génératrice,  prolongé  jusqu'à  Saturne,  et  qu'il  la  partage 
en  deux  parties  égales  et  semblables;  nous  supposerons  encore  que 
l'axe  des  z  est  l'axe  de  révolution  du  sphéroïde,  et  que  l'origine  de  r 
et  de  z  est  au  centre  de  Saturne  ;  enfin,  nous  supposerons  que  l'anneau 
a  un  nrouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  des  s,  et  que  la  force  cen- 
trifuge due  à  ce  mouvement  est  g,  à  une  distance  de  l'axe  de  rotation 
prise  pour  unité  de  distance. 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  p  la  force  avec  laquelle  l'anneau  attire  les 
points  de  la  circonférence  la  plus  intérieure  ;  r  le  rayon  de  cette  circon- 
férence, et  S  la  masse  de  Saturne;  la  force  avec  laquelle  les  points 

de  cette  circonférence  tendent  vers  le  centre  de  cette  planète  sera 

S 

-i  —  P  —  gr;  ainsi,  pour  qu'ils  ne  se  détachent  point  de  l'anneau  sup- 

S 
posé  fluide,  il  faut  que  l'on  ait  />  >  -^^  —  gr. 

Si  l'on  nomme  pareillement/)'  la  force  avec  laquelle  l'anneau  attire 
les  points  de  sa  circonférence  la  plus  extérieure,  et  /  le  rayon  de  cette 

circonférence,  gr^—p' j^  sera  la  force  avec  laquelle  ils  tendent  à  se 

détacher  de  l'anneau;  ainsi,  pour  qu'ils  soient  retenus  à  sa  surface,  on 

g 
doit  avoir /?'>  ^t' j-^-  On  aura  donc 

Soient  q  la  pesanteur  à  la  surface  de  Saturne  et  R  le  rayon  de  son 
g 
globe,  on  aura  q  =  r-^,  partant 

La  masse  de  l'anneau  est  considérablement  moindre  que  celle  de 
Saturne;  d'ailleurs,  une  sphère  doit  plus  fortement  agir  sur  un  corps 
placé  à  sa  surface  qu'un  solide  de  même  masse  très  aplati.  En  vertu 
de  ces  deux  considérations,  y  est  beaucoup  plus  grand  que/>et/>',  d'où 

ORuvres  de  L.  —  XI.  36 
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il  suit  que ^5-7^ —  doit  être  un  très  petit  coefficient,  ce  qui  sup- 
pose que  r  diffère  très  peu  de  /.  Or  cela  n'aurait  point  lieu  relative- 
ment à  l'anneau  de  Saturne  s'il  formait  une  masse  continue,  car  les 
observations  donnent  r  =  |R  et  r'  =  ^R,  d'où  l'on  tire 

^:^-pi —  =0,228805, 

quantité  beaucoup  trop  grande  pour  pouvoir  être  admise  ;  ainsi,  quand 
même  les  observations  ne  nous  auraient  pas  fait  connaître  la  division 
de  l'anneau  de  Saturne  dans  plusieurs  anneaux  concentriques,  la 
théorie  de  la  pesanteur  eût  suffi  pour  nous  en  convaincre.  Nous  con- 
sidérerons par  conséquent  cet  anneau  comme  étant  formé  de  plusieurs 
anneaux  d'une  largeur  peu  considérable  relativement  à  leurs  distances 
au  centre  de  Saturne,  et,  d'après  cette  hypothèse,  nous  allons  déter- 
miner leur  figure. 

IV. 

Reprenons  l'équation  (2)  de  l'article  II.  Dans  le  cas  d'un  sphéroïde 
très  aplati,  z  est  très  petit  relativement  à  r;  de  plus,  si  l'on  suppose  la 
figure  génératrice  divisée  en  deux  parties  égales  et  semblables  par 
le  rayon  r,  la  valeur  de  V  est  la  même  pour  deux  points  semblable- 
ment  placés  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  des  x  et  des  y;  elle  ne 
change  donc  point  par  le  signe  de  s,  d'où  il  suit  qu'elle  est  fonction 
de  r  et  de  s^.  En  la  réduisant  en  série  par  rapport  aux  puissances 
dez,  et  en  négligeant  les  quatrièmes  puissances  de  cette  variable,  on 
aura 

V=:A  +  B2«, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  r.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans 
l'équation  (2)  de  l'article  II,  la  comparaison  des  termes  indépendants 
de  s  donnera 

2r  dr\    dr  J' 

partant 

^ .        z^    d  /    dA  \ 

2r  dr\    dr  J 
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Telle  est  l'expression  générale  de  V  relative  aux  sphéroïdes  très 
aplatis.  Pour  l'appliquer  aux  anneaux,  il  faut  supposer  leur  largeur 
fort  considérable  relativement  à  leur  épaisseur,  car  en  nommant  /  la 
valeur  moyenne  de  r,  V  sera  fonction  de  /  —  r et  de  z;  ainsi,  pour  que 
A  -f-  Bz-  soit  la  valeur  approchée  de  V,  il  est  nécessaire  que  r-  soit  fort 
petit  par  rapport  k  l  —  r.  Gela  posé,  gr  étant  la  force  centrifuge  du 
mouvement  de  rotation  du  point  m,  r^gr^  sera  l'intégrale  du  produit  de 

S 
cette  force  par  l'élément  de  sa  direction;  est  la  somme  de 

toutes  les  molécules  de  Saturne,  divisées  par  leurs  distances  respec- 
tives au  point  m\  cette  somme  est  l'intégrale  du  produit  des  forces 
attractives  de  ces  molécules  par  les  éléments  de  leurs  directions,  parce 
que,  relativement  à  chaque  molécule,  cette  intégrale  est  la  molécule 
même  divisée  par  sa  distance  au  point  attiré.  V  est  pareillement  l'in- 
tégrale du  produit  des  forces  attractives  des  molécules  de  l'anneau 
par  les  éléments  de  leurs  directions.  Maintenant,  si  le  point  attiré /a/ 
est  à  la  surface  de  l'anneau,  la  condition  de  l'équilibre  exige  que  l'in- 
tégrale de  la  somme  de  toutes  les  forces  dont  ce  point  est  animé,  mul- 
tipliées par  les  éléments  de  leurs  directions,  soit  égale  à  une  constante; 

on  aura  donc 

S 
const.  —  ^ gr^  H-  V -F =  • 

Z  étant  supposé  très  petit  par  rapport  à  r,  on  a 

S  S       Ss' 


\jr^-\- 


,3> 


l'équation  précédente  deviendra  donc,  en  y  substituant  pour  V  sa 
valeur  approchée, 

.     A     1    ,    S     ^2  rs      d  (  dkw 

Soit  r=l—u,u  étant  très  petit  par  rapport  à  /,  et  nommons  Q  ce  que 
devient  A  lorsqu'on  y  change  r  dans  /;  on  aura,  en  rejetant  les  puis- 
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sances  de  u  supérieures  au  carré, 

COnSt.  z=:Q-^{gl-^-^-u[gl-j^+-^J 


2S       ^2Q\       z 


""^^-^T-^  dl^  I       2 


i  yi-  '^ di\  di)\' 


Si  l'on  détermine  /  de  manière  que  le  coefficient  de  u  soit  nul,  on 
aura 


t^Q  _  S 
~dï-l^~  ^  ' 


et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


I  _   S       i_(PQ, 

P^   2     dl 


_    <r 


i3 


r  =  «» 


l'équation  précédente  entre  w  et  2  deviendra 

k  étant  une  constante.  C'est  l'équation  de  la  figure  génératrice  de  l'an- 
neau, et  il  en  résulte  que,  dans  les  suppositions  précédentes,  cette 
figure  est  une  ellipse  fort  aplatie.  Ce  résultat  nous  conduit  à  examiner 
plus  particulièrement  les  anneaux  formés  par  la  révolution  d'une 
ellipse  mue  perpendiculairement  à  son  plan,  autour  du  centre  de 
Saturne,  placé  sur  le  prolongement  de  son  axe. 

V. 

L'anneau  étant  supposé  d'une  très  petite  largeur,  relativement  à  sa 
distance  au  centre  de  Saturne,  son  attraction  sur  un  point  quel- 
conque m  de  sa  surface  est  à  fort  peu  près  égale  à  celle  qu'exercerait, 
sur  un  point  semblablement  placé  à  son  équateur,  un  ellipsoïde  dont 
le  grand  axe  serait  infini  et  dont  l'équateur  serait  égal  à  l'ellipse  géné- 
ratrice de  l'anneau.  En  effet,  si  l'on  conçoit  que  l'ellipsoïde  et  l'anneau 
se  pénètrent  de  manière  que  la  section  génératrice  passant  par  le 
point  m  et  l'équateur  de  l'ellipsoïde  se  confondent,  il  est  visible  que 
ces  deux  solides  se  confondront  sensiblement  jusqu'à  une  distance 
d'autant  plus  considérable  que  l'anneau  sera  plus  éloigné  de  Saturne, 
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en  sorte  qu'aux  points  où  leur  séparation  commencera  à  être  sensible 
l'attraction  qu'exercent  sur  le  point  m  leurs  parties  situées  à  celte 
distance  et  au  delà  sera  assez  petite  pour  être  né<,'lij,Hic.  On  peut  d'ail- 
leurs s'assurer  facilement  de  l'égalité  approchée  des  attractions  de  ces 
deux  solides  sur  le  point  m,  en  cherchant  directement  ces  attractions 
par  les  méthodes  connues. 

Pour  déterminer  maintenant  l'attraction  de  l'ellipsoïde,  nous  obser- 
verons que  son  équation,  rapportée  à  trois  coordonnées  rectangles 
M,  y  y  z  parallèles  à  ses  trois  axes  et  qui  ont  leur  origine  à  son  centre, 
est 

ï  et/2  étant  positifs.  Si  l'on  suppose  que  l'axe  des  u  soit  sur  le  rayon 
mené  du  centre  de  Saturne  à  celui  de  l'ellipse  génératrice  de  l'an- 
neau, ellipse  qui  forme  l'équateur  de  l'ellipsoïde,  k  sera  le  demi  grand 
axe  de  l'ellipse,  et  par  conséquent  la  demi-largeur  de  l'anneau;  si  l'on 

suppose  ensuite  que  l'axe  des  z  soit  dans  le  plan  de  cette  ellipse,  -y= 

sera  son  demi  petit  axe,  et  par  conséquent  la  demi-épaisseur  de  l'an- 
neau; et  il  est  clair  que,  si  l'axe  des  y  est  infini,  i  doit  être  infiniment 
petit  ou  nul. 

Soient  B  et  G  les  attractions  du  sphéroïde  elliptique,  parallèlement 
aux  axes  des  u  et  des  2,  sur  le  point  m  placé  à  son  équateur,  et  déter-^ 
miné  par  les  coordonnées  u  ^i  z,  ces  attractions  étant  dirigées  vers 
l'origine  des  coordonnées;  on  aura,  en  prenant  la  densité  de  l'ellip- 
soïde pour  unité  des  densités, 

t'dt 


C  = 


l^dt 


i  ,\     I  I  —  n 


Tc  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon,  et  les  intégrales 
étant  prises  depuis  i  =  o  jusqu'à  /=  i  [voir  sur  cela  nos  Mémoires  pour 
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l'annéei'j^2,  page  121  (')].  Dans  la  supposition  de  i  nui,  on  trouvera, 
en  faisant  sin  =  X, 

ces  quantités  seront  donc  les  attractions  de  l'anneau  sur  le  point  m, 
parallèlement  aux  axes  des  u  et  des  z.  En  multipliant  ces  attractions 
respectivement  par  les  éléments  —  du  et  —  dz  de  leurs  directions,  en 
ajoutant  ensuite  les  intégrales  de  ces  produits,  on  aura 

pour  l'intégrale  du  produit  des  forces  attractives  de  l'anneau,  multi- 
pliées par  les  éléments  de  leurs  directions,  sur  un  point  placé  à  sa  sur- 
face ;  il  faut  donc  substituer  cette  quantité  au  lieu  de  V  dans  l'équation 

S 


const.  =  ^^r^  +  V  -4- 


'f'-h 


trouvée  dans  l'article  précédent.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  dans  cette 
équation,  r  =  l  —  u,  on  aura,  en  négligeant  les  puissances  et  les  pro- 
duits de  w  et  de  s  de  plus  de  deux  dimensions, 

c'est  l'équation  de  l'ellipse  génératrice. 
Si,  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde 

on  suppose  j  =  o,  on  aura  encore,  pour  l'équation  de  l'ellipse  géné- 
ratrice, 

En  la  comparant  avec  la  précédente,  on  aura  les  deux  suivantes 

/jnl         S 
^       S  i  +  l'^l^ 


l'  ~     ^n         38 

(  *  )  Œuvres  de  Laplace,  T.  X,  p.  349. 
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La  première  de  ces  équations  détermine  le  mouvement  de  rotation  de 
l'anneau,  et  la  seconde  détermine  l'ellipticité  de  sa  section  généra- 
trice. 

VI. 

S 
Si  l'on  faite=7— ^>  la  seconde  des  équations  précédentes  don- 
nera 

__>a-_o_. 

"~  (X-M)(3X»-M)' 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  X  est  plus  grand  que  l'unité,  puisque  e  est 
nécessairement  positif.  L'axe  de  l'ellipse  génératrice  dirigé  vers  Sa- 
turne est  égal  à  ik,  et  il  mesure  la  largeur  de  l'anneau;  le  second  axe, 

qui  lui  est  perpendiculaire,  est  égal  à  -^-^  et  il  mesure  l'épaisseur  de 
l'anneau;  cette  épaisseur  est  donc  moindre  que  la  largeur. 

On  voit  ensuite  que  e  est  nul  lorsque  \  =  i  ai  lorsque  X  =  co,  d'où 
il  suit  qu'à  la  même  valeur  de  e  répondent  deux  valeurs  différentes 
de  X;  mais  on  peut  choisir  la  plus  grande  qui  donne  toujours  un 
anneau  plus  aplati.  La  valeur  de  e  est  susceptible  d'un  maximum  qui 
répond  à  fort  peu  près  à  X  =  2,6;  dans  ce  cas,  e  =  o,o543  :  cette 
valeur  est  donc  la  plus  grande  dont  e  soit  susceptible.  Il  en  résulte 
que  la  densité  moyenne  de  Saturne  ne  surpasse  pas  celle  des  anneaux 
voisins  de  sa  surface.  En  effet,  si  l'on  nomme  R  le  rayon  du  globe  de 
Saturne,  et  p  sa  moyenne  densité,  celle  de  l'anneau  étant  prise  pour 
unité,  on  aura 

partant 

pR» 
^~  3/» 

La  distance  de  Saturne  aux  points  de  son  anneau  les  plus  voisins  de 
sa  surface  est,  suivant  les  observations,  égale  à  |R,  et  la  largeur  de  la 
partie  intérieure  de  l'anneau  n'excède  pas  |R;  ainsi,  relativement  aux 
anneaux  les  plus  voisins  de  Saturne,  /  ne  surpasse  pas  ^R.  En  don- 
nant à  /  cette  valeur  et  à  p  sa  valeur  dans  le  cas  du  maximum,  on 
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trouve  p  =  i,oo38;  c'est  l'expression  de  la  densité  de  Saturne  dans  le 
cas  extrême,  et  il  en  résulte  que,  selon  toute  apparence,  la  densité 
des  anneaux  les  plus  proches  de  Saturne  surpasse  celle  de  cette  pla- 
nète. 

Supposons  que  la  largeur  de  la  partie  intérieure  de  l'anneau  ne  soit 
que  le  quart  du  rayon  de  Saturne,  ce  qui  peut  être  admis  sans  faire 
violence  aux  observations;  /  sera  relativement  à  cet  anneau  intérieur 
égal  à  f|R.  Le  demi  grand  axe -de  l'ellipse  génératrice  sera  ^R,  et  par 

conséquent  il  sera  moindre  que  —7,  ce  qui  suffit  pour  l'exactitude  des 

approximations  précédentes.  Supposons  ensuite  X  =  io,  l'épaisseur  de 
l'anneau  sera  ~  du  diamètre  de  Saturne,  ce  qui  peut  encore  être 
admis.  Dans  ces  suppositions,  la  densité  de  l'anneau  intérieur  serait  à 
celle  de  Saturne  comme  21 3  est  à  100;  sa  masse  serait  environ  ^  de 
celle  de  cette  planète,  ce  qui  n'offre  rien  d'impossible.  Au  reste,  des 
observations  faites  avec  de  très  forts  télescopes  nous  donneront  de 
nouvelles  lumières  sur  cet  objet;  elles  feront  peut  être  apercevoir  plu- 
sieurs anneaux  concentriques  dans  la  partie  intérieure  de  l'anneau  de 
Saturne,  qui  nous  a  paru  jusqu'ici  former  une  masse  continue.  En  la 
supposant  formée  de  deux  anneaux  d'égale  largeur  et  d'une  épaisseur 
égale  à  Y^  du  diamètre  de  Saturne,  les  approximations  précédentes 
seraient  plus  exactes,  la  densité  de  chaque  anneau  se  rapprocherait 
davantage  de  celle  de  Saturne,  et  la  somme  de  leurs  masses  serait  plus 
petite.  Quant  à  la  partie  extérieure  de  l'anneau,  comme  elle  paraît 
formée  de  plusieurs  anneaux  concentriques,  on  peut  satisfaire  à  ses 
apparences  d'une  infinité  de  manières. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  durée  de  la  rotation  de  chaque  anneau, 
d'après  la  distance  /du  centre  de  sa  section  génératrice  au  centre  de 
Saturne,  car  la  force  centrifuge  g  due  à  son  mouvement  de  rotation 

étant  égale  à  ^j  il  est  clair  que  ce  mouvement  est  le  même  que  celui 

d'un  satellite  placé  à  la  distance  /  du  centre  de  Saturne;  on  peut  en 
conclure  que  la  durée  de  la  rotation  de  la  partie  intérieure  de  l'anneau 
est  environ  dix  heures. 
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VII. 

La  théorie  précédente  subsisterait  encore  dans  le  cas  où  l'ellipse 
génératrice  varierait  de  grandeur  et  de  position  dans  toute  l'étendue 
de  la  circonférence  génératrice  de  l'anneau;  il  suffit  qu'à  chaque 
point  on  puisse  confondre  l'attraction  de  l'anneau  avec  celle  d'un 
ellipsoïde  dont  le  grand  axe  serait  infini,  et  dont  l'équateur  serait  le 
même  que  la  section  génératrice  qui  passe  par  le  point  donné.  L'an- 
neau peut  donc  être  supposé  d'une  largeur  inégale  dans  ses  différentes 
parties;  on  peut  même  lui  supposer  une  double  courbure,  pourvu  que 
toutes  ces  variations  de  grandeur  et  de  position  ne  soient  sensibles 
qu'à  des  distances  d'un  point  quelconque  donné,  beaucoup  plus 
grandes  que  le  diamètre  de  la  section  génératrice  passant  par  ce 
point.  Ces  inégalités  sont  indiquées  par  les  apparitions  et  les  dispari- 
tions de  l'anneau  de  Saturne,  dans  lesquelles  les  deux  bras  de  l'an- 
neau ont  présenté  des  phénomènes  différents.  J'ajoute  que  ces  inéga- 
lités sont  nécessaires  pour  maintenir  l'anneau  en  équilibre  autour  de 
Saturne,  car,  s'il  était  parfaitement  semblable  dans  toutes  ses  parties, 
son  équilibre  serait  troublé  par  la  force  la  plus  légère,  telle  que  l'at- 
traction d'un  satellite,  et  l'anneau  finirait  par  se  précipiter  sur  la  sur- 
face de  Saturne. 

Pour  le  faire  voir,  imaginons  que  l'anneau  soit  une  ligne  circulaire 
dont  r  soit  le  rayon,  et  dont  le  centre  soit  à  la  distance  z  du  centre  de 
cette  planète;  il  est  clair  que  la  résultante  de  l'attraction  de  Salurui^ 
sur  cette  circonférence  sera  dirigée  suivant  la  droite  a,  qui  joint  les 
deux  centres.  Si  l'on  nomme  vs  l'angle  que  forme  le  yavon,  r  de  Tau-* 
neau  avec  le  prolongement  de  z. 


a, 


sera  l'attraction  de  Saturne  sur  l'élément  rda  de  Panneau,  décom- 
posée parallèlement  à  s;  d'où  il  suit  que  l'attraction  de  cette  planète 

OEiivres  </e  /,,  -»  XJ,  o'] 
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sur  la  circonférence  entière  de  l'anneau  sera 

_  r         f/cT(sH- /-COSCJ) 

Sr    /    jj 

l'intégrale  étant  prise  depuis  cr  =  o  jusqu'à  cy  =  21:.  Nommons  A  cette 
attraction;  le  centre  de  l'anneau  sera  donc  mù  comme  si,  toute  sa 
masse  étant  réunie  à  ce  point,  il  était  sollicité  par  la  force  A  dirigée 
vers  le  centre  de  Saturne. 

On  peut  mettre  l'expression  de  A  sous  la  forme  suivante 


^^      '     (r2+2/-^C0SCT-h52)2 


la  différentielle  étant  prise  relativement  as.  Si  l'on  introduit  au  lieu 
de  coscj  sa  valeur  en  exponentielles  imaginaires,  et  que  l'on  désigne 
par  c  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  on  aura 


soit 

I  ^       2^        

=  1  +  a  -  c^\/-'  4-  a'  ^  c^^  v'-i  + . . . , 

1+  -  c^\^-^ 
r 


on  aura 


r 


Si  l'on  multiplie  ces  deux  séries  l'une  par  l'autre  et  que  l'on  intègre 
leur  produit  multiplié  par  drs,  depuis  ts  =  0  jusqu'à  cj  =  2t.,  on  aura, 
en  observant  que 

lorsque  i  est  un  nombre  entier. 


f 


(/•2-|_  2/-5C0SCJ  -\-  Z^) 
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d'où  l'on  tire 

Cette  quantité  est  négative,  quel  que  soit  s;  ainsi  le  centre  de  Saturne 
repousse  celui  de  l'anneau,  et  quel  que  soit  le  mouvement  relatif  de 
ce  second  centre  autour  du  premier,  la  courbe  qu'il  décrit  par  ce 
mouvement  est  convexe  vers  Saturne  ;  le  centre  de  l'anneau  doit  donc 
finir  par  s-'éloigner  de  plus  en  plus  de  celui  de  la  planète,  jusqu'à  ce 
que  sa  circonférence  vienne  en  toucher  la  surface. 

Un  anneau  parfaitement  semblable  dans  toutes  ses  parties  serait 
composé  d'une  infinité  de  circonférences  pareilles  à  celle  que  nous 
venons  de  considérer;  le  centre  de  l'anneau  serait  donc  repoussé  par 
celui  de  Saturne,  pour  peu  que  ces  deux  centres  cessassent  de  coïn- 
cider, et,  dans  ce  cas,  l'anneau  finirait  par  se  joindre  à  Saturne. 

Les  diff'érents  anneaux  qui  entourent  le  globe  de  Saturne  sont,  par 
conséquent,  des  solides  irréguliers  d'une  largeur  inégale  dans  les 
divers  points  de  leur  circonférence,  en  sorte  que  leurs  centres  de 
gravité  ne  coïncident  point  avec  leurs  centres  de  figure.  Ces  centres 
de  gravité  peuvent  être  considérés  comme  autant  de  satellites  qui  se 
meuvent  autour  du  centre  de  Saturne  à  des  distances  dépendantes  de 
l'inégalité  des  parties  de  chaque  anneau  et  avec  des  vitesses  de  rota- 
tion égales  à  celles  de  leurs  anneaux  respectifs. 

VIII. 

Dans  la  recherche  de  la  figure  des  anneaux,  nous  avons  fait  abstrac- 
tion de  leur  action  mutuelle,  ce  qui  suppose  l'intervalle  qui  les  sépare 
assez  grand  pour  que  cette  action  n'ait  pas  une  influence  sensible  sur 
leur  figure.  Il  serait  facile  cependant  d'y  avoir  égard,  et  Ton  peut  s'as- 
surer aisément  que  la  figure  génératrice  de  chaque  anneau  serait 
encore  elliptique  si  les  anneaux  étaient  fort  aplatis;  mais,  la  stabi- 
lité de  leur  équilibre  exigeant  que  leur  figure  soit  fort  irrégulière, 
et  ces  anneaux  doués  de  divers  mouvements  de  rotation  changeant 
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sans  cesse  leur  position  respective,  leur  action  réciproque  doit  être 
extrêmement  variable  et  elle  ne  doit  point  entrer  en  considération 
dans  la  recherche  de  leur  figure  permanente. 

On  conçoit  que  ces  anneaux,  sollicités  par  leur  action  mutuelle,  par 
celle  du  Soleil  et  des  satellites  de  Saturne,  doivent  osciller  autour  du 
centre  de  cette  planète,  et  l'on  pourrait  croire  que,  obéissant  à  des 
forces  différentes  pour  chacun  d'eux,  ils  doivent  cesser  d'être  dans 
un  même  plan.  Mais,  si  l'on  suppose  que  Saturne  a  un  mouvement  de 
rotation  et  que  le  plan  de  son  équateur  soit  le  même  que  celui  de  ses 
anneaux  et  de  ses  quatre  premiers  satellites,  son  action  pourra  tou- 
jours maintenir  dans  ce  plan  le  système  de  ces  différents  corps;  l'ac- 
tion du  Soleil  et  du  cinquième  satellite  ne  fera  que  changer  la  position 
du  plan  de  l'équateur  de  Saturne  qui,  dans  ce  mouvement,  entraînera 
les  anneaux  et  les  orbes  des  quatre  premiers  satellites.  Il  serait  trop 
long  de  démontrer  ici  ce  résultat  de  la  pesanteur  universelle;  je  me 
contenterai  d'observer  que,  selon  toute  apparence,  les  suppositions 
précédentes  sont  dans  la  nature  et  que  c'est  par  un  mécanisme  sem- 
blable que  les  nœuds  des  satellites  de  Jupiter  s'éloignent  peu  des 
nœuds  de  son  équateur,  et  que  l'orbite  du  premier  satellite  est  con- 
stamment dans  le  plan  de  cet  équateur. 
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ORBITES   DES   PLANÈTES. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1787;  1789. 


I. 

Les  éléments  des  orbites  des  planètes  éprouvent,  en  vertu  de  l'ac- 
tion mutuelle  de  ces  corps,  des  variations  qui,  en  se  développant  avec 
une  extrême  lenteur,  deviennent,  par  la  suite  des  temps,  très  considé- 
rables. Déjà  les  observations  les  ont  fait  connaître;  mais  elles  n'ont  pu 
encore  en  fixer  la  valeur,  parce  que  les  observations  anciennes  sont 
trop  imparfaites  et  les  observations  faites  avec  précision  ne  remontent 
guère  au  delà  d'un  siècle.  La  théorie  de  la  pesanteur  a  répandu  un 
grand  jour  sur  cet  objet  important  du  système  du  monde;  elle  nous  a 
fait  connaître  la  cause  et  les  lois  de  ces  variations,  et  maintenant  elle 
ne  laisse  plus  à  désirer  qu'une  détermination  exacte  des  masses  des 
planètes  qui  n'ont  point  de  satellites.  C'est  une  connaissance  que  l'on 
ne  peut  attendre  que  du  temps  qui,  en  rendant  très  sensibles  les  varia- 
tions séculaires  des  orbites,  fournira  les  données  les  plus  précises 
pour  y  parvenir.  Alors  on  pourra  remonter  par  la  pensée  aux  chan- 
gements successifs  qu'a  éprouvés  le  système  solaire  et  prévoir  tous 
ceux  que  la  suite  des  siècles  doit  présenter  aux  observateurs.  Mais,  ne 
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pouvant  jouir  de  ces  avantages  réservés  à  la  postérité,  nous  devons  au 
moins  tirer  de  l'analyse  tous  les  résultats  qu'elle  peut  nous  offrir  dans 
l'état  actuel  de  nos  connaissances.  Il  en  est  deux  fort  intéressants  sur 
les  variations  séculaires  des  orbites  et  qui  sont  indépendants  des 
masses  des  planètes  :  l'un  est  l'uniformité  des  moyens  mouvements 
célestes,  l'autre  est  la  stabilité  du  système  planétaire.  Je  suis  parvenu 
autrefois,  par  approximation,  au  premier  de  ces  résultats  que  M.  de 
la  Grange  a  depuis  démontré  en  rigueur.  Les  inégalités  des  moyens 
mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne  y  semblaient  contraires,  mais, 
ayant  découvert  la  cause  de  ces  inégalités,  j'ai  vu  que,  loin  d'infirmer 
ce  résultat,  elles  le  confirment  de  la  manière  la  plus  frappante  et 
qu'elles  présentent  en  même  temps  une  des  plus  fortes  preuves  du 
principe  de  la  pesanteur  universelle. 

Quant  à  la  stabilité  du  système  planétaire,  j'ai  prouvé  dans  nos 
Mémoires  pour  l'année  1784  (')  que  par  cela  seul  que  les  planètes  se 
meuvent  toutes  dans  le  même  sens  et  dans  des  orbites  presque  cir- 
culaires et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres,  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  de  ces  orbites  sont  toujours  renfermées  dans  d'étroites 
limites,  et  qu'ainsi  le  système  du  monde  ne  fait  qu'osciller  autour 
d'un  état  moyen  dont  il  ne  s'écarte  jamais  que  d'une  très  petite  quan- 
tité. Comme  ce  résultat  est  d'une  grande  importance  dans  l'Astro- 
nomie physique,  je  vais  le  reprendre  ici  et  le  développer  avec  plus 
d'étendue  que  je  ne  l'ai  fait  dans  les  Mémoires  cités, 

II. 

Soient  mo,  m^y  ma,  ...  les  masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant 
prise  pour  unité;  soient /lo^,  /ï,/,  7^2^»  •••  leurs  moyens  mouvements, 
le  temps  étant  représenté  par  t;  soient  encore  «„»  ^ti»  <^2»  •••  leurs 
moyennes  distances  au  Soleil;  ^o,  e<,  e^,  ...  les  rapports  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites  à  leurs  demi  grands  axes;  vs^y  cr,,  cja»  •••  les 
longitudes  de  leurs  aphélies;  Oo,  6,,  63,  ...  les  tangentes  des  inclinai- 

(•)  Voir,  plus  haut,  p.  49  et  suivantes. 
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sons  de  leurs  orbites  sur  un  plan  fixe  qui  leur  sbit  peu  incliné;  !„,  !,, 
L,  ...  les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants  sur  ce  plan.  Soient 


eoSinGTo  =  />0.  eoCOSGTo=:7o> 


?o  sin  lo  =  Ao,        Oq  cos  Io  =  lo, 
?isinl,  =/j,,         0,cosl,  =/|, 


Supposons  ensuite  qu'en  développant  la  fonction 

(a* — 2a,- rt,  cosV -I- a*)   *, 

suivant  les  cosinus  de  l'angle  V  et  de  ses  multiples,  les  deux  premiers 
termes  de  la  série  soient 

i  et  r  étant  deux  nombres  entiers  positifs,  différents  l'un  de  l'autre  et 
susceptibles  de  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'au  nombre  des 
planètes,  que  nous  désignerons  par  n.  Enfin  soit 

m,.  Hi 

—y—a}a,.{ai,a,.)i={i,r), 


<^/[(«j- +  «r)  («t«r)i—  ^aia,.{aiy  a^)]  =    i,  i 


Ces  deux  fonctions  (i,  r)  et  |  ï,  r  |  sont  telles  que  l'on  a 

(A) 


ii\fâi{i,  r)  =  mr\fâ'r{r,  i), 


(  rrij  \Jai  \  i, 

En  effet,  il  est  visible  que 


m,.v^pW 


et 


(«I,  «r)l=(«r.  ««)i, 


d'où  il  suit  que  l'on  a 

nii{i,r)       m,.{r,i) 


i,  r 


fiirlr,  i 


ai  Hi 
OEuvren  de  L.  —  XI. 


afflf. 


aiHi 


a,n. 


38 
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mais  on  a,  lorsque  les  planètes  tournent  dans  le  même  sens, 

I  I    ^ 

\jà\  \Jaf. 

en  substituant  ces  valeurs  de  ni  et  de  n^  dans  les  équations  précé- 
dentes, on  formera  les  équations  (A).  Si  les  deux  planètes  mi  et  m,. 
tournent  dans  des  sens  contraires,  n^  sera  d'un  signe  contraire  à  /z,; 
mais  les  équations  (A)  subsisteront  toujours,  pourvu  que  l'on  donne 
aux  radicaux  sfâi  et  sjur  les  signes  de  rii  et  de  n^.  Cela  posé,  les  quan- 
tités/?o»  ^o»/^M  ^1»  •••  seront  déterminées  par  les  équations  différen- 
tielles 

\~dF~      qil{i,r)  —  lq,.\i,  r 


(B)  < 

['^j^-p,l{i,r)+lp,\T77\. 

La  caractéristique  S  des  intégrales  finies  se  rapporte  à  la  variable  r, 
et  ces  intégrales  doivent  être  prises  depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  /?  —  i  ; 
mais,  comme  i  doit  être  différent  de  r,  il  faut  rejeter  des  intégrales  les 
termes  dans  lesquels  î  =  r,  ce  qui  revient  à  supposer  (ï,  0  =  o, 
I  i,  i  I  =  o. 


On  déterminera  pareillement  les  quantités 

au  moyen  des  équations  différentielles 

(C)  { 

équations  qui  rentrent  évidemment  dans  les  équations  (B),  en  chan- 


geant dans  celles-ci  \i,  r  \  dans  (i,  r).  ^Voir,  pour  la  démonstration  de 


ces  différentes  équations,  nos  Mémoires  ^onv  l'année  1772  (').] 

('  )  ORuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  462. 
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in. 

Les  équations  (B)  et(C)  présentent  des  rapports  très  remarquables 
que  nous  allons  développer.  Si  l'on  multiplie  la  première  des  équa- 
tions (B)  par  yD/,  et  qu'on  l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  par  y,,  on 
aura 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  nii^jai  et  en 
les  intégrant  par  rapport  au  nombre  variable  i,  on  aura 

l'mi^ailpi-^-hÇi-^j  =l'l{q,pr  —  piqr)mi\/ai[i,  r\, 

S'  étant  la  caractéristique  des  intégrales  finies  relatives  à  i.  Si  l'on 
prend  ces  intégrales  depuis  i=o  jusqu'à  i  =  n  —  i,  dans  la  somme 
des  termes  que  renferme  le  second  membre  de  cette  équation,  un 
terme  quelconque 

i9iPr  —  PiÇr) rn-i \fâi  \  ^  ''  I 

sera  détruit  par  le  terme 

{(JrPi  —  Prqi)mv\far\ry  i 


qui,  affecté  d'un  signe  contraire,  lui  est  égal  en  Vertu  de  la  seconde 
des  équations  (A)  de  l'article  précédent.  Ce  second  membre  se  réduira 
donc  à  zéro,  ce  qui  donne 


l'm,s/a,(p,^-^g,^^=o. 


et,  en  intégrant  par  rapport  au  temps  /, 

1' mi\Jai{pJ-\-  qj)  =const., 
ou,  à  cause  de  é\=p]-\-  q], 

2!  niisfâie}  =z  const., 
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équations  dans  lesquelles  on  doit  observer  de  donner  au  radical  y^a, 
le  même  signe  qu'à  w,-. 

Les  équations  (G)  de  Tarticle  précédent  donneront,  par  la  même 

analyse, 

l' nii  ^ai{h}-\-  IJ)  =  consl. 
OU 

2' m,-  \Jai  9f  =3  const. 

Les  équations  (G)  offrent  encore  les  rapports  suivants  :  si  l'on  mul- 
tiplie la  première  par  misjai  et  qu'on  l'intègre  relativement  à  i,  on 
aura 

2'  nii  si  ai  -^  —:L'1{1,.—  h)  nii  \Jai{i,  r). 

Dans  la  double  intégrale  du  second  membre  de  cette  équation,  un 
terme  quelconque  (l^  —  li)mi\Jai(i\  r)  est  détruit  par  le  terme 
(li—  1^)771,. \Jar(r,i),  qui,  avec  un  signe  contraire,  lui  est  égal,  en 
vertu  de  l'équation 

mi  s/ ai  ( i,  r  )  =  m,.  \/a,.  (  /■,  i)  ; 
on  aura  donc 

„,         /—  dhi 
l'mi^ai~  =  o 

et,  en  intégrant  par  rapport  à  t,  on  aura 

U m,\Jaihi-=.  const. 

On  aura  pareillement 

li'mi\/^ili=z  const. 

Je  suis  parvenu  à  ces  différentes  équations  dans  nos  Mémoires  de 
1784  (0'  ^"  ^^^  déduisant  d'équations  plus  générales,  que  le  principe 
des  aires  donne  entre  les  grands  axes,  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons des  orbites,  et  qui  sont  indépendantes  de  la  petitesse  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons.  J'ai  cru  que  l'on  verrait  avec  plaisir 
ces  mêmes  équations  résulter  directement  des  équations  différen- 
tielles qui  déterminent  les  variations  séculaires  des  orbites. 

(1)  Folr  plus  liaiil,  p.  91  el  gS. 
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S'il  n'y  a  que  deux  planètes  m^  et  m^,  les  trois  équations  relatives 
aux  nœuds  et  aux  inclinaisons  des  orbites  deviendront 


const.  := /Wo  y/a^  ^0    +w,y/ai/i. 

En  carrant  les  deux  dernières  équations  et  en  retranchant  de  leur 
somme  la  première,  multipliée  parle  facteur 

qui  est  constant,  puisque  les  demi  grands  axes  a^  et  a^  sont  inva- 
riables, on  aura 

const.=  /Wo/Miv/â^v/«ï[(^i— ^o)'+  {h~  KY]- 

11  est  facile  de  s'assurer,  par  la  Trigonométrie  sphérique,   que  le 
cosinus  de  l'inclinaison  respective  des  deux  orbites  est 

1  + Ao^i  +  ^oA 


Si  l'on  néglige  les  produits  de  quatre  dimensions  de  /^o,  h^,  /„,  /, ,  ce 

cosinus  devient 

^-\i{h,-KY+{l,-l,Y]. 

En  retranchant  son  carré  de  l'unité,  on  trouvera  le  carré  du  sinus  de 
l'inclinaison  respective  des  orbites  égal  à  (A,  —  h^y -\- {l^  — l^y. 
Cette  quantité  est  constante  par  ce  qui  précède;  ainsi,  en  vertu  de 
l'action  mutuelle  des  deux  planètes,  l'inclinaison  respective  de  leurs 
orbites  reste  toujours  la  même. 

Ce  théorème  a  généralement  lieu  pour  deux  orbites  circulaires, 
quelle  que  soit  leur  inclinaison   respective;  pour  le  faire  voir,  je 
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reprends  les  trois  équations 

consl  =  rn,\Ja,{x  —  el)     _^  m^s/a^ji  — e\) ^ 
_  mo/^ov/ao(l  — g^)        mji,^a,{i  — e\) 

COllSl.  —  , h  ,  . > 

que  j'ai  trouvées  dans  les  Mémoires  cités  de  1784  (')  et  qui  ont  lieu, 
quelles  que  soient  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites.  Si 
l'on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  seconds  membres  de  ces  équations, 
on  aura 

const.  =  mlaQ{i  —  el)  +  m\a^{\  —  e\) 

mais  «0  et  a,  sont  invariables,  et  dans  la  supposition  des  orbites  circu- 
laires e^  et  e^  sont  nuls  ;  on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

4^lM,±id:=const., 

et,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  cosinus  de  l'in- 
clinaison respective  des  deux  orbites,  il  en  résulte  que  cette  incli- 
naison est  constante. 

IV. 

Reprenons  maintenant  les  équations  (B)  de  l'article  II.  Si  l'on  y 
suppose  successivement  «  =  o,  «  =  i ,  ?  =  2,  . . . ,  i  =  n  —  \',  on  aura 
in  équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre,  dont  les  inté- 
grales doivent  par  conséquent  renfermer  in  constantes  arbitraires. 

Supposons 

/>,-=MiSin(/^-+-g),         7,— M,-cos(/^  +  ê). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (B),  on  aura 
/M,  =  M,.2(/,  /Q-IM.RTT]. 
(1)  Voir  plus  haut,  p.  69  et  70. 
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Au  moyen  des  n  équations  que  l'on  formera  par  les  suppositions  de 
ï  =  o,  ï  =  i,  ...,  ^=r/^  — I,  on  pourra  éliminer  les  constantes  Mo, 
M,,  ...,  et  l'on  aura  une  équation  en/,  du  degré  n\  de  plus,  toutes 
les  constantes  M^,  M,,  ...  seront  données  au  moyen  de  l'une  d'elles, 
telle  que  Mo,  qui  restera  arbitraire. 

Soient/,/',  ...  les  Ai  racines  de  l'équation  en/,  on  aura,  par  la 
théorie  connue  des  équations  différentielles  linéaires, 

pi—  M/ sin {ft  -i-  6)  +  ÎV/ sin(/^  +  6')  + . . . , 
qi  —  M/ cos  (/f  +  g  )  4-  N,- cos  (/  ;  -+-  S' )  +  •  •  •  • 

Ces  valeurs  de  pi  et  de  qi  seront  complètes,  puisqu'elles  renferme- 
ront les  in  arbitraires  M„,  No,  . . . ,  ê,  ê' 

Maintenant,  si  les  racines/,  /',  ...  sont  réelles  et  inégales,  les 
valeurs  de/?,  et  de  qi  resteront  toujours  fort  petites,  et,  comme  on  a 

e|  =  /?l  +  7/» 

les  excentricités  des  orbites  seront  toujours  peu  considérables.  Mais 
il  n'en  est  pas  de  même  si  quelques-unes  de  ces  racines  sont  égales 
ou  imaginaires,  car  alors  les  sinus  et  les  cosinus  se  changent  en  arcs 
de  cercle  ou  en  exponentielles.  Les  excentricités  des  orbites  cesseront 
donc,  après  un  long  intervalle  de  temps,  d'être  fort  petites,  ce  qui,  en 
changeant  la  constitution  du  système  solaire,  détruirait  sa  stabilité. 
Par  conséquent,  il  importe  de  s'assurer  que  les  valeurs  de/ne  peuvent 
être  ni  égales  ni  imaginaires.  Cette  recherche  paraît  supposer  la  con- 
naissance des  masses  des  planètes  qui  entrent  dans  les  coefficients  de 
l'équation  en/;  mais  il  est  très  remarquable  que,  quelles  que  soient 
ces  masses,  pourvu  qu'elles  se  meuvent  toutes  dans  le  même  sens, 
l'équation  en/ne  peut  avoir  que  des  racines  réelles  et  inégales. 

Pour  le  démontrer  de  la  manière  la  plus  générale,  nous  observe- 
rons que,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  la  valeur  de/?,  contient 
des  termes  de  la  forme  c^'P,,  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité  et  P,  étant  une  quantité  réelle,  puisque/?,  qui 
est  égal  à  e,sinCT,  est  nécessairement  réel.  La  valeur  de  ^,  renferme 
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un  terme  correspondant  de  la  forme  c^^Q/,  Q/  étant  encore  une  quan- 
tité réelle;  la  fonction /)J+  ^J  renfermera  donc  le  terme  c^^'CPj-h-Q]), 
et  par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation 

lé' misjai{p1  -+-  ql)  =  const. 
renfermera  le  terme 

Si  l'on  suppose  que  l'exponentielle  c^'  soit  la  plus  grande  de  toutes 
celles  que  renferment  les  valeurs  de  pi  et  de  ^/,  il  est  clair  que  le 
terme  précédent  ne  peut  être  détruit  par  aucun  autre  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation,  d'où  il  suit  que  ce  membre  ne  peut  se 
réduire  à  une  constante,  à  moins  que  l'on  n'ait 

or  cela  est  impossible  lorsque  les  quantités  m^  s/a^,,  m^  sja^,  . . .  sont 
toutes  de  même  signe  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  toutes  les 
planètes  tournent  dans  le  même  sens;  les  valeurs  de/?,  et  de  qi  ne 
peuvent  donc  point  renfermer  d'exponentielles,  et  l'équation  en /ne 
peut  avoir  que  des  racines  réelles  dans  le  cas  de  la  nature. 

Voyons  présentement  si  cette  équation  peut  renfermer  des  racines 
égales.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de/?j  contient  des  termes  de  la  forme  t^Vi, 
g  étant  un  nombre  entier  positif  et  P,  étant  une  quantité  réelle. 
La  valeur  de  qi  contient  un  terme  correspondant  de  la  forme  /^Qj, 
Q^  étant  encore  une  quantité  réelle;  la  fonction /?J+ ^?  renfermera 
donc  le  terme  t'^^{y\-\-  QJ),  et  par  conséquent  le  premier  membre  de 

l'équation 

U mi\Jai{p]  -f-  q})  —  const. 

renfermera  le  terme 

Si  l'on  suppose  que  i^  soit  la  plus  haute  puissance  de  t  qui  se  trouve 
dans  les  valeurs  de  pi  et  de  qi,  le  terme  précédent  ne  pourra  être 
détruit  par  aucun  autre  dans  le  premier  membre  de  cette  équation; 
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ainsi,  pour  que  ce  membre  soit  égal  à  une  constante,  il  faut  que 
l'on  ait 

ce  qui  est  impossible  lorsque  les  planètes  tournent  dans  le  même  sens  ; 
^doit  donc  être  nul  et  l'équation  en /ne  peut  avoir  que  des  racines 
réelles  et  inégales.  Les  valeurs  de  /?/  et  de  q^  ne  renferment  donc  que 
des  quantités  périodiques  qui  sont  assujetties  à  l'équation 

l'mi\/ai{pj-h  qj)  =z  const., 

en  sorte  que,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  les  coeffi- 
cients des  mêmes  cosinus  doivent  se  détruire  mutuellement. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  équations  (B)  s'applique  égale- 
ment aux  équations  (C);  les  valeurs  de  A/  et  de  /,  ne  renferment  que 
des  quantités  périodiques  assujetties  à  l'équation 

I,'mi\fai{/iJ-ir  IJ)  —  consl. 

Ces  quantités  sont  encore  assujetties  aux  deux  équations  suivantes 

^'mi\/a]hi=  const., 
^ niisjcïili  :=  const. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  équations  (C), 

hi—  Mj  sin (//  4-6),        /,=  M,-  cos  {ft  -i-  6), 
on  aura 

ce  qui,  en  faisant  successivement  i  =:  o,  ?  =:  i, .. .,  /  =  /i  —  i,  donnera 
n  équations,  d'où  l'on  tirera,  par  l'élimination,  une  fonction  en /du 
degré  n.  Mais  on  peut  observer  qu'une  de  ses  racines  sera  toujours 
nulle;  car,  si  l'on  suppose  Mo  =  M,  =  Mo  =  .. .,  l'équation  générale 
en  M/  sera  satisfaite,  quel  que  soit  i,  pourvu  que  l'on  fasse/=o; 
l'équation  en/s'abaissera  donc  au  degré  n  —  \, 

L'analyse  précédente  ne  peut  s'appliquer  qu'à  un  système  de  pla- 
nètes qui  se  meuvent  toutes  dans  le  même  sens,  comme  cela  a  lieu  dans 

OEuvres  de  !..  —  XI.  89 
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notre  système  planétaire  ;  dans  ce  cas,  on  voit  que  le  système  est  stable 
et  ne  s'éloigne  jamais  que  très  peu  d'un  état  moyen  autour  duquel  il 
oscille  avec  une  extrême  lenteur.  Mais  cette  propriété  remarquable 
convient-elle  également  à  un  système  de  planètes  qui  se  meuvent  en 
différents  sens?  C'est  ce  qu'il  serait  très  difficile  de  déterminer.  Comme 
cette  recherche  n'est  d'aucune  utilité  dans  l'Astronomie,  nous  nous 
dispenserons  de  nous  en  occuper. 
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SATELLITES  DE  JUPITER. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1788;  1791. 


Je  me  propose  dans  cet  Ouvrage  de  donner  une  théorie  complète 
des  perturbations  qu'éprouvent  les  satellites  de  Jupiter,  et  de  pré- 
senter aux  astronomes  les  ressources  que  l'Analyse  peut  fournir  pour 
perfectionner  les  Tables  du  mouvement  de  ces  astres. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

THÉORIE   ANALYTIQUE    DES   MOUVEMENTS    DES    SATELLITES    DE    JUPITER. 

I. 

Équations  générales  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter. 

Soient  x,  j,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  du  premier  satellite, 
l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre  de  gravité  de  Jupiter,  que 
nous  supposerons  immobile.  Soient  r  la  distance  du  satellite  à  ce 
centre  et  m  sa  masse.  Que  l'on  marque  successivement  d'un  trait, 
de  deux  traits  et  de  trois  traits  les  mêmes  quantités  relativement  au 
second,  au  troisième  et  au  quatrième  satellite.  Soient  de  plus  S  la 
masse  du  Soleil;  X*,  Y,  Z  ses  trois  coordonnées  rapportées  au  centre 
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de  Jupiter  et  D  sa  distance  à  ce  centre.  Soit  encore 

1  = 


-f- 


v/(.^'- 

■  ^r+ 

m" 

-/r 

+  (^'- 

--^r 

\/(^"- 

•^)^+ 

-yr- 

+  (^"- 

-^r 

v/(^"'- 

■a:)2  + 

S 

■rr 

+  (5"- 

-^r 

Soit  V+  ^  la  somme  de  toutes  les  molécules  de  Jupiter  divisées  par 

leurs  distances  au  centre  du  satellite,  la  masse  de  Jupiter  étant  prise 

pour  l'unité.  Soient  enfin  V'-h  ^,  V"+  ^,  V"'-h  ^>  •••>  U  -f-  ^  ces 

mêmes  sommes  relativement  aux  satellites  m',  m",  m'"  et  au  Soleil. 

Gela  posé,  la  force  dont  le  satellite  m  est  animé  parallèlement  à 
l'axe  des  ce,  en  vertu  de  l'attraction  d'une  molécule  quelconque,  se 
détermine  en  divisant  la  masse  de  cette  molécule  par  sa  distance  au 
centre  du  satellite  m,  en  différentiant  ensuite  ce  quotient  par  rapport 
à  a;  et  divisant  cette  différence  par  âx.  On  aura  donc,  en  observant 
que  r^  =  a?^ -1- y^ -t- s% 

dx       r^       dœ 

pour  la  force  parallèle  à  x  qui  résulte  des  attractions  de  Jupiter,  du 
Soleil  et  des  trois  autres  satellites.  Mais,  comme  nous  considérons  le 
mouvement  du  satellite  m  autour  du  centre  de  Jupiter,  il  faut  retran- 
cher de  la  force  précédente  celle  qui  anime  ce  centre.  Or,  en  vertu  de 
l'égalité  qui  existe  entre  l'action  et  la  réaction,  la  force  accélératrice 
que  communique  au  centre  de  gravité  de  Jupiter  l'action  de  m,  étant 
multipliée  par  la  masse  de  cette  planète,  est  égale  et  directement  con- 
traire à  la  force  accélératrice  dont  le  satellite  m  est  animé  par  l'action 
de  toutes  les  molécules  de  Jupiter,  multipliée  par  m;  cette  dernière 

force,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x,  est  -j ^;  on  aura 
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donc 

pour  la  force  dont  le  centre  de  gravité  de  Jupiter  est  sollicité  parallèle- 
ment à  Taxe  des  x,  en  vertu  de  l'action  de  m.  Si  dans  cette  quantité  on 
marque  successivement  d'un  trait,  de  deux  traits  et  de  trois  traits  les 
lettres  m,  V,  x  et  r,  on  aura  les  forces  parallèles  aux  x  dont  ce  centre 
est  animé  par  les  attractions  de  m',  m",  m'".  Enfin  la  force  parallèle 
aux  37,  dont  il  est  animé  par  l'action  du  Soleil,  est 

\d\       D' 

Si  l'on  retranche  la  somme  de  toutes  ces  forces  qui  sollicitent  le  centre 
de  Jupiter  de  la  force 

dx       r^       dx 

on  aura  la  force  entière  dont  le  satellite  m  est  animé  parallèlement  à 
l'axe  des  x^  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  Jupiter.  Cette  force 

doit,  par  les  principes  de  Dynamique,  être  égale  à  -j^y  di  étant  l'élé- 
ment du  temps  que  nous  supposons  constant;  on  aura  donc 

d'x       ,  Jx        dY\  ,(x'        dN' 

„(x"       d\"\         Jx'"       d^X      ^/\       dV\       âl 

On  trouvera  de  la  même  manière 

d'^Y     ,         Jy      dy\        ,(y' 


<^ 


dY'\ 

ày'J 

dV'X          /Y 

dy 

cPz       ^  Jz        dN\  ,{z'        d\'\ 

D»       dz)      âz' 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

^          ,  xx'  -t-  y  y'  +  zz'          ,,  xx"  +  yy"  +  zz"          ,,,  xx"'-\-  yy"' -\-  zz'" 
R  —  m' -^^ h  m" ^f; \-  m'" ■■^, 

+  S ^^ X-(i-4-/;0V 

,/    d\'  d\'  d\' 


m"\ 

(    dN" 
\^  àx" 

+ 

dV" 
y  ày" 

4- 

"  dz" 

m"'( 

s^""  dx'" 

4- 

y  dy'" 

+ 

dY'" 
^  dz'" 

H 

+ 

^  dY 

+ 

dU 

les  trois  équations  différentielles  précédentes  deviendront 

/  d^x       ,  ,  ^        ^R 

I  d'y       ,  ,  y        <)R 

(A)  ^«^^-^(^  +  "^)7^-^J7' 

â^z       ,  ,  z        dR 

cit-  /•■*        dz 


II. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  par  dx,  la  seconde 
par  dy,  la  troisième  par  dz  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on  aura 

dx  d^  X  -h  dy  d^  y  ■+-  dz  d^  z        i  H-  /?z  ,      ,  ,  ,  . 

o= j^r ^  —--—(^a-  dx  -h  y  dy  -^  z  dz) 

^    dR        ,    dix        ,  ^R 

H-  dx 1-  dy  — —  +  dz  -^--  • 

dx         "^  dy  dz 

Or  on  a 

X  dx  +  y  dy  -\-  z  dz  r=.  r  dr  ; 

de  plus,  on  peut  mettre  la  quantité 

^   d\K      ^   dR      ^  dV. 

dx         "^  dy  dz 
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sous  cette  forme  dR,  la  caractéristique  différentielle  d  ne  se  rappor- 
tant qu'aux  coordonnées  oo,  y,  z  du  satellite  m;  on  aura  donc,  en  inté' 
grant  l'équation  précédente, 


dx*  -+-  dv'-  H-  dz^  i-\-  m        \  -\-  m 

0  =  -^ -£z r-2 1 

dr  r  a 


étant  une  constante  arbitraire. 


«/dR, 


Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  par  a?,  la  seconde 
par  r,  la  troisième  par  z  et  que  l'on  ajoute  leur  somme  à  l'intégrale 
précédente;  si  l'on  observe  ensuite  que 

xd^x  -\-  y  d^y  +  z  d^z  -+-  dx*  -+-  dy^  -k-dz'^z^z^  d^ /•', 

on  aura 

En  supposant  R  =  o  dans  cette  équation,  on  aura  la  valeur  de  r  lorsque 
l'on  fait  abstraction  de  la  figure  de  Jupiter  et  de  l'action  du  Soleil  et 
des  satellites.  Dans  ce  cas,  on  sait  que  l'orbite  est  une  ellipse  dont  a 
est  le  demi  grand  axe.  Soit  §r  la  variation  de  r  due  à  ce  que  R  n'est  pas 
nul,  l'équation  précédente  donnera,  en  négligeant  le  carré  de  or, 

d'hiver)       (i-i-m)rdr  ^.   _  d^  dR         ôR 

0=  — ^7^  +  -^^ 7^ 1-2  /  clR  +  ^3 \-y-^ — 1--3-' 

dt^  r^  J  dx      -^  dy  dz 

Les  équations  (A)  étant  multipliées  respectivement  par  x,  y,  z  et 
étant  ensuite  ajoutées  donnent 

X  d'^  X -\- Y  d"^  y -[- z  d"^ z        i -\- m  dR  dR  dR 

dL^  r  dx      "^  dy  dz 

Si  l'on  nomme  dv  l'angle  infiniment  petit  intercepté  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r  h-  dr^  on  a 

dx^  -+-  dy"^  +  c?^*  m  dr^  -+-  /•*  dv^, 
X  d^x -\-y  d^y -\- z  d^z:=  rd^r — r^dv^; 
OEuvres  de  L.  —  XI.  4o 
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on  aura  donc 

rd^r—r^di>^       i  +  m  dR  dR         dK 

dt-  r  dx      ''  oy  oz 

Dans  le  cas  du  mouvement  elliptique  où  R  est  nul,  cette  équation 

devient 

/•  d^  r  —  r"'  dv^        i  -(-  m 
dt^  r 

Supposons  que  R  augmente  r  et  ç-  des  quantités  Sret  Zv,  on  aura,  en 
négligeant  les  carrés  et  les  produits  de  Sr  et  de  '^v, 

rd^àr-^-àrd^r  —  ir'^dvd^v  —  irdv^àr 
o= — 

(i  +  m)rôr  dR  dR         dR 

/•*  aœ      "^  ay  oz 

On  a,  dans  l'hypothèse  elliptique, 


a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  et  ae  son  excentricité;  on  a  de 
plus,  par  ce  qui  précède,  lorsque  R  est  nul, 

/•  rfp^       d^r        I  +  m 


dt'-  dt^  r^ 

L'équation  différentielle  précédente  donnera  ainsi 

-idàv   n ^ — -. T-       rd^àr  —  drd^r 

-^^(i  +  m)a(i-e^)=- ^, 

^{i  +  m)ràr  dR         dR         dR 

r*  da;  dy  dz 

^•1,              1-1                 .       /         .•                  1-1     (i  -\-  m)r  $r 
Si  Ion  substitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de p, >  sa 

valeur  donnée  par  l'équation  différentielle  trouvée  ci-dessus  en  r^r, 
on  aura 

2dàv  n -— rd'èr  —  èrd^r       ^d^ràr) 


^  r^T.      ,  (    àR         dR        dR\ 
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Soit  ni  le  moyen  mouvement  du  satellite;  on  a,  par  la  théorie  du 
mouvement  elliptique, 


d'où  l'on  tire 


v/(i  +  m)a{\  —  e^)  ■=  nà^\/i~  e^. 


On  a  ensuite,  à  fort  peu  près,  n^a^=  i;  on  aura  donc,  en  intégrant 
l'équation  précédente, 


2rdèr-{-dr  ôr 

.  a^ndt 

ov  =  î 


3    r  ^.  Cat*         r  jJ   à^        ù\K       d\\\ 

-\-  6  a  j  n  dt  I  aR  -{-  2  a  I  n  dt  l  a;  ^  -\-  y  ^ •"  ^  "XT  ) 

Si  l'on  prend  pour  le  plan  des  coordonnées  a;  et  j  celui  de  l'orbite 
primitive  de  m,  z  sera  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  ainsi,  en 
négligeant  le  carré  de  ces  forces,  on  pourra  faire  s  =  o  dans  tous  les 
termes  dépendants  de  R.  Si  l'on  nomme  ensuite  v  l'angle  que  fait  le 
rayon  r  avec  l'axe  des  x,  on  aura 

a?  =  /cosr,        y  —  r  ?,\nv  ; 

mais  on  a 

dR  —  </a?  -r Y-  dv-^r-' 

dx         •'  dy 

En  substituant  pour  x  ^iy  leurs  valeurs  précédentes,  on  aura 

^„      dr  (    dR         dR\       ,  /    ^R         <?R\ 


on  a  ensuite 


dR  —  dr  -3--  -\-d{f  -j-\ 
dr  ov 


on  aura  donc,  en  comparant  ces  deux  valeurs  de  dR, 

dR         dR         dR 

dx      *^  dy  dr 

L'équation  différentielle  en  rSr  et  l'expression  précédente  de  ^t^devien- 
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dront  ainsi 

2rddr-\-  dràr    ,   ,      />     i.r^n  r    j.    ^^ 

-, \-  àa    nat  /  dR+  2a  /  natr  -^r- 

,    .  „  a^ndt  J         J  .1  dr 

(2)  è^=  -== 

VI  —  e^ 

En  joignant  à  ces  deux  équations  l'équation  différentielle  en  z,  de 

l'article  I, 

d^z       (n-m)s       dï( 


(3)  o 


df'  /•»  dz 


on  aura  toutes  les  équations  nécessaires  pour  déterminer  les  pertur- 
bations que  le  satellite  m  éprouve  lorsque  l'on  néglige  les  carrés  et 
les  produits  des  forces  perturbatrices. 

m. 

Considérons  présentement  la  valeur  de  R.  On  a  vu,  dans  l'article  1, 
que  la  fonction  ¥+  -  exprime  la  somme  de  toutes  les  molécules  de 

Jupiter,  divisées  par  leurs  distances  respectives  au  centre  du  satel- 
lite m.  J'ai  donné  ailleurs  l'expression  générale  de  cette  somme  dans 
le  cas  où  Jupiter  est  un  sphéroïde  peu  différent  d'une  sphère;  je  vais 
rappeler  ici  quelques-uns  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  sur 
cet  objet. 

Soit  (X  le  cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec  l'axe  de  rotation 
de  Jupiter,  axe  qui,  pour  l'équilibre  de  cette  planète,  doit  être  un  de 
ses  axes  principaux  de  rotation.  Soit  de  plus  cr  l'angle  que  fait  le  plan 
qui  passe  par  cet  axe  et  par  le  rayon  r  avec  le  plan  d'un  méridien 
quelconque,  que  nous  supposerons  passer  par  l'un  des  deux  axes 
principaux  situés  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter.  On  pourra 
représenter  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  cette  planète  à  sa 
surface  par  la  fonction 

i  +  Yf'^-i-Y^') +¥<*)  +  ..., 

Y"^  étant  une  fonction  rationnelle   et  entière  de   l'ordre  i,  de  [Ji, 
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v'i  —  (jL^sincT  et  v^i  —  [JL^cosCT,  assujettie  à  l'équation  aux  différences 
partielles 

(Mémoires  de  r Académie  pour  l'année  1783,  p.  28)  (').  On  aura  ensuite 

«p  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  de  Jupiter  sur 
l'équateur  de  cette  planète  (Mémoires  de  l' Académie  cour  l'année  1782, 
p.  i53  et  181)  (^),  partant 

V  =  ^-^ ^-^  H H r-  ■+- 

Cette  valeur  de  V  se  réduit  à  fort  peu  près  à  son  premier  terme,  si  r 
est  un  peu  considérable  relativement  au  rayon  du  sphéroïde  de 
Jupiter.  D'ailleurs,  si  cette  planète  est  un  ellipsoïde  de  révolution, 
comme  il  est  naturel  de  le  supposer,  on  a  Y^'^=o,  Y^*^=o,  ...,  ce 
qui  rend  exacte  la  réduction  de  V  à  son  premier  terme;  on  peut  donc, 
même  relativement  au  premier  satellite,  supposer 

YW  +  i9(f.'-i) 
,.3 

La  fonction  Y^-^  se  réduit  par  les  conditions  de  l'équilibre  à  cette 

forme 

—  p ( /jt*  —  ^)  4- H ( I  —  fx*)  ces arer 

(Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1788,  p.  3o)  (').  Si  Jupiter  est 
un  solide  de  révolution,  H  est  nul  ;  mais,  dans  les  cas  où  cette  quantité 
serait  comparable  à  p,  il  est  facile  de  s'assurer  que  son  influence  sur 
les  mouvements  des  satellites  de  Jupiter  est  insensible,  à  cause  de  la 

(>)  Ci-dessus,  p.  i3. 

(*)  OEuvres  de  Laplace,  t.  X,  p.  382  et  407- 

(')  Ci-dessus,  p.  16. 
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rapidité  du  mouvement  de  rotation  de  Jupiter;  nous  supposerons  donc 

H  =  G,  ce  qui  donne 

v_     (p-i?)(f^-''-i) 

,.3 

Les  orbites  des  satellites  étant  fort  peu  inclinées  à  l'équateur  de 
Jupiter,  [JL  est  une  très  petite  quantité  dont  on  peut  négliger  le  carré; 
on  pourra  donc,  dans  les  équations  (i)  et  (2)  de  l'article  précédent, 
supposer 

Si  dans  l'expression  de  V  on  change  r  successivement  dans  r',  r\ 
r'"  etD,  on  aura  les  valeurs  de  V,  V",  V"  et  U. 

Si  le  rayon  de  Jupiter  diffère  très  peu  de  celui  d'un  ellipsoïde  de 
révolution,  comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1783,  les  quantités  H, 
Y(3)^  Y^''^  . . .  seront  insensibles  par  rapport  à  p,  et  le  rayon  de  Jupiter 
sera  à  très  peu  près  égal  à  i—  p([Ji.^—  ^).  Au  pôle,  où  [x=:i,  ce  rayon 
sera  i  —  f  p,  et  à  l'équateur,  où  [x  —  o,  il  sera  égal  à  i  4-  |p,  en  sorte 
que  j~T-  sera  l'aplatissement  de  Jupiter,  mesuré  en  partie  du  demi- 
diamètre  de  son  équateur.  En  prenant  donc  pour  unité  ce  demi-dia- 
mètre et  en  négligeant  la  quantité  ^pS  p  exprimera  l'aplatissement  de 
Jupiter.  Il  est  assez  remarquable  que  la  valeur  de  V  soit  entièrement 
indépendante  de  la  constitution  intérieure  de  Jupiter.  Comme  cette 
valeur  a  une  grande  influence  sur  les  mouvements  des  nœuds  et  des 
aphélies  des  orbites  des  satellites,  ces  mouvements  doivent  donner 
l'aplatissement  de  Jupiter  avec  une  plus  grande  précision  que  les 
mesures  astronomiques  les  plus  exactes. 

Représentons  maintenant  par  v',  ç",  /',  n  les  longitudes  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  satellite  et  du  Soleil,  ces  longitudes 
étant  comptées  de  l'axe  des  x;  on  aura,  en  négligeant  les  carrés  des 
inclinaisons  de  leurs  orbites  sur  celle  de  m, 

x'  z=z  r'  cosp', 
y'  =  /•'  sin  v', 


a;"=  /""cos^-", 

x"'=r"'cosv'\ 

X  = 

=  DcosII; 

y  ■=  r"  sint'". 

y"'~r"'  sin^''". 

Y  = 

=  D  sinH. 
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L'oxpression  de  R  de  l'article  I  deviendra  ainsi,  en  négligeant  les 
termes  multipliés  par  ^2^*^:=^,  "^^-^^^ <  "-^^^^^^  et  ^^^i^, 
comme  étant  insensibles  à  cause  de  la  petitesse  de  p  —  ^ç, 

-.  (n-m)(p  — i©)       m' r        ,   ,        ^ 

-+-  7«T  COS  (  (^"  -  (^  )  4- --^  COS  (  p"  -  (' )  +  ^,  cos  (H  -  t' ) 
m'  m" 


\] r'*'  —  2  /•/•'  cos ( p'  —  v)  -\-  r'^       sjr"^ —  2rr"cos(t'" —  v)  H-  /•"* 

TV^ S 

y/r*  —  2 rr"' cos ( (^"—  v) -\-  r"*       sjr^—  "irh  cos  (H  —  t^)  -f-  D* 


IV. 

/)e5  inégalités  des  mouvements  des  satellites,   indépendantes 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Reprenons  maintenant  l'équation  différentielle  (i)  de  l'article  II 
d}{rèr)       (i-+-m)rô/'  n  ..  dK 

Son  intégration  introduira  deux  constantes  arbitraires  qui  rentrent 
dans  celles  du  mouvement  elliptique  et  auxquelles  on  peut,  par  cette 
raison,  se  dispenser  d'avoir  égard.  Cependant  l'excentricité  de  l'orbite 
étant  fort  petite,  on  pourra  faire  usage  de  cette  équation  différentielle 
pour  déterminer  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur  qui  en  dépend; 
mais  alors  il  faut  conserver  tous  les  termes  dans  lesquels  r^r  est  mul- 
tiplié par  des  constantes  dépendantes  même  des  forces  perturba- 
trices, parce  que  ces  termes  déterminent  le  mouvement  de  l'aphélie. 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  l'excentricité  de  l'orbite,  la  partie  con- 
stante du  rayon  rse  réduit,  dans  l'hypothèse  elliptique,  au  demi  grand 
a.xe  a.  Soit  Sa  le  terme  constant  que  les  forces  perturbatrices  ajoutent 
au  rayon  r,  l'équation  précédente  deviendra  ainsi 

G  =      \^^       -I -—     I r  or  H-  2  /  clR  -h  r  -T-  • 
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En  ne  considérant  que  les  termes  dépendants  de  la  figure  de  Jupiter, 
on  a 

(r  +  m)(p  — |y) 

t\  —  —  5— T } 

on 

d'où  Ton  tire 

/dR  =  R,         '•f=-3R, 

partant 

âR  _      „_  (i  +  m)(p  — |(p) 


aTdR  +  r^^-R 

J  or 


3r^ 


En  substituant  a'^-h  zrBrau  lieu  de  r^,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
a  H au  lieu  de  /*,  on  aura 

a 

,  TdR  +  r^^  li^t^ilifuiî-^  -  (^-^^)[P-»rèr. 
'J  or  3  a*  a* 

Si  l'on  ne  considère  que  les  termes  dépendants  de  l'action  du  second 
satellite,  on  a 

m' r  — — 

R  =  —j^  cos(t^'—  v)  —  m'[/*2  —  2/r'cos(p'—  v)  +  r'^]   ^. 

Supposons  que  la  fonction  [r^  —  2rr'  cos(^''  —  ç^)  -f-  r'^]'^,  développée 
suivant  le  cosinus  de  v'  —  v  Qi  de  ses  multiples,  soit 

{B'^^-hRO  cos(p'—  v)  +  B(2i  cos2(p'—  p)  +  B(3'  cos3((^'—  t^)  -h. . . . 

Nommons  nt-\- 1  ai  n't  +  e'  les  valeurs  moyennes  "de  v  et  de  v' ,  c'est- 
à-dire  les  longitudes  moyennes  de  m  et  de  m'  comptées  de  l'axe  lies  x  ; 
en  substituant  au  lieu  de  v  et  de  v'  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R, 
et  en  y  changeant  r  et  r'  dans  a  et  a\  on  aura 

2  /  dR^ -,      B(») )cos(n'i— w^  +  e'  — £) 

•J  an  —  n'  \\  a'^J 

4-B(*)  cos 2 { n' t  —  nt -h  e'—e) 

.         - } 


THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  321 

K  »•  /* 

-  étant  une  constante  ajoutée  à  l'intégrale  /  dR.  On  aura  ensuite 


^^ j ^-    -T 7?    cos(n'^—  nt-\-t'  —t) 

\_2     aa         \  ua         a'^ J 


C0S2(/i'<  —  nt  +  £'  —  £) 


-H 


]• 


W\  W\  W\  . . .  étant  fonctions  de  a  et  de  a'  dans  ces  deux  formules. 

Nous  étant  proposé  de  conserver  les  termes  dans  lesquels  r^r  est 

multiplié  par  une  constante,  nous  devons  ajouter  aux  seconds  membres 

de  ces  formules  les  termes  de  ce  genre   que   renferment  y  dR  et 

r^--  Or,  si  dans  le  terme B^"^  de  R  on  substitue  a  -\ au  lieu 

or  1  a 

de  r,  il  en  résultera  le  terme  —  m'^—^  —^ — :  la  fonction  2  /  dR  con- 

ia     oa  J 

tient  donc  le   terme   — /w' —   — r —  En   substituant    pareillement 

a       aa  *■ 

r  ôr  (?R 

an au  lieu  de  rdans  la  fonction  r-r-»  on  voit  qu'elle  contient  le 

a  or  * 

terme (— ^ \-a    ,  .    )•  Cela  pose,  si  Ion  rassemble  tous 

ces  termes  dans  l'équation  différentielle  (i)  et  qu'on  la  divise  par  a'; 

si  l'on  observe  de  plus  que  l'on  a  72^=  — ^-,  et  si,  pour  abréger,  on 
suppose 

N.= „»  r,-  ii?  -  P-ri2  -  -ï^  (3  ^-?^  +  «»]. 

I  a  a}  2     \     aa  aa*  /J 

3a^  2         aa 

—  m'n}    a-  -^ r;  H A  «R^  ' tï       CO%{n' t  —  nt  +  t'  —  t) 

L        da  a'^        /i  —  n'  \  "  /  J 

—  m'n»  fa»^5!!!  +  _^^  «B^»)^  cosa(n'f  -  nf  +  e'-  e) 
\       aa         n  —  n  J 

f     ^B<')  2n  \ 

—  m'n}  (  a^  ^^  +  _j^i_  ^g(,)  \  cos3(n'<  —  nt  +  g'—  c) 
\        da  n  —  n'  / 

OEavre*  Je  £.  —  XI.  4l. 


on  aura 

d}{r^r) 
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L'action  des  autres  satellites  et  celle  du  Soleil  ne  feront  qu'ajouter 
à  cette  équation  et  à  l'expression  de  N^  des  termes  semblables  à  ceux 
que  produit  l'action  du  satellite  m!  \  il  sera  facile  de  les  déterminer 
par  analogie;  ainsi  nous  en  ferons  abstraction  ici  pour  simplifier  le 
calcul. 

Si  l'on  intègre  l'équation  précédente,  sans  y  ajouter  de  constantes, 
on  aura 

rôr  /^V   T^       P  — I©       m'a"  dW'^ 

— I  2  K  -4- — 

«2    —       Nn  3a^  2        da 


i^n  —  n'f—W'Y       da          a""        n  —  n'\  a'Vj  " 

— — — —  [a^— 1 ^aB(2)     cos2(/î'i—nf +  £'—£) 

m' nr  (    -^B^^)  in         -n.^.X  r,  i    i .  .         f         \ 

MO      i^J^'"j ^ i^B^^  )  cos3  {n' t—  nt -h  e'—t) 

g{n  —  n'y — N-  \        aa  n  —  n'  J 


La  partie  constante  de  cette  expression  est  ce  que  nous  avons  désigné 

.    ,  àa 

ci-dessus  par  — 
ment  peu  de  n-^ 


ci-dessus  par  — ;  on  aura  donc,  en  observant  que  N^  diffère  extrême- 


èa  ^,       P  — 19        rn'a^  dW^ 

a  ■  3a'^  1        da 

(?R     .   j      rèr 


Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  ydR,  r-r-  et  de  — ^ 
dans  l'expression  de  ^v^  donnée  par  la  formule  (2)  de  l'article  II;  si 
Ton  néglige  les  excentricités,  et  qu'ainsi  l'on  suppose  r=  a,  on  aura, 
après  toutes  les  réductions, 

n  —  n'\n  —  n'\  a'^J       {n  —  n'y — N*  L       ^^         ^         "^  —  '^  V  ^  vJ) 

nm'       r     n         „,..  2N2  /     dB(^>  m        „,,A1    •       ,   ,,         ,  ,     ,        ^ 

7 jr\ 7aBW+      —      la^ 1 -aB^^n  \  smi (n' t  — nt -h  s'— s) 

i{n  — n')  [^n— n'  4(^  — «)— N-\        da  n  —  n'J}^ 

ô{n  —  n')\_n  —  n'  (^{n~n'Y  —  W\       da  n  —  n'  J\ 
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Cette  expression  de  Bv  sera  facile  à  réduire  en  nombres  lorsque  l'on 

aura  déterminé  numériquement  la  valeur  précédente  de  — j-- 

nt  étant  supposé  représenter  le  moyen  mouvement  du  satellite  m, 
son  coefficient  dans  la  valeur  de  Bi>  doit  être  nul,  ce  qui  détermine  la 
constante  K;  on  aura  donc 

3  a*  '  da 

fi/y 

En  substituant  cette  valeur  de  K  et  celle  de  —  dans  l'expression  de  N', 
elle  deviendra 

r'  èr'     y       r"  $r"     >        r"  èr" 

On  aura  les  expressions  de  — j^,  ôp',  — ;^j->  ùv'\  — ï^j->  ôt^'^,  en  chan- 
geant dans  les  valeurs  précédentes  de  ^—f  et  de  Bv  les  quantités  rela- 
tives au  premier  satellite  dans  les  quantités  semblables  relatives  au 
second,  au  troisième  et  au  quatrième  satellite,  et  réciproquement. 

Les  rapports  qu'ont  entre  eux  les  moyens  mouvements  des  trois  pre- 
miers satellites  donnent  des  valeurs  considérables  à  quelques-uns  des 
termes  de  ces  expressions;  ces  termes  méritent  une  attention  parti- 
culière en  ce  qu'ils  sont  la  source  des  principales  inégalités  observées 
dans  les  mouvements  des  deux  premiers  satellites. 


Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  de  Jupiter  est,  à  fort  peu 
près,  double  de  celui  du  second,  qui  lui-même  est  à  peu  près  double 
du  moyen  mouvement  du  troisième  satellite.  Il  suit  de  là  que  le  terme 

de  l'expression  de  — y->  qui  dépend  de  l'angle  2n't  —  2nt  -t-  2e'—  2£, 

doit  devenir  fort  grand  par  son  diviseur 

4(,j_,i')2_N«     ou     (2/1  — îî«'-t-N)(2«-2n'— N), 

car  N  et  2n'  étant  fort  peu  différents  de  n,  le  facteur  2n  —  tin'—  N  est 
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très  petit  et  donne  une  valeur  considérable  au  terme  dont  il  s'agit. 
On  voit  en  même  temps  la  nécessité  de  déterminer  N  avec  précision, 
comme  nous  l'avons  fait,  parce  que  sa  différence  d'avec  n,  quoique 
très  petite,  devient  sensible  dans  le  facteur  in  —  in'  —  N.  Le  terme 
—  2(1  +  m)n-^ — ~  de  l'expression  de  N%  qui  dépend  de  la  figure 
de  Jupiter,  surpasse  considérablement  ceux  qui  dépendent  des  actions 
des  satellites,  comme  on  le  verra  ci-après;  nous  pouvons  donc  sup- 
poser, sans  erreur  sensible. 


dans  le  facteur  m  —  iri  —^,  et  faire  /2  =  N  dans  tous  les  autres 
termes. 

La  partie  de  Sp,  qui  dépend  de  l'angle  in!  —  int -\-  11' — 2£,  est 
pareillement  fort  considérable,  à  cause  du  diviseur 

(2^^  —  2«'—  N)  (2/i  —  2n'4-N). 
En  supposant  donc 

f?R(2)  on 

aa         n  —  n 


en  faisant  ensuite  N  = /«  et  in'=n  dans  le  facteur  m  —  2/i'h-N, 
on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  ^—^■)  qui  a  pour  divi- 


seur  m  ^  2/2'  —  N, 


r(5r  nm'Y  ,  , 

a^  i{p.n  —  in' — N)  ' 

On  aura,  dans  les  mêmes  suppositions, 

^  nm'F  .      /  , 

OV=z ^81112  (/if  —  11' t-\-  £  —  e'). 

in  —  2  /i'  —  N 

Cette  partie  de  Iv  est  la  seule  inégalité  sensible  dans  le  mouvement 
du  premier  satellite,  et  l'observation  est  en  cela  conforme  à  la  théorie, 
puisqu'elle  n'indique  que  cette  inégalité. 

Si,  dans  la  théorie  du  second  satellite,  on  désigne  par  N'  la  quantité 
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qui  correspond  à  N  dans  la  théorie  du  premier,  il  est  aisé  de  voir  que 
l'expression  de  — j^  renfermera  le  terme 

Le  diviseur  («  —  /^')^  —  N'^  est  égal  à 

(;i_,i'_N')(/i-/i'+N'); 

or,  N'  étant  fort  peu  différent  de  n\  et  n  étant  peu  différent  de  in\  le 
facteur  /i  —  w'  — N'  est  très  petit,  ce  qui  donne  au  terme  précédent 
une  valeur  considérable;  en  supposant  donc 

aa'         a*        n  —  n'  \  a^  J  ' 

en  faisant  ensuite  n  =  2n'  et  W=n'  dans  le  facteur  n  — /i'-hN', 
on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  — j^,  qui  a  pour  divi- 
seur /i  —  /i'—  N'  et  qui  dépend  de  l'action  du  premier  satellite, 

r' ôr'  n'mG  ,  ,  ,. 

on  aura,  dans  les  mêmes  suppositions, 

-,  n'mG        .    ,  ,  -, 

ov'=i  — r— xf7  sin(/ji  —  n' t-\- 1  —  e  ). 

n  —  n' —  N 

Ces  valeurs  ne  sont  relatives  qu'à  l'action  du  premier  satellite;  l'ac- 
tion du  troisième  produit  encore  des  termes  sensibles  dans  les  expres- 
sions de  — 7^  et  de  §/.  En  effet,  le  mouvement  du  deuxième  satellite 

étant  à  fort  peu  près  double  de  celui  du  troisième,  il  doit  en  résulter 
dans  ces  expressions  des  termes  analogues  à  ceux  que  l'action  du 

deuxième  satellite  produit  dans  les  valeurs  de  — y-  et  de  ^v.  Nommons 
B'(o)^  B'(i)^  B'(2)^  _  ^  relativement  au  second  et  au  troisième  satellite, 
ce  que  nous  avons  désigné  par  W\  W\  W\  . . . ,  relativement  au  pre- 
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mier  et  au  second;  supposons  ensuite 

da!  n' —  n" 

nous  aurons  par  l'action  du  troisième  satellite 

a'2  2(2n'— 2«"— N')  ^  ' 

n'  m!'  F' 

in! — m" — N 

En  réunissant  ces  valeurs  aux  précédentes,  on  aura  tous  les  termes 
sensibles  des  expressions  de  — j^  et  de  §/. 

Un  rapport  très  remarquable  qui  existe  entre  les  moyens  mouve- 
ments des  trois  premiers  satellites  réunit  en  un  seul  terme  les  deux 
termes  des  expressions  de  — j^  et  de  w  dus  aux  actions  du  premier 

et  du  troisième  satellite.  Nous  avons  observé  que  le  moyen  mouve- 
ment du  premier  satellite  est  à  peu  près  double  de  celui  du  second, 
qui  lui-même  est  double  à  peu  près  du  moyen  mouvement  du  troi- 
sième satellite.  Il  en  résulte  que  le  moyen  mouvement  du  premier 
satellite  plus  deux  fois  celui  du  troisième  est  à  peu  près  égal  à  trois 
fois  celui  du  second,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  l'on  a  à  peu 
près  n  +  2n"=  3n'.  Cette  égalité  est  tellement  approchée,  que  depuis 
plus  d'un  siècle  les  observations  n'y  ont  fait  apercevoir  aucune  diffé- 
rence sensible,  en  sorte  que  l'on  peut  rejeter  sur  les  erreurs  des  Tables 
la  différence  très  petite  qu'elles  donnent  à  cet  égard.  Nous  pouvons 
donc  supposer,  au  moins  dans  l'espace  d'un  siècle,  n  -h  2.n"=:3n'. 
Nous  verrons  dans  la  suite  que  cette  égalité  est  rigoureuse. 

Les  observations  donnent  encore,  à  très  peu  près,  depuis  plus  d'un 
siècle,  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celle 
du  troisième,  moins  trois  fois  celle  du  second,  égale  à  i8o*';  en  sorte 
que,  dans  l'intervalle  d'un  siècle,  on  peut  supposer 

nt--^n't  +  2«*^  +  £  — 3£'+  2e"=:i8o° 
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et,  par  conséquent, 

2n' t  ~  in" t  4-  2e'—  2g"=:  nt  —  n' t  -h  s  —  e'—  i8o°. 


Nous  verrons  encore  dans  la  suite  que  ces  égalités  sont  rigoureuses. 

r'  àr' 

Les  termes  de  — j^  et  de  ^v',  qui  dépendent  de  l'action  du  troisième 


r  6r 
a 

satellite,  deviennent  ainsi 


r'ôr'  n'm"Y' 

a'*  2(n  — rt'  — N) 

n'mT' 

hv'      =: -, — zrr,  sin  ( nt— n't -i- e  — b'). 

n  — «'— N'  ' 

Si  l'on  réunit  ces  valeurs  à  celles  qui  dépendent  de  l'action  du  pre- 
mier satellite,  on  aura 

'-^=      ^^^_l,_^,^{m"F'-mG)cos{nt-n't  +  e~e'), 

n' 
ôp'     = -, — ^,       (m"F'—mG)smlnt—n't -{-£  —  £'). 

«  —  /i'  —  N'  ^  ' 

L'action  du  second  satellite  produit  dans  la  théorie  du  troisième  des 
termes  analogues  à  ceux  que  l'action  du  premier  produit  dans  la 
théorie  du  second;  en  faisant  donc 

G'=  a"*  ^  -  ^  -  -?^,  KB'(«)-  ^  ), 
âa"         a'*        n'  —  n"  \  a'*  / 

on  aura 

r"dr'  n"m'G'  ,    ,  „         ,        „, 

.  n"m'G'        .    /    ,  »         ,       „. 

àv        = —     sminU—nU-i-s'—s"). 

n'  —  n"  —  N" 

Les  valeurs  de  — j^  et  de  ôt'"  peuvent  recevoir  encore  quelques  termes 
sensibles  de  l'action  du  quatrième  satellite;  mais  son  moyen  mouve- 
ment étant  sensiblement  moindre  que  la  moitié  de  celui  du  troisième 
satellite,  ces  termes  doivent  être  peu  considérables;  nous  y  aurons 
cependant  égard  dans  la  suite. 


328  THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

Considérons  présentement  la  loi  des  inégalités  précédentes  dans  les 
éclipses  des  satellites.  Pour  cela,  nous  donnerons  aux  valeurs  précé- 
dentes de  Bç,  Sç''  et  Sç'"  les  formes  suivantes 

ôp  r=      (i)    &m2{nt  —n't-he—e'), 

■  di>'=z—{u)  sin   {nt  —  n' t  +  t  —  e'), 

0/'=:— (m)sin    (n'i  — /î"^H-e'  — e"), 

les  coefficients  (i),  (ii),  (m)  étant  positifs,  comme  il  résulte  de  ce 
que  Ton  verra  ci-après.  Au  lieu  de  rapporter  les  angles  nt  -\- 1,  n't  -i-  e', 
n"t  -f- 1"  à  une  ligne  fixe,  nous  pouvons  les  rapporter  à  un  axe  mobile, 
parce  que  la  position  de  cet  axe  disparaît  dans  les  angles 

i{nt  —  n'?  +  £— e'),     nt  —  n' t -\- z  ~  t' ,     n' t  ~- n"  t -^  e'— z". 

Concevons  que  cet  axe  mobile  soit  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  supposé 
mû  uniformément  autour  du  Soleil;  dans  ce  cas,  les  angles  nty  n'ty 
n"t  seront  les  moyens  mouvements  synodiques  des  trois  premiers  sa- 
tellites. Concevons,  de  plus,  que  les  angles  £  et  t'  soient  nuls,  c'est- 
à-dire  qu'à  l'origine  de  t  les  deux  premiers  satellites  aient  été  en 
conjonction;  l'équation 

nt  —  Zn't-\-  in"t  +  e  —  Se'H-  26"=  i8o° 
donnera  t"=  90°.  Les  expressions  de  Bv,  Bv',  Bv"  deviendront  ainsi 

èv  :=  (i)  sin2(/ïi  — n't), 
ôp'^=— (11)  sin  {nt  —n't), 
àv"=^      (m)cos    {n't  —  n"t). 

Dans  les  éclipses  du  premier  satellite,  au  moment  de  la  conjonction 
moyenne,  nt  est  nul  ou  multiple  de  36o*'  ;  soit  donc  in—  2/^'=/^  +  a) 

o\k  n  —  in!=.  w,  on  aura 

ôp-^r  (i)  sinwi. 

Dans  les  éclipses  du  second  satellite,  à  l'instant  de  la  conjonction 
moyenne,  n't  est  nul  ou  multiple  de  36o°;  on  aura  donc  alors 

5p'  =  — (ii)sinw^. 
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Enfin,  dans  les  éclipses  du  troisième  satellite,  à  l'instant  de  la  con^ 
jonction  moyenne,  «"/est nul  ou  multiple  de  36o°;  on  aura  donc  alors, 
en  vertu  de  l'équation  n  —  2«'=  n'—  in", 

6^":=^  (m)  coswi. 

On  voit  ainsi  que  les  valeurs  de  cv,  ^v'  et  ov",  dans  les  éclipses  des  sa- 
tellites, dépendent  du  même  angle  o)/.  La  période  de  ces  valeurs  est, 
par  conséquent,  la  même  et  égale  à  la  durée  de  la  révolution  syno- 

dique  du  premier  satellite,  multipliée  par  — — — ^»  nt  et  n' i  étant  ici 

les  moyens  mouvements  synodiques  des  deux  premiers  satellites.  En 
substituant  pour  n  et  n'  leurs  valeurs,  on  trouve  que  cette  période  est 
de  437^1 5'' 12™.  Tous  ces  résultats  sont  parfaitement  conformes  aux 
observations  qui  ont  fait  reconnaître  les  inégalités  précédentes,  avant 
qu'elles  aient  été  indiquées  par  la  théorie. 

VI. 

La  détermination  des  inégalités  précédentes  n'a  de  difficulté  que 
celle  de  la  formation  des  quantités  W\  B(*\  W\  ...  et  do  leurs  diffé- 
rences. J'ai  donné  des  formules  pour  cet  objet  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  pour  l'année  1785,  pages  64  et  suivantes  (');  je  vais  rap- 
peler ici  les  principales. 

Soit  —  --  a,  et  supposons  que  l'on  ait 

(i  —  iaco%B  +  a')-'z={b[V  +  Z>;"cos0-f-  èi."cos2Ô-J-  è'"cos30-+-. . ., 
on  aura  généralement 

/,(')  —  __£ f 

'^»~"  (T-a»)- 

On  pourra,  au  moyen  de  ces  formules,  déterminer  b^j-\  b[^\   .... 
(')  Ci-dessus,  p.  124  et  suivantes. 

CEuvres  de  L.  —  W.  4^ 
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b'f^^,  . . .  lorsque  b'f^  et  èj"  seront  connus.  On  a  ensuite 

doc  a(i  — a^)        *  i  —  a^         '      ' 

Cette  équation  différentiée  donnera  les  différences  secondes  de  b'-J\  11 
ne  s'agit  donc  que  de  déterminer  b^'f'  et  b\*\ 

Dans  la  théorie  des  satellites,  s  =  ^,  et  l'on  aura  de  cette  manière 
les  valeurs  de  6',"'  et  de  b\^\  On  déterminera  d'abord  les  quantités  b"^l 

2  2  "2 

et  6"J  au  moyen  des  suites 

b^^l  fi        I  i.i    ,       i.i  I.I.3    ,       I.I.3  1. 1.3.5    ,  1 

-  2  =  —  2  a -r  a- y  — y—y^  a* -— ^  — 7-77-5  a^  — .  .  .    . 

L2        22. 4  2. 42. 4. 6  2. 4. 62. 4. 6. 8  J 


Ces  deux  suites  sont  fort  convergentes,  et  il  suffît  dans  tous  les  cas 
d'en  prendre  les  dix  ou  onze  premiers  termes.  Lorsque  l'on  aura  ainsi 
déterminé  b^y^^  et  è^'J,  on  aura  6^"'  et  b\*^  au  moyen  des  formules 

2  2  2  2 


hiO)  

2                              2 

^1  -      (i- 

-a^r 

2aè(°|  + 

3(i  +  a2)Z>'il 

T-     '(. 

-«2)2 

Maintenant,  on  a  généralement 

^                    c'a               aa 

^2|î(0                     Û5    6 

Quant  aux  différences  partielles  de  B^'^  prises  relativement  à  a',  on 
observera  que  B^'^  est  une  fonction  homogène  de  a  et  de  a'  de  la 
dimension  —  i;  or  on  a,  par  la  nature  de  ce  genre  de  fonctions, 


aa'  da 

i) 


d'où  il  est  aisé  de  conclure  les  valeurs  de  aa' -, — 7-7?  a'^-^^,  .  •;  on 


da  da'  da' 
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pourra  donc  ainsi  déterminer  les  valeurs  de  B^<'\  B''\  B''',  ...  et  de 
leurs  différences,  prises  soit  relativement  à  «,  soit  relativement  à  a'. 

VII. 

Des  inégalités  du  mouvement  des  satellites  dépendantes 
des  excentricités  des  orbites. 

Considérons  présentement  les  parties  du  rayon  vecteur  et  de  la  lon- 
gitude des  satellites  qui  dépendent  des  excentricités  des  orbites.  Pour 
cela  nous  reprendrons  l'équation  (i)  de  l'article  II,  en  la  mettant  sous 
cette  forme 

d'iràr)       {i  +  m)rèr       V^^^~''dr 
a- al''  «-/■•*  cû' 

Les  termes  dans  lesquels  rZr  est  multiplié  par  une  constante  et  ceux 
qui  dépendent  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'angle  nt  -\-  t  méritent  une 
attention  particulière,  en  ce  qu'ils  déterminent  les  variations  de 
l'aphélie  et  de  l'excentricité  de  l'orbite;  nous  allons  donc  les  discuter 
avec  soin.  Les  termes  dans  lesquels  ror  est  multiplié  par  une  con- 
stante ont  été  déjà  déterminés  dans  l'article  IV;  pour  avoir  ceux  qui 
dépendent  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'angle  nt+i,  considérons  la 
partie 

-y^ ■'  —  /n'B<*>  cos((^'—  v) 

de  la  fonction  R;  si  l'on  y  substitue  a' H-  ^—^y  au  lieu  de  r' ,  Br^  étant 
ici  la  partie  de  /  qui  dépend  de  l'excentricité  de  l'orbite  du  satel- 
lite m',  cette  substitution  produira  la  quantité 

m'r'$r'/'2a  ,  dB'»)^ 


Or,  en  nommant  e'  l'excentricité  de  l'orbite  de  m\  et  ts'  la  longitude 
de  son  aphélie,  on  a,  comme  l'on  sait,  aux  quantités  près  de  l'ordre  c'', 

— — -  =:e'cos(/i'/  +  e'— Gj'); 
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la  quantité  précédente  donnera  par  conséquent  un  terme  dépendant 
du  cosinus  de  l'angle  nt -\- 1 —■  vs' ;  nous  ne  conserverons  ici  que  ce 
terme. 

Dans  l'orbite  elliptique,  t^'  est  égal  à  ji't  +  t'—  2e'sin(/i'^-f-£'— cj'), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  /i7-h£'+  -^j^rjf}  en  substituant  cette 

valeur  dans  la  fonction 

-^77- cos((^'-— p)  —  m'B'*' cos(p'— (-'), 


il  en  résultera  le  terme 

2m'd{r'ôr')  /  a 


a'^n'dt 


(^-  _  B(iA  sin(n'^  —  nt  +  e'—  e). 


Nous  ne  retiendrons  encore  dans  ce  terme  que  la  partie  qui  dépend 
de  l'angle  /^^  +  £  —  cr'. 

On  s'assurera  facilement  que  les  termes  précédents  sont  les  seuls 
qui,  dans  le  développement  de  la  fonction  R,  dépendent  du  sinus  et  du 
cosinus  de  l'angle  nt  -\-  £,  du  moins  en  n'ayant  égard  qu'aux  premières 
puissances  des  excentricités;  de  plus,  on  a  évidemment,  en  n'ayant 
égard  qu'à  ces  termes,  y  dR  —  R,  partant 

J  dr  a'-      \a'^  oa'  dada  ) 

a'^n'dt      V«  da  )       ^ 

l'équation  différentielle  en  -^  deviendra  ainsi,  en  n'y  considérant 
que  les  termes  multipliés  par  rlr,  et  par  le  sinus  et  le  cosinus  de 
l'angle  nt  +  £,  et  en  y  substituant  n^ ,  au  lieu  de  ^j 

a^  dt  a'- 

a'2    V  «^  da'  oa  da' J 

a'hi'dt         \a'^  da  J        ^ 
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Supposons 

— ~  =hcos{nt  -hs  —gt  —  T)f 

r'ôr' 

-^  =  h'cos{n'l-\-  £'-  gt  -  T), 

g  étant  un  très  petit  coefficient  dépendant  des  forces  perturbatrices. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  difTérentielle  précédente 
et  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  forces  perturbatrices,  la 
comparaison  des  coelficients  de  cos (nt -h  s.  —  gt  —  T)  donnera,  en 
mettant  pour  N*  sa  valeur  trouvée  dans  l'article  IV, 

„  =  4*' _  Luis  _  ."î!  (,,  ^  +  , ,.  ^'\] 

\_n  a*  2   \       da         ^        da^  J ] 

\  àa  da'         *  dada'J 

Pour  donner  à  cette  équation  la  forme  la  plus  simple  dont  elle  est  sus- 
ceptible, nous  observerons  que  l'on  a,  par  l'article  précédent. 


d'où  l'on  tire 


da'  da 


dada'  da  da"^ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  et  en  y  met- 
tant, au  lieu  de  B^"^  B^'^  et  de  leurs  différences  relatives  à  a,  les  va- 
leurs déterminées  par  l'article  précédent,  on  aura 


„=4f 


û?^>'«'      d'b\ 


-©        m  a.' 

■     4-ia 


2_    _i_l 


doL     '    «       da} 


db\'^  d'b 


(1) 


i  dtx        -        doc^ 


Si  1  on  substitue,  au  lieu  de |_,  |^,  b\^\      i    et \_,  leurs  va- 

doc        doc-         -         dx  da.- 

leurs  en  b^^\  et  è^'J,  qu'il  est  facile  de  conclure  des  formules  de  l'article 
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précédent,  on  trouvera 

db^^^  d^b\^^  Sa^è'i] 


J l_  i  o,S 


+  la 


dof.         ^        doc^  2(1  — a*)» 

db^l'  d^bf       fa2  6^'>|+3a(n-a2)6[^'| 

Soit  maintenant  T  la  durée  d'une  année  julienne,  nT  sera  le 
moyen  mouvement  du  satellite  m  dans  cet  intervalle;  multiplions 
l'équation  précédente  entre  h  et  h'  par  nT,  et  supposons  ^T  =/,  en 
sorte  que/soit  le  mouvement  de  l'aphélie  durant  une  année  julienne; 
supposons  encore 

.(o)=^P-^„T. 
a* 

,       ,  3m'/iT     ^'^-i 

(o,x)=  — 


4        (x  — a2)2 


a' 


1  3m'/iT    2     -i         ^  '^  -i 

o,i    r= 


(i  — a-)2  ' 

l'équation  entre  h  et  h  prendra  cette  forme  très  simple 

Il  est  visible  que  les  actions  des  satellites  m!' ,  ni"  sur  m  ajoutent  au 
second  membre  de  cette  équation  des  termes  analogues  à  ceux  que 
produit  l'action  de  ni.  Soient  donc  (o,  2)  et  lo,  2J   ce  que  deviennent 


(o,  i)  et  I  o,  1 1  lorsque  l'on  y  change  m'  et  a'  dans  m"  et  a"-,  soient 
pareillement  (o,  3)  et  |o,  3|  ce  que  deviennent  les  mêmes  quantités 
lorsque  l'on  y  change  ni  et  a'  dans  m'"  et  a'"-,  enfin  nommons  h"  et  A'" 
ce  que  devient  h  relativement  à  m"  et  m'";  on  aura,  en  vertu  des  actions 
réunies  de  Jupiter  et  des  satellites, 

L'action  du  Soleil  sur  le  satellite  m  ajoute  encore  un  terme  au  second 
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membre  de  cette  équation.  Pour  le  déterminer,  nous  considérerons 
le  Soleil  comme  un  satellite  de  Jupiter.  Dans  ce  cas,  si  l'on  nomme  D' 

la  moyenne  distance  de  Jupiter  au  Soleil,  on  aura  a  =  —,  et  les  va- 
leurs de  b^^\  et  U^\  de  l'article  précédent  deviendront 


""'r'v^W' 


•)• 


b^']-- 


D' 


I  — 


a- 

8lJ^ 


La  distance  D'  étant  incomparablement  plus  grande  que  a,  nous  pou- 
vons négliger  les  termes  divisés  par  D'*;  la  fonction  (o,  i)  devient 
ainsi,  en  y  changeant  m'  dans  S  et  à  dans  D', 


,       3SnT  a» 


et  la  fonction 


0,1 


est  nulle.  Soit  présentement  MT  le  moyen  mouve- 
ment  sidéral  de  Jupiter,  on  aura,  à  très  peu  près,  M^'rzr  —  ;   on  a 

ensuite  n}  =z  ~.  On  aura  donc,  relativement  au  Soleil, 

3M*T 


(0,1) 


4/1  ' 


nous  désignerons  cette  dernière  fonction  par  |  o  | .  On  aura,  cela 
posé,  en  vertu  des  actions  réunies  de  Jupiter,  des  satellites  et  du 
Soleil, 


(0 


o  =  a[/-(o)-[;T]-(o,i)-(o,2)-(o,3)] 
4-  \^J\  h' -h  [^  h" -h  [^  h\ 


Si  l'on  considère  pareillement  les  perturbations  du  mouvement 
de  m',  il  est  visible  qu'il  en  résultera  une  nouvelle  équation  semblable 
à  la  précédente,  et  qui  s'en  déduit  en  y  changeant  les  quantités  rela- 
tives à  m  dans  celles  qui  sont  relatives  à  m',  et  réciproquement. 

Soient  (i),  |    1    |,  (1,0),  |  i,o|,  (1,2),  [  i ,  2 1 ,  (i,3),  |  i>3|  ce  que 
deviennent  (o),  r~ô~| ,  (o,  i),  |o_,_iJ  ,  (o,  2),  [072] ,  (o,  3),  [ôTJ] , 
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on  vertu  de  ces  changements;  on  aura 


1  o  =  A'[/-(.)-[T]-(r,o)-(i,2)-(i,3)] 


('■') 


Si  l'on  désigne  semblablement  par   (2), 


,    (2,1),    I  2,  1 1 , 


2,  o 


,   (o,  l), 


,  (2,  3),    I  2,  3|   ce  que  deviennent  les  quantités  (o), 
,  (0,2),   I  o,  2| ,  (o,  3),   I  o,  3|    lorsque  l'on  y 


o,  I 


change  ce  qui  est  relatif  à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  m",  et  récipro- 


quement ;   si  l'on   désigne  encore  par  (3),    |    3    | ,   (3,  i),     3,  i 


(3,2),  I  3,  2[ ,  (3,0),  3,0  ce  que  deviennent  les  mêmes  quantités 
lorsque  l'on  y  change  ce  qui  est  relatif  à  m  dans  ce  qui  est  relatif 
à  m'",  et  réciproquement,  on  aura  les  deux  équations 


in 


{i") 


I    0r=//[/-(2)-r^-(2,0)^(2,l)-(2,3)] 

j     + 1^^  h + RTn  h'-+-  [^73]  h'", 

j  o  =  h'"  ["/-  (3)  _  Q^  _  (3,o)  -  (3,1)  -  (3,2)] 


W  existe  entre  les  fonctions  (0,1)  et  (1,0),  (0,2)  et  (2,0),  ...  des 
rapports  remarquables  qui  peuvent  servir  à  déterminer  ces  fonctions 
les  unes  parles  autres.  On  a,  par  ce  qui  précède, 


(0,1)  = - 


(y  2   7,(1) 


4    (i-«^r 

On  a  ensuite,  par  l'article  précédent, 

(a^  —  2aa'  co^B  +  a'-^y  —a!  (^  6'»^  -+-  6"]  cosÔ  +  è'%|  COS2Ô+..  .\. 

Supposons  qu'en  développant  le  premier  membre  de  cette  équation 
suivant  les  cosinus  de  l'angle  0  et  de  ses  multiples  on  ait  la  série 
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^{a,  a')  -h  (a,  a')'  cosO  4- . . . ,  on  aura 

^(01  _  (g,  a')  ^(i)_(a,  a')' 

partant 

_       3m'nT  a}a'{a,  a')' 
(o,i)_  ^—  -^--^. 

En  changeant  dans  cette  expression  de  (o,i)  les  quantités  m',  n,  a  et 
a\  dans  m,  n\  a!  et  a,  on  aura  l'expression  de  (i,o);  mais  (a,  a')' 
reste  toujours  le  même  après  ce  changement;  on  aura  donc 

3/n/i'T  a'*a(a,  a')' 

(1,0).-  ^^    ______   . 

(o,  i)mn'a'  =r-  (i  ,o)m' na. 


d'où  l'on  tire 
On  a 

partant 


(o,  i)/w  v/a  =  (i  ,o)m' \/a' . 
On  aura  donc  (i,o)  au  moyen  de  (o,i),  en  multipliant  cette  dernière 
quantité  par  ~, ya- 

Il  est  clair  que  l'on  aura  pareillement  les  relations  suivantes  : 

(0,2) m  y/a  =:(2,o)m"  \/a", 
(0,3 )m  y/a  =z  {3,o)m'' ^a'", 
{1,2)  ni'  s/a'  =1:  (  2 , 1  ) /n"  \/a", 
(  1 ,3)/n' v'ô^  =:  (3, 1  )/n"'v/^, 
(2,3)mV«"  =  (3,2)m"'v/«*- 

On  s'assurera  d'une  manière  semblable  que  les  mêmes  relations  sub- 
sistent entre  |o,  1 1  et  (  i,o| ,  |o,  2"!  et  |2,o| en  sorte  que  l'on  peut, 

dans  les  relations  précédentes,  changer  les  crochets  ronds  en  cro- 
chets carrés. 

Si  dans  les  équations  («),  («'),  (i"),  (i'" )  on  élimine  les  arbitraires 

Œuvres  de  L.  —   XI.  4^ 
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A,  h! ,  h",  h",  on  aura  une  équation  en /du  quatrième  degré.  On  aura 
de  plus  les  valeurs  de  A',  h",  h",  au  moyen  de  h,  sous  cette  forme 

h'=^'h,       h"=z&"h,       h"'—^"'h, 

ê',  ê",  6'"  étant  des  fonctions  de/,  et  la  constante  h  étant  arbitraire. 

Soient/,  fi,  fi,  fz  les  quatre  racines  de  l'équation  en  /,  on  aura, 
par  la  nature  des  équations  linéaires, 

— ~—      h  cos(nt  +  e  —  ft —T)  -}- h^cosint -he  —  fit —  Tt) 
+  h^cosint  -+-  s  ~fit  —  V^)  -+■  hs  cos{ nt  -\-  £  — /s^  —  Tj), 

h,  A,,  h.,,  A3,  r,  r,.  Ta,  Fs  étant  des  constantes  arbitraires,  et  /  dési- 
gnant ici  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  l'époque  où 
l'on  fixe  l'origine  du  temps. 

Si  l'on  nomme  è\,  ^\,  ^'[\  SI,  ^\,  Ç;  êj,,  ^3,  ^l  ce  que  deviennent 
ê',  S",  S'"  lorsqu'on  y  change  successivement  /dans/,  /o,  /g,  on 
aura 

^^^' r=    ê'Acos(n'/  +£'  —  /< —r)  +  ê;A,cos(«'< +e' —/,^  —  r,) 

+  6;^2COs(rt'^  +  £'— /2^— r2)+6'3/i3COs(n"f  4- e"  — /s^  — Ta), 

^  6;/i2COs(  n"^  +  £"  — /2^—  Pî)-!-  ê;/z3  C0S(«'7  +  £"  —  /a^  —  Pj), 
6'"  /;  cos  (  /i'"  ^  +  £'"-//-  P  )  +  ê';  Al  ces  (  n'"  t  +  e'^'  -f^t-Y,) 

+  e'^A^COsK'^  -h  £'"-/2^-P.)+  63/^3  COS(/i"'^  -+-  £'"  -  /3«  —  P3). 

Toutes  ces  expressions  sont  complètes,  puisqu'elles  renferment  deux 
fois  autant  d'arbitraires  qu'il  y  a  d'équations  différentielles  du  second 
ordre  en  rlr,  r'ir',  r"lr",  r"'lr"'. 

La  formule  (2)  de  l'article  II  donne,  en  négligeant  le  carré  des 
excentricités  et  leur  produit  par  les  forces  perturbatrices, 

«f  — r 

ot'=2  — -r-y 
nat 

d'où  il  suit  que, /étant  très  petit  relativement  à  «,  on  aura  l'expression  * 


r"  ûr" 


r"  àr" 
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(le  Bv  correspondante  à  l'expression  précédente  de  — ^->  en  changeant 
dans  celle-ci  les  cosinus  en  sinus  et  en  la  multipliant  par  —  2.  Les 
mêmes  opérations  sur  les  valeurs  de  —rr^  — ft'  — w  donneront  les 
valeurs  correspondantes  de  S^,  Bv"  et  Bv'". 

On  peut  considérer  ces  différentes  valeurs  comme  étant  relatives  à 
des  orbes  elliptiques,  dont  les  excentricités  et  les  positions  des  aphé- 
lies seraient  variables;  en  comparant  les  valeurs  données  par  cette 
supposition  à  celles  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura  facilement 
les  variations  des  excentricités  et  des  aphélies.  Tout  se  réduit  donc  à 
former  et  à  résoudre  les  équations  («),  (i'),  (i")  et  («'");  mais  nous 
verrons  dans  la  suite  que  ces  équations  sont  incomplètes  et  que  les 
rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouvements  des  trois  premiers 
satellites  leur  ajoutent  de  nouveaux  termes  sensibles,  quoique  dépen- 
dants des  carrés  et  des  produits  des  forces  perturbatrices. 

VIII. 

Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  étant,  à  fort  peu  près, 
double  de  celui  du  second,  et  le  moyen  mouvement  du  second  étant, 
à  fort  peu  près,  double  de  celui  du  troisième,  il  est  visible  que  les 
termesquidépendentdesangles/ii  — 2/i^'-f-£  — 2£',/i'/  — 2>ï"/H-£'  — 2£", 
et  qui  subissent  deux  intégrations,  doivent  considérablement  aug- 
menter par  ces  intégrations;  il  est  donc  important  de  les  déterminer 
avec  soin.  Si  l'on  considère  les  équations  (i)  et  (2)  de  l'article  11,  on 
voit  que  les  termes  dont  il  s'agit  résultent,  dans  l'expression  de  Bv,  de 
la  double  intégrale  da  fndt  fd^.  Pour  les  obtenir,  considérons 
d'abord  la  partie 

^r —  /n'B'*>  cos(<''—  r) 

de  l'expression  de  R,  donnée  dans  l'article  II.  Si  l'on  y  substitue 

a'[i  +  h'cosinU  -+-  s' -  ft  —  T)] 

au  lieu  de  r',  et 

n' t  -^  e'  —  o.h'  sin{n' t  -¥-  e'  —  /t  —  T) 
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au  lieu  de  v',  il  en  résultera  le  terme 

On  a,  par  l'article  V, 

^         ,^<?B("  2/1'       ,_,,,      /    2n'  \a'» 


da'         n  —  n'  \n  —  n'         )  a^' 

or,  n  étant  à  très  peu  près  égal  à  in',  [\a^  diffère  très  peu  de  a'%  et 
par  conséquent  —  diffère  peu  de  -^;  on  pourra  donc,  sans  erreur 

sensible,  substituer-^  au  lieu  de  -^  —  Bf'^4- ^a'-^-y-;  le  terme  pré- 
cèdent  devient  ainsi 

m'Gih'        ,  ,  ,        ^       T,. 

■ r—  COS(nt  —  2«7H-  £  —  2£'4-  /V  +  F). 

Considérons  maintenant  le  terme  —  m'B^'^^cos2(/—  v)  de  l'expression 
de  R.  Si  l'on  y  substitue  a\\  +  h  cos(nt  -\- 1  ~  Jt  ~  T)]  au  lieu  de  r,  et 
m  +  t  —  ih  ^\xi{nt -\- z — ft —  T)  au  lieu  de  v,  il  en  résultera  le 
terme 

\a--r~  +  4B'-^  )  cos(ni—  2/i'^H-e  —  2e'  +  /f  +  T). 

On  a,  par  l'article  V, 

^       ,  dW-^         2/1       _,,. 

F  =  a"  — ^—  H ,  aB^*', 

da         n  —  n 

d'où  il  suit  que,  n  étant  à  fort  peu  près  égal  à  2n',  on  peut  substituer 

-  au  lieu  de  a  — {-[^W^\  le  terme  précédent  se  réduit,  par  cette 

substitution,  à  celui-ci  : 

—  cos(/ii  —  2/i'^  +  £  —  2e'+  ft  -\-T). 

la  ^  J  ' 

On  s'assurera  facilement  que,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  satel- 
lite m\  la  fonction  R  ne  renferme  point  d'autres  termes  dépendants 
de  l'angle  nt  —  in't  -i-  £  —  2£',  et  que  l'action  du  Soleil  et  des  autres 
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satellites  sur  m  n*en  produit  point  de  semblables,  en  ayant  même 
égard  au  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvements  des  trois 
premiers  satellites,  et  dont  nous  avons  parlé  dans  l'article  V.  En  ne 
considérant  donc  que  les  termes  affectés  du  double  signe  intégral  et 
qui  dépendent  de  l'angle  nt  —  in't-h  i  —  2i\  et  en  négligeant  les 
carrés  des  excentricités  des  orbites,  l'équation  (2)  de  l'article  II  don- 
nera 


dç=~ 


2{n  —  2n'  -h  /) 


-(f/ï  -h  —,Gh')  sinint  —  2n't-i-s  —  2e'-^/t^r). 


Il  est  facile  d'en  conclure  la  partie  de  S/  qui  dépend  du  même  angle. 
Pour  cela  nous  observerons  que  si  Ton  réunit  les  deux  valeurs  de  cv 
et  de  Bv'  qui  résultent  de  la  formule  (2)  de  l'article  II,  si  l'on  n'a 
égard  qu'aux  termes  qui  renferment  de  doubles  intégrales  et  que  Ton 
néglige  les  carrés  des  excentricités  des  orbites,  on  aura 

dv  dv'     _3  r  ..  r/dR       d'R' 


a  n  in 


■■Mi^-"^} 


R'  étant  ce  que  devient  R  relativement  au  second  satellite  et  la  carac- 
téristique différentielle  d'  se  rapportant  aux  seules  coordonnées  de  ce 
satellite. 

Si  dans  l'expression  de  R  de  l'article  I  on  n'a  égard  qu'à  l'action  de 
Jupiter  et  du  satellite  m',  on  aura,  en  négligeant  le  produit  de  m'  par 
V  et  ses  différences  partielles, 

/dR  _       i-hm  r  x' dx -\- y' dy -^  z' dz 

m'  "  m^     ^  J  "7^^^ 

-fù{{œ'-xY+{y'-yy+{z'-zy\''; 

or,  on  a,  à  très  peu  près, 

^__rf*^  y__^  z'  _       d^z' 

r'»  "       'dV^'  "pi——  -^'  ,.'»  --        dt^  ' 

partant 

'dx  d*x'  H-  dy  d*y'  -+-  dz  d*  z' 


J   m'  -         m'  J 


dt^ 

fd[{x'-~xy+{y-yy+{z'-z)*]-i 
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On  trouvera  de  la  même  manière,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  de 
Jupiter  et  du  satellite  m  sur  m', 

J     m    ~  m  J  dt^ 

~fA'{{x'-œy+{y'-yy+{z'-zYY^, 

partant 

//dR       d^R^\  _       1-+- m  \ -\- m'  dx  dx' +  dy  dy' -\- dz  dz' 

\  m'  ni   j  m'  m  dt^ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  précédente  de 


anrn         a  n  ni 


il  est  visible  qu'il  ne  peut  en  résulter  de  termes  divisés  par 

(,ï__2«'+/)2; 

en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes  qui  ont  ce  diviseur,  on  aura 


et,  par  conséquent, 


anni         a  n  ni 


-,  a'  n'm  ^  a  m   ^ 

an  ni  2  am 


à  cause  de  n  =  in'  à  très  peu  près.  Partant 


oc 


{n  —  in'  -\-ff 


-  (F/i+  -^GA' j  sin(«f  —  2/i'f +  e  —  ib' -^-ft -\-T). 


Le  second  satellite  étant  relativement  au  troisième  ce  que  le  premier 
est  relativement  au  second,  on  aura  la  partie  de  ^v'  qui  dépend  de 
l'angle  n'i  —  in"t -\- 1' —  it" -^  ft -^V  en  changeant  dans  l'expres- 
sion précédente  de  ^v  les  quantités  m' ,  n,  n' ,  £,  t\  a,  a',  F,  G,  h  et  h' 
dans  m",  n' ,  n",  t\  t" ,  a' ,  a",  F',  G',  h'  et  h\  ce  qui  donne 

"XmJ'n'^  /  a'  \ 

àv'^ --r--A, — 7ri(F7i'+^,G'AMsin(/i'i-2/i"f  +  e'-2e"+/f-t-r). 

2(/i  —  2n"-f-/)^  \  a"  )        ^  J  I 
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On  peut  réunir  dans  un  seul  terme  les  deux  parties  de  Bv'  au  moyen 
des  relations  données  dans  l'article  V  entre  les  moyens  mouvements 
et  les  époques  des  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites; 
on  a,  en  vertu  de  ces  relations, 

n'—  in"=i  n  —  in' ,         n' t  —  m'U-h  g'—  2e"=«<  —  2n't  -h  e  —  2e'—  180°; 
on  aura  ainsi,  après  cette  réunion, 

(«— 2n'+/)»L  «    \  «  /         2   \  «  /J  J  ' 

Enfin,  la  partie  de  Bv'  due  à  l'action  du  premier  satellite  sur  le  second 
donnera  pour  la  valeur  correspondante  de  S/'  due  à  l'action  du  second 
satellite  sur  le  troisième. 

Ces  valeurs  de  Bv,  Bv'  et  Bv"  sont  les  seuls  termes  sensibles  parmi  ceux 
qui  dépendent  à  la  fois  des  excentricités  des  orbites  et  des  forces  per- 
turbatrices. Il  est  clair  que  les  racines/,,  /a,  /  de  l'équation  en  / 
donneront  des  termes  semblables  dans  les  expressions  de  Sf,  St^,  Bv'\ 
et  que,  pour  avoir  les  valeurs  complètes  de  ces  quantités,  il  faut 
réunir  ensemble  ces  différents  termes. 

IX. 

Des  inégalités  des  satellites  qui  dépendent  de  l'action  du  Soleil. 

Il  est  facile  de  conclure  des  formules  que  nous  avons  données  pré- 
cédemment les  perturbations  des  satellites  qui  dépendent  de  leur 
élongation  au  Soleil;  mais  la  lenteur  du  mouvement  de  Jupiter  dans 
son  orbite  donne  une  valeur  sensible  à  quelques  inégalités  dépen- 
dantes de  l'action  du  Soleil,  et  d'une  espèce  différente  de  celles  que 
nous  avons  considérées  jusqu'ici.  Nous  allons  donc  examiner  parti- 
culièrement les  inégalités  des  satellites  dues  à  l'action  du  Soleil  on 
les  tirant  immédiatement  des  équations  différentielles  de  l'article  II. 


3U  THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  Soleil,  on  a,  par  l'article  I, 

R^S^-^^-^t^^^— -S[D^-2(^X  +  7Y+^Z)  +  /•^f^ 

En  réduisant  cette  expression  de  R  en  série  et  en  négligeant  les 
termes  de  l'ordre  |r^>  on  aura 

R-  S  r.      (^x+yY  +  .z)n     S 

^~^Wl  D'  J       D 

Si  l'on  néglige  les  carrés  des  inclinaisons  des  orbites  et  qu'ainsi  l'on 

suppose 

X  —  DcosH,        Y=:Dsinn, 

a;  r=z  r  cos  p,          y  =  f'  sin  ç, 
on  aura 

R  =  -| -|{^3['  +  3cos2(P-n)], 

et  l'équation  différentielle  (i)  de  l'article  II  deviendra 

[1  +  3  C0S2((^~  H)]. 


Sr^ 

2D^ 


Si,  dans  cette  équation,  on  substitue  au  lieu  de  II  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  vu  de  Jupiter,  et  qui  est  égale  à 

i8o°4-M^  + A, 

Mt -h  A  étant  la  longitude  moyenne  de  Jupiter;   si  l'on  substitue 

encore 

a[i  -+-  h-cos{nt  -+-  s  —ft  —  P)] 

au  lieu  de  r,  et 

nt -h  e  —  2hs[n{nt  +  £  —ft  —  F) 

au  lieu  de  {',  on  aura  un  terme  dépendant  de  l'angle 

«<  +  £  —  aMi  —  2  A  +/f  +  P, 
et  qui,  acquérant,  par  l'intégration,  un  très  petit  diviseur,  peut 
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devenir  sensible,  quoique  multiplié  par  A;  il  est  donc  nécessaire 
d'y  avoir  égard.  Ainsi,  en  négligeant  M  relativement  à  n,  en  nom- 
mant D'  la  moyenne  distance  de  Jupiter  au  Soleil,  et  en  observant 
que  l'on  a,  à  très  peu  près,  W—  ^^^  l'équation  différentielle  pré- 
cédente deviendra 

o  =  ^^^^^  +  N  «  ^' -  i  M  »  -  3  M  *  00  s  2  (  «  i  -  M  ^ -h  e  -  A  ) 
—  ^Whç,Q%{nt—  2Mi+/^4-e  — 2AH-r). 

Nous  n'aurons  égard,  dans  la  valeur  de  — ^>  qu'aux  termes  qui  dépen- 
dent des  deux  angles 

int  —  2Mi+2e  — 2A     et     nf  —  aMi -f-/i  +  e  —  2A -i- F, 

parce  que  nous  avons  déjà  considéré,  dans  nos  articles  précédents,  les 
termes  de  cette  valeur,  qui  sont  constants,  et  ceux  qui  contribuent  aux 
variations  de  l'excentricité  et  de  l'aphélie.  Cela  posé,  on  aura,  en  inté- 
grant l'équation  précédente  et  en  négligeant  M,/  et  N  —  w  vis-à-vis 
de  /î, 

— -r-  = 5-cos2(«i  —  Mi  -H  e  —  A) 

a*  n^ 

oWh 

^  cos(ni  — 2Mi+/iH-e  — 2A4-r). 


2n(2M  +  N  — rt  — /) 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (2)  de  l'article  II,  on 
trouvera,  en  n'ayant  égard  qu'aux  mêmes  arguments, 

^       II  M*  .    .     ,       „^  . . 

QVziz  — rSin(2/lf  —  2Mi  +  2e  —  2A) 


8    n> 

9  M»  A 


n(2M  +  N  — n— /) 


sin(rtf  —  2Mf  4-/i  -he  —  2A  +  F). 


La  valeur  de  ^v  renferme  encore  un  terme  sensible  dépendant  de  l'ex- 

Sr' 
centricité  de  l'orbite  de  Jupiter.  En  effet,  si  dans  le  terme  —  -^^  de 

Œuvres  de  L.  —  XI.  44 
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l'expressioi'i  de  R  on  substitue  au  lieu  de  D  sa  valeur 

D'[i  +  Ecos(Mi  +  A-D)], 

E  étant  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter  et  B  étant  la  longitude  de 
son  aphélie,  ce  terme  deviendra 

-^=7^[i-3Ecos(M;  +  A-B)]. 

La  partie  lan  j  dtr-^  de  l'expression  de  Sp  de  l'article  II  produira 

donc  le  terme 

Î^Esm(M^  +  A-B). 

En  rassemblant  ces  différents  termes,  on  aura,  par  l'action  du  Soleil, 

1 1 M^ 

ôp  = -7;— r- sin  (  2  nf  —  2  M  i  +  2  £  —  2  A ) 

^  sin(/if— 2M^+/f +  e  —  2A  +  r) 


/i(2M  +  N  — «— /) 
—  Esin(Mi  +  A-B). 


Le  premier  de  ces  termes  répond  à  la  variation  dans  la  théorie  de  la 
Lune;  le  second  terme  répond  à  Tévection  et  le  troisième  terme  répond 
à  l'équation  annuelle. 

L'action  du  Soleil  sur  les  satellites  produit  encore,  dans  leurs  mou- 
vements, des  inégalités  sensibles  dépendantes  des  variations  séculaires 
de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter;  ces  inégalités  sont  analogues  à 
celle  que  j'ai  reconnue  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune,  et  dont 
j'ai  donné  les  lois  et  la  cause  dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1 786  (  '  )  : 
on  pourra  les  déterminer  par  l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  dans  les 
Mémoires  cités;  mais,  comme  dans  l'intervalle  de  deux  ou  trois  siècles 
elles  se  confondent  avec  les  moyens  mouvements  des  satellites,  il  est 
présentement  inutile  d'y  avoir  égard. 

(>)  Ci-dessus,  p.  243  et  suivantes. 
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X. 

Du  mouvement  des  satellites  en  latitude. 

Pour  déterminer  ce  mouvement,  nous  reprendrons  l'équation  (3) 
de  l'article  II, 

d'-z       i\->rm)z       ^R 


o 


dt^  /•»  dz 


Si  l'on  néglige  les  produits  de  trois  dimensions  de  z  et  de  z'  et  celui 
de  V  par  m%  on  aura  par  l'article  I,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  de 
Jupiter  et  du  satellite  m', 

dR        m'z'  m'(z'—z)  ,  ^d\ 

■^  =  -773 :€ -('  +  '«)  ^• 

[r^  — 2 rr'  cos{i>' — p)  + /•'*]* 

Pour  déterminer  -p,  nous  observerons  que  l'on  a,  par  l'article  III, 

v_     (p-i?)(f^'-i) 

Supposons  que  z,  soit  ce  que  devient  2,  dans  la  supposition  où  le 
satellite  m  serait  mû  sur  le  plan  même  de  l'équateur  de  Jupiter;  on 
aura  5  —  3,  =  rjjt.  et,  par  conséquent, 

V  —     (p  — l?)(-^-^i)'  ,  p  — iy 

/•5  3,-3 

ce  qui  donne,  en  observant  que  r-  =  x^-h  j^  h-  z^  et  en  négligeant  les 

termes  de  l'ordre  s', 

^V_(p-î?)(2^.-3^). 

l'équation  différentielle  en  z  deviendra  ainsi 

o  -  —  +  (^  +  ^)^  /'i  +  3  P-s?^  _  2  (t  +  m)(p--iy)gi 

m';î'  /n'(z  — «') 

_i- 1 !; i . 

[/•*— 2rr'cos(t'' — t') -t- r'*]* 


348  THÉORIE  DES   SATELLITES  DE  JUPITER. 

Nous  négligerons  ici  les  termes  dépendants  à  la  fois  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites;  nous  supposerons  conséquemment 
dans  l'équation  précédente 

/•  ^=  a  4-  èr,         r'  =a',         ç  =  nt  ■+-  s,         v'  =  n't  -{-  e'; 

nous  supposerons  ensuite  z  =  rs,  s,  =  rs^ ,  z'  —  r's',  en  sorte  que  s  et  s' 
seront  les  sinus  des  latitudes  des  satellites  m  et  m'  au-dessus  du  plan 
fixe,  sinus  que  l'on  pourra  confondre  avec  les  latitudes  elles-mêmes, 
à  cause  de  leur  petitesse;  s^  sera  la  latitude  de  la  projection  du  satel- 
lite m  sur  le  plan  de  l'équateur.  Cela  posé,  l'équation  différentielle 
précédente  se  changera  dans  la  suivante,  en  y  substituant /z^  au  lieu 


"idsdèr       sd^èr       2/i*(p  — |cp) 


n}nt  a^\  s  — 

H 7^  s'  -H 


[a* — laa' ç,o<s>{n' t  —  ni  +  e'— s)  +  a'^]'' 

Nous  suivrons  pour  déterminer  s,  5,,  s'  le  même  procédé  qui  nous  a 
servi  dans  l'article  VII  à  déterminer  — ^j  — ^>  —  Ainsi  nous  n'au- 
rons  d'abord  égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  du  sinus  et  du 
cosinus  de  l'angle  nt  -h  £.  Pour  cela,  il  faut  conserver  dans  l'équation 
différentielle  les  termes  dans  lesquels  s  et  s^  sont  multipliés  par  des 
constantes;  il  faut  retenir  encore  ceux  dans  lesquels  s'  est  multiplié 
par  cos(w'z  —  nt-^€  —  e),  parce  que  le  produit  de  ces  deux  quantités 
donne  un  terme  dépendant  de  l'angle  ni  -h  £. 
Maintenant,  si  l'on  suppose  —  =  a,  on  a,  par  l'article  VI, 


(a^—  2aa'cos(n'i~  ni  +  e'  —  e)  +  a'*)^ 
=  -iif-*.8"+^ï'cos(n'i  — n<  +  e'— e)  +  6^*'cos2(n'i  — ni  +  e'  — e)4-..'.     ; 
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l'équation  différentielle  en  s  deviendra  donc 

d*s          ,    /         3<5a       oP  — f9        ^^a'-^-A 

—  2/i2P-—JLÎ5n»m'a*ftV'5'cos(rt'<  —  n^ -H  £'—£). 

Or  on  a,  par  l'article  IV, 

=  ^ — i^  —  ^m'<x^  —j^, 

a  a  '  açL 

partant 

a*  ,  1  . 

Pour  intégrer  cette  équation  différentielle,  supposons 

s  =z  l  sm{nt  -f- s  +pt  —  \)t 
5'=  /'sin(n'< +  £'4-/)f  —  A), 
.5,=:Lsin(n;  +  z  ->r pt  —  A); 

la  comparaison  des  coefficients  de  sin(/z/  -+-  eh-/?/  —  A)  donnera 

On  trouvera  facilement,  par  l'article  VI, 

dbf  3  6^»| 

en  multipliant  donc  par  ni  l'équation  précédente  entre  /,  /'  et  L, 
T  étant  la  durée  d'une  année  julienne,  on  aura 


L  «*  4      (ï— «)  J        ^ 


a»fe'»| 


3m'rtT  ,    ., 


4        (i-a«) 
On  a,  par  l'article  VII, 

'-^n^=  (o),  -  -^—  __JL  =(0,,); 


350  THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

ainsi,  en  supposant/?T  =  q,  on  aura 

o  =  /[^  -  (o)  -  (o,i)]  4-  (o)L  +  (o,i)/'. 

L'action  des  satellites  m!',  m'"  et  celle  du  Soleil  ajoutent  à  cette  équa- 
tion des  termes  analogues  à  ceux  que  produit  l'action  de  m! y  et  l'on 
trouvera,  comme  dans  l'article  VII,  que,  si  l'on  nomme  /",  /'"  et  L', 
relativement  aux  satellites  m!' ,  m!"  et  au  Soleil,  ce  que  /  et  /'  sont  rela- 
tivement à  m  et  m! ,  on  aura,  en  vertu  des  actions  réunies  de  Jupiter, 
des  satellites  et  du  Soleil, 


^k) 


o  =  l\q-  (o)  -  [^  -(0,0-  (o,2)  -  (o,3)] 
+  (o)L  +  (o,i) /'+  (o,2)/"+  (o,3)P+  r^  L'. 


On  trouvera  de  la  même  manière 

kk') 


{k") 


(r) 


o=r/'[^-(i)_[nn-(i,o)-(i,2)-(i,3)] 

+  (i)L  +  (i,o)/  +  (i,2)/"4-(i,3)P+[T;]L', 

o  =  /"[^  -  (2)  -  \JJ  -  (2,0)  -  (2,0  -  (2,3)J 

+  (2)L  +  (2,o)/  +  (2,0^'+(2,3)/«'+[;T]L', 

o  =  r[^-(3)-[X]-(3,o)-(3,0-(3,2)] 
+  (3)L4-(3,o)/  +  (3,0/'+(3,2)/"4-r3nL'. 


Il  existe  encore  entre  les  quantités  /,  /',  /",  /'",  L,  L'  et  q  d'autres 
équations  qu'il  est  nécessaire  de  considérer.  La  valeur  de  L'  déjpend 
du  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter;  or  il  est  clair  que  les  satellites 
et  la  figure  de  Jupiter  ne  peuvent  influer  que  d'une  manière  insensible 
sur  ce  déplacement.  Ainsi  les  équations  qui  déterminent  L'  sont  indé- 
pendantes de  /,  /',  /",  /'",  et  nous  pouvons  supposer  V=o  lorsque 
nous  déterminerons  les  valeurs  des  quantités  précédentes  relatives  à 
l'action  de  Jupiter  et  des  satellites. 

La  valeur  de  L  dépend  du  déplacement  de  l'équateur  de  Jupiter;  or 
ce  plan  change  en  vertu  des  actions  réunies  du  Soleil  et  des  satellites; 
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L  dépend  donc  des  quantités  /,  /',  /",  /'"  et  L'.  Je  trouve,  par  une  analyse 
qu'il  serait  trop  long  d'exposer  ici,  que,  si  l'on  suppose 

3xrnR*^R 

Vf  ./ 

~  2/aR*rfR  ' 

y  étant  le  rapport  de  la  durée  de  la  rotation  de  Jupiter  à  la  durée  de  sa 
révolution  sidérale,  n  étant  la  densité  d'une  couche  de  Jupiter  dont  le 
rayon  est  R,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  R  =  o  jusqu'à  R  égal 
au  rayon  de  l'équateur  de  Jupiter,  que  nous  prendrons  pour  unité  de 
distance,  on  a 

/  o  =  ^L  -  E(p  -  |-9)MT(L  —  L') 
(^..v)  _^^^[^(o)v/â(L-0  +  /n'(,)v/^(L-r) 

(  +7n"(3)v/^(L—/")  +  /n'^(3)v/^(L -/*)], 

équation  dans  laquelle  on  doit  observer  que  T  est  la  durée  d'une  année 
julienne,  que  MX  est  le  moyen  mouvement  sidéral  de  Jupiter  dans  cet 

intervalle,  et  que  ^  est  le  rapport  de  la  durée  d'une  révolution  sidé- 
rale de  Jupiter  à  la  durée  d'une  révolution  sidérale  du  satellite /w. 

Considérons  d'abord  les  valeurs  de  /,  /',  /",  /'",  qui  sont  relatives  au 
déplacement  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter.  Pour  cela,  nous 
donnerons  aux  équations  (k),  (^),  (k"),  (k'")  les  formes  suivantes  : 

o  =  (L  -  /)  [7  -  (o)  -  [JJ  -  (0,1)  -  (0,2)  -  (o,3)]  -  qL 

-h  (o,T)  (L  -  l')  +  (0,2)  (L  -  /")  +  (o,3)  (L  -  /")  +  [V]  (L  -  L'), 

o=r(L-r)[y-(i)-n~|-(i,o)-(i,2)-(i,3)]-yL 

H-(i,o)(L-0  +  (i,2)(L-/")  +  (i,3)(L~r)-h[T](L-L'). 

0  =  (L-/")[^-(2)-[^-(2,0)-(2,l)-(2,3)]-9L 

-h(2,o)(L-/)-i-(2,i)(L-/')+(2,3)(L-r)H-[T](L-L'), 
o  =  (L-r)[7-(3)-[T]-(3,o)-(3,i)-(3,2)]-7L 

-+-  (3,o)  (L  -  0  +  (3,1)  (L  -  /')  +  (3,2)  (L  -  n  -+-  [T]  (^  -  L'). 
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Si  l'on  substitue  dans  ces  équations,  au  lieu  de  qL,  sa  valeur  donnée 
par  l'équation  (k^^),  on  aura  quatre  équations  entre  les  indéterminées 
L  _  /,  L  -  /M  -  /",  L  -  l"\  L  -  L'  et  q. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  de  q  soit  relative  au  déplace- 
ment de  l'orbite  de  Jupiter  et  au  mouvement  moyen  des  équinoxes  de 
son  équàteur.  Cette  valeur  est  considérablement  plus  petite  que  (o), 
(i),  (2),  (3),  (0,1),  . . . ,  parce  que  l'orbite  et  les  équinoxes  de  Jupiter 
se  meuvent  avec  beaucoup  plus  de  lenteur  que  les  orbites  des  satel- 
lites, comme  on  le  verra  ci-après.  On  peut  donc  alors  négliger  q  vis- 
à-vis  de  (o),  (i), On  peut  encore  négliger,  sans  erreur  sensible, 

vis-à-vis  des  mêmes  quantités  et  même  relativement  à 


(L) 


et    rsn. 


les  quantités  suivantes  : 

E(p-i9)MT, 
Cela  posé,  si  l'on  fait 


E(p-i9)MT,     ^Em(o)s/a,      '^Em'{i)^a',     .. 


L-/  =v  (L-L'), 
L-/'  =  v'(L-L'), 
L-l"=v"{t-L'), 
L  —  l"'=v"{L  —  L'), 

on  aura,  pour  déterminer  v,  v',  v",  v'%  les  quatre  équations  suivantes  : 

o=v  [(0)+  I    o    I  +(o,i)  +  (o,2)H-(o,3)]— (o,i)v'— (o,2)v"— (o,3)v'"-  [^ 
o  =  v' [(I)  +  [T]] +(i,o)  +  (1,2)  +  (1,3)]- (i,o)v -  (i,2)v''- (i,3)v'''- [[T]  , 

o  =  v"  [(2)  +  [^  +  (2,0)  +  (2,  I)  +  (2,3)]-  (2,0)V-  (2,  I)V'-  (2,3)V«'-  [^TJ  , 


o  =  v'"[(3)  +  [3]  +  (3,o)  +  (3, 1)  +  (3,2)]-  (3,o)v-  (3,  i)v'-  (3,2)v"--  \-T~] 


La  latitude  du  satellite  m  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  est  égale 
à  S(/  —  L')  s'm(nt  -\- e -\- pt  —  A),  la  caractéristique  intégrale  S  ser- 
vant ici  à  désigner  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  forme 


{l  —  h')sin{nt-h£-h  pt  —  A) 
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qui  entrent  dans  l'expression  de  la  latitude  du  satellite  au-dessus  de 
l'orbite  de  Jupiter.  Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  du 
déplacement  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter,  on  a 

L-/--:v(L-L') 

et,  par  conséquent, 

/-L'--(t-v)(L-L'); 

ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  aura 

2(/  — L')sin(n^-f-£4-  pi  —  \)  =  (i  —  v)2(L  —  L')  sin(n^  +  s -h />f  ~  A). 

Si  le  satellite  m  était  mû  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter,  sa 
latitude  au-dessus  du  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  serait 

2(L  —  L')  sin(n^  +  e  ->r  pj  —  A); 

l'expression 

(i  — v)2(L  —  L')sin(/i<-4-  e  +  />/  — A) 

de  la  latitude  du  satellite  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  est  donc  la 
même  que  si  le  satellite  était  mû  sur  un  plan  qui  passerait  entre  les 
plans  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  par  la  commune  inter- 
section de  ces  deux  derniers  plans,  et  dont  l'inclinaison  sur  le  plan  de 
l'orbite  serait  à  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'orbite  dans  le  rapport 
de  1  ~  V  à  l'unité.  Soient  donc  W  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Ju- 
piter sur  le  plan  de  son  orbite,  et  I  la  longitude  de  son  nœud  ascen- 
dant sur  cette  orbite,  cette  longitude  étant  rapportée  à  l'axe  fixe 
des  x\  la  latitude  du  satellite  m  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  sera, 
en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  du  déplacement  de 
l'équateur  et  de  l'orbite  de  cette  planète, 

(i  —  v)  ^  sin(nr-i- e  —  I). 

Considérons  les  valeurs  de  /,  /',  /',  /'"  et  q  qui  dépendent  de  l'action 
de  Jupiter  et  de  ses  satellites;  la  valeur  de  q  est  alors  beaucoup  plus 

grande  que  les  quantités  E(p  ~  ^©)MT,  ^^— Em(o)v^a,  ...;  ainsi 

la  valeur  de  L  est,  en  vertu  de  l'équation  (^"'),  extrêmement  petite; 
d'où  il  suit  que  le  mouvement  de  l'équateur  de  Jupiter  dépendant  du 

OFMvres  de  L.  —  \\.  4^ 
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mouvement  des  orbites  des  satellites  est  insensible.  On  peut  donc, 
dans  les  équations  (k),  {k'),  {k"),  {k'"),  supposer  yL  =  o  et  \!=  o;  si 
de  plus  on  y  suppose 

i'=zii,      F^zVi,      r"=ri, 

on  aura  quatre  équations  entre  les  indéterminées  X,  X',  \"  et  q,  d'où 
l'on  tirera  q  au  moyen  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Soient  q, 
Ci*  Çif  Çs  l^s  quatre  racines  de  cette  équation,  et  désignons  par 

^l>        ^l>        ^l>  ^2>        ^2»        '^2'  ^3>        ^3'        ^3 

ce  que  deviennent  X,  X',  X"  lorsque  l'on  y  change  successivement  g 
dans  qt,  q^  et  q^;  supposons  enfin  que  s,  s',  s",  s",  au  lieu  d'exprimer 
comme  ci-dessus  les  latitudes  des  satellites  m,  m' ,  m",  m'"  au-dessus 
du  plan  fixe,  expriment  leurs  latitudes  au-dessus  de  l'orbite  de  Ju- 
piter, latitudes  qu'il  nous  importe  de  connaître  dans  le  calcul  des 
éclipses;  nous  aurons 

s  =  (i  — v)^sin(ni-f-£  —  I) 
-\- 1  ^'m{nt-h  e-\-qt   —A) 
H-  Il  sin  (  nf  4-  £  H-  7i  i  —  Aj ) 
.-+-  4sin(nf  +  s  +  q^t—  A^) 
+  4  sin ( /ii  H- £ -î- 73  «  —  As), 

s'—{i  —  v')Ws\nin't-^-s'—l) 
+  X  /  sm{n't-\-e'-hqt  —A  ) 
4-  Xi  II  sin  {n't-\-  s' -h  Çit—  Ai) 
-\-'kiliSin.{n' t-\-£'-h  q^t— Ai) 
H- X3 /g  sin  ( n' i  H- £'+ ^3  ^  —  A3  ), 

s"=  (i  —  v")  W  sm{n"t-h  s"—  I) 
-hl' l  s'm{n"t-^s"-[-qt  —A  ) 
-+-'k\liSm{n"t-\-s"-^qit— Al) 
4-  >i2  /a  sin  ( n" t  +  e"-h  q^t—  A^) 
+  X3  4  sin ( «"  i  H-  £"+  ^3 «  ~  A3 ), 

5'^=  (I  —  v'")  ^  sin(/i"'f  +  £''—  I) 
+  l"  l  sin  (/i'"i  +  £"^4-  qt  —A) 
+  V;  4 sin {n"'t  +  £'"4-  qit—Ai) 
4-  Xj  /j  sin(/i"«  4-  £'^4-  72«—  A2) 
4- X'^  4  sin  (n'^  i  4- £"'4- ^3  «  —  A3  ), 
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t  étant  ici  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  l'époque 
où  l'on  fixe  l'origine  du  temps. 

Les  valeurs  de  /,  A,  /, ,  A,,  Z^,  Aj,  /g,  A,  sont  constantes  et  arbi- 
traires, mais  les  valeurs  de  ^  et  de  I  changent  par  le  mouvement  de 
l'orbite  et  des  points  équinoxiaux  de  Jupiter.  Pour  déterminer  ces  va- 
riations, nous  observerons  que  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 

^sinI  =  -2(L  — L')  sin(«}ri  — A), 
^cosI=      2(L  — L')cos(g'^  — A), 


ce  qui  donne 


^^^J^'"'^=rr-2ç(L-U)C0S(yf-A), 
rf(^^COSl) 


dt 


—  lq{L  —  h')^m{qt-X). 


Mais,  si  l'on  nomme  W  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Jupiter  sur  le  plan 
fixe,  et  r  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan,  on  a 

^'sinr  =  — 2L'sin(^f  — A), 
«F'cosl'rz      2L'cos(ç^  — A), 


ce  qui  donne 


— ^ — -r =:— 2grL'C0S(^«  — A), 

=  — 2^L'sm(^f  —  A); 


dt 

de  plus,  le  système  des  équations  {k),  (k'),  (k"),  (k'")  et  (k'")  donne 
pour  qL  une  expression  de  cette  forme 

^L  =  6(L-L'). 


On  aura  donc 


^(»FsinI)  ^„,       ,       rf(»F'sinI') 

-^ — =—  êWcosI ^^ — -} -i 

dt  dt 

^(WcosI)  -„,    .   ,       d{Wcos\') 

dt  dt 


d'où  l'on  tire 


d\  dW  dV 

wi;=-ê>F-^^sin(r-I)-'P'^cos(r-I), 
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/  exprimant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  l'origine 
du  temps.  Au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  les  variations  diffé- 
rentielles de  ^  et  de  I  par  celles  de  ^F',  T,  qui  sont  données  par  la 
théorie  de  Jupiter;  on  pourra  donc  ainsi  déterminer  les  variations 
séculaires  du  nœud  et  de  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son 
orbite.  Pour  déterminer  ê,  l'équation  (k'^)  donne 

ê  =  E(p-icp)MT 

+  ^_^ E[mv  (o)  \/â  +  m'v'  {x)^^â'  +  /n"v"  (2)  yV  +  m'"v"'  (3)  v/^]. 

Si  l'on  multiplie  les  quatre  équations  (L)  respectivement  par  m\ja, 
m' sja' ,  m" \a" ,  m'"  sjà" ,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on  aura,  en  vertu 
des  relations  trouvées  dans  l'article  VII,  entre  les  quantités  (o,  i)  et 

(1,0),  (o,  2)  et  (2,0),  ..., 

m V  ( o )  v/«  -i-  m'V  ( I )  s/rt'  H-  m"v"  {2)\/a''  ~\-  m'" v'"  {2>)\/'aF 
=      m    I    o    ]  y/a   (i  — v)   -^- m'  |     i     1  \Ja'  (i--v') 

+  m"  \    2    I  v'â"  (  I  —  y"  )  +  m"  fT^I  sja'"  (  i  —  v'"  )  ; 

on  a  ensuite,  par  l'article  VII, 

L^  V  «  ■■=  -47-  \/«  =  --4-  «% 

et  l'on  trouvera  des  expressions  semblables  pour 


On  aura,  cela  posé,  cette  expression  fort  simple  de  ê, 

-^  [ï(P  -  i?)  +  w(i  -  v)«^+  m'(i  -  v')a'2  +  m"(i  -  v")a"-' +  m'" {i  -  ^J"')a"'^^. 

4 

XI. 

Considérons  présentement  les  inégalités  périodiques  du  mouve- 
ment des  satellites  en  latitude.  Pour  cela,  nous  reprendrons  l'équation 
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différentielle  en  s,  de  l'article  précédent, 


^      dt^ 


.    r        3or       3(p  — Affl)!        2dsdôr       sd*dr  p  —  im 


.'  o' 


i    I  3/       «"* 

n^m'a^  ,  \  a 

+  __._. ,'  ^ V ____  . 

[ a'  --  2  aa'  cos  (  n' <  —  ni  4-  e'  —  e  )  -4-  a'*]' 

Si  l'on  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive  de  m,  alors  s 
sera  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et,  en  négligeant  les  produits 
de  deux  dimensions  de  ces  forces,  l'équation  précédente  deviendra 

O  =  -y-r  +  N»5  —  2  n'  ^ r^  S, 

dt*  a} 

n^m'a^   ,  n^m'à^a's' 


[a*—  2aa'cQS{n' t  —  nt -\-  s'—  e)  -i-a'*]* 

s'  étant  ici  la  latitude  de  m' au-dessus  de  l'orbite  primitive  de  m,  et  N^ 
étant  égal  au  coefficient  constant  de  s  dans  l'équation  différentielle 
en  Sy  en  sorte  que  nous  pourrons  supposer  à  fort  peu  près  ici 


N=in(  1  + 


P 


Cela  posé,  les  termes  de  l'équation  différentielle,  qui  (J^épendent  de 
l'angle  "int  —  l\n't  +  3e  —  l\t' ,  acquièrent  un  grand  diviseur  par  les 
intégrations,  et  peuvent  par  là  devenir  sensibles.  En  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  la  fonction 

—  n^m'  à^a'  s' 


devient 


or  on  a 


[a^—  2aa'cos(n'<  —  nt  -i-  i'  —  t)  +  a"]* 
_  ri^m'  ~  b[^^s'cosS{nt  —  n't  +  £  —  £'); 


s'—{r—l)sin{n't-he'-hqt—\); 
la  fonction  précédente  donnera  donc  le  terme 

-"-  C ~  0  ^'3"  sin(3/ii  -  4«'<  r-  Se  -  42'-  Çt  +  A). 


2  a' 
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En  le  substituant  dans  l'équation  différentielle  en  s,  on  aura,  après 
les  intégrations, 

n^-m'a^l'—  l)  6^"  sin{int  —  ^n't-hSe  —  4s'—  qt  +  A) 
^~  2a'^[{3n-lin'—qy  —  '^^] 

11  est  clair  que  les  différentes  valeurs  de  q  et  de  /  —  /  donneront  dans 
l'expression  de  s  autant  de  termes  semblables  au  précédent. 
Le  diviseur  (3n  —  4«  —  çY  est  égal  à 

(3/1  — 4«'  — N  — ^)(3n  — 4n'+N  — <7), 

q  étant  fort  petit  relativement  à  n,  N  étant  très  peu  différent  de  n,  et 
n  étant  à  peu  près  égal  à  2n';  le  facteur  3n  —  /^n'—l^  —  q  est  fort 
petit,  et  le  facteur  3n  —  ^n'-h^  —  q  est  à  peu  près  égal  à  2.n,  en  sorte 
que  le  diviseur  précédent  se  réduit  à  peu  près  à  2.n(3n—^n--N—q), 
ce  qui  donne 

m' a^ n{l'  —  l) b^l^ sm{3 nt  ~  ^n' t -h  ^e  —  ^e'  —  qt  +  A) 

s  = ? » ■  . 

4«"(3«  — 4«  — N  — ^) 

Ces  inégalités  de  s  surpassent  considérablement  toutes  les  autres  qui 
résultent  de  l'action  des  satellites  sur  m,  à  cause  de  la  petitesse  du 
diviseur  3n  —  l\n'--  N  —  ^;  ce  sont,  par  conséquent,  les  seules  dues 
à  cette  action  auxquelles  il  soit  nécessaire  d'avoir  égard;  mais  l'action 
du  Soleil  produit  dans  la  valeur  de  s  une  inégalité  que  la  petitesse  de 
son  diviseur  peut  rendre  sensible.  Pour  la  déterminer,  nous  observe- 
rons que  la  fonction 

—  n-mJ  a^a'  s' 


[a^—  laa' co^{n' t  —  nt  -\-  z  —  s')  -H  of^Y 
devient,  relativement  au  Soleil, 


j^,—    i+-jj^cos(/î«  — M^  +  e  — A)    . 


Or  on  a  ici 

5' —  ( L' ~  /)  sin ( M^  +  A  H- gri  —  A )  ; 
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on  a  de  plus 

g 
n^a'=i  et         ^  =  M*. 

Lia  fonction  précédente  donnera  donc  le  terme 

|M*(L'—  l)sm{nt  —  2Mt-h£  —  2A  —  qt-hA); 

en  le  substituant  dans  l'équation  différentielle  en  *,  on  aura,  après  les 
intégrations, 

__  3M^(L'— /)  sin(n<—  2Mf-f-e—  2A  — 7^  +  A) 

Or  on  a 

(n  —  2M  —  7)'— N*i=  (/i  —  2M  —  N  —  ^)  («  —  2M  H- N  —  ^). 

Le  facteur  n  —  2M  —  N  —  ^  est  très  petit,  et  le  facteur  /i  —  2M  +  N  —  ^ 
est,  à  fort  peu  près,  égal  à  2n;  en  réunissant  donc  les  parties  pério- 
diques de  *,  qui  sont  dues  à  l'action  des  satellites  et  du  Soleil  et  qui 
peuvent  être  sensibles,  on  aura 

m' a^ n{l'  —  l) b'I^  sin{Z nt  ~  ^n' t  +  is  —  ^e'  —  qt  -{-  \) 

3M'(L^—  l)s\n{nt  —  2Mt-\-e  —  2X  —  qt-\-\) 
[\n{n  —  2M  —  N  — 7) 

Cette  valeur  de  s  est  la  partie  périodique  de  la  latitude  du  satellite  m 
au-dessus  de  son  orbite  primitive;  il  est  clair  que,  en  l'ajoutant  à  la 
valeur  de  s,  déterminée  dans  l'article  précédent,  on  aura  l'expression 
complète  de  la  latitude  du  premier  satellite  au-dessus  de  l'orbite  de 
Jupiter.  On  déterminera  la  valeur  de  h'^''  au  moyen  de  la  formule 


6L»'=: 


7(i-t-a«)6<,3'— i4a^''i*' 


1  / . /vï^ï 


qu'il  est  aisé  de  conclure  des  formules  de  l'article  Vf. 

Considérons  de  la  même  manière  les  inégalités  périodiques  du 
mouvement  en  latitude  du  second  satellite  au-dessus  du  plan  de 
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son  orbite  primitive.  L'équation  différentielle  en  s  deviendra,  rela- 
tivement au  second  satellite,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  du  pre- 
mier. 


dt' 


n'^ma'^  n'^ma'-as 


[a^—  2aa'  cos{n' t  —  nt  -i-  s'^—  e)  -+■  a'^]' 


N'  étant  à  très  peu  près  égal  à  /î'(  i  -h  - — r~  y  Les  termes  de  cette 

équation  différentielle,  qui  dépendent  de  l'angle  2/2/  —  3n't-h2.s.  —  Se', 
acquièrent  un  grand  diviseur  par  les  intégrations  et  méritent,  par  cette 
raison,  d'être  conservés.  En  ne  considérant  que  ces  termes,  on  trou- 
vera 

man'{l  —  l')b'l^ 

sin(2n^  —  ^n' t  -+-  it  —  2tz'  —  qt  -H  A). 


4a'(2/î— 3/i'— N'— y) 


L'action  du  troisième  satellite  ajoute  encore  à  l'expression  de  s'  un 
terme  qui  peut  devenir  sensible  par  son  grand  diviseur  et  qui  est 
analogue  à  celui  que  l'action  de  m'  sur  m  produit  dans  l'expression 

de  f  ;  en  nommant  donc  b'I^^^  ce  que  devient  U^''  relativement  au  second 

ï  2 

et  au  troisième  satellite,  on  aura,  pour  la  partie  de  s'  dépendante  de 
l'action  de  m", 

m" a'^n' {F—  l')bfHm{Zn't  —  ^n"t  -^  ^t' -  \z" -  qt  +  \) 

s  —  4a"2(3/i'— 4/i"— N'~y) 

On  a,  par  l'article  IV, 

sin(2wi  —  3/i'^H-2e  —  3e' — qt+K) 

on  pourra  donc  ainsi  réduire  dans  un  seul  les  deux  termes  de  l'ex- 
pression de  s'  qui  dépendent  de  l'action  du  premier  et  du  troisième 
satellite,  et,  en  y  joignant  le  terme  qui  dépend  de  l'action  du  Soleil, 
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on  aura  pour  l'expression  complète  des  inégalités  périodiques  du  mou- 
vement du  second  satellite  en  latitude 


s'=n'~ y- '    „    ■ ^77 ^-^siniint  —  3n't  -+-  2e  —  3e'— qt  ■+■  A) 

4(2/1 —  3«'— M'— «7)  ^  ' 


^1 „f  L  " î ^ i    J 

4(2/1  — 3«'— IN'— 7') 

3M^ {U  —  r )  s\n{/i' t  —  2M  t  -]-  e'  —  2A  —  qt  -]-  A) 
"^  ^n'{n'-2M  —  N'—q) 

On  trouvera  de  la  même  manière,  pour  la  partie  périodique  de  s"  qui 
peut  être  sensible, 

m'a'n"{l'-l")b'l^^ 

sin(2«'<  — 3/i'7-H2e'—  3e''-^/  + A) 


"  4a"(2/i'— 3/i"— N"  — y) 

3M'(L^—  l")  sm{n"t  —  ^Mt-^  e"—2A  —  qt-h  A) 

~^  lin''in"—2M-N"—q)  ' 

N"  pouvant  être  supposé  à  très  peu  près  égal  à 

Enfin  on  aura,  pour  la  partie  périodique  sensible  de  s"', 

„_  3W {L'  -  l'")  ?>\n{n"' t  —  2mt  +  t"  —  iA  —  qt  -\-  A) 

*   ""  [^n"'{n'"-~iU  —  '^"'-^q) 

N'"  pouvant  être  supposé  à  très  peu  près  égal  à 

XII. 

De  la  durée  des  éclipses  des  satellites. 

Nous  n'observons  point  immédiatement  le  mouvement  des  satel- 
lites de  Jupiter  autour  de  cette  planète;  leur  élongation,  vue  de  la 
Terre,  est  si  petite,  que  les  plus  légères  erreurs  dans  les  observations 
•en  produisent  de  plusieurs  degrés  dans  leurs  mouvements  jovicen- 
triques;  mais  leurs  éclipses  offrent  un  moyen  incomparablement  plus 
exact  pour  déterminer  ces  mouvements,  et  c*est  à  l'observation  do  ces 
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phénomènes  que  nous  devons  la  connaissance  de  leurs  inégalités. 
Jupiter  projette  derrière  lui,  relativement  au  Soleil,  un  cône  d'ombre 
dans  lequel  les  satellites  se  plongent  près  de  leur  conjonction;  les 
orbites  des  trois  premiers  satellites  sont  toujours  inclinées  à  l'orbite 
de  Jupiter  de  manière  que  ces  satellites  s'éclipsent  à  chaque  révolu- 
tion, mais  le  quatrième  cesse  souvent  de  s'éclipser  et  cela,  joint  à  la 
durée  de  sa  révolution,  rend  ses  éclipses  plus  rares  que  celles  des 
autres  satellites. 

Un  satellite  disparaît  à  nos  yeux  avant  qu'il  soit  entièrement  plongé 
dans  l'ombre  de  Jupiter.  Sa  lumière,  affaiblie  par  la  pénombre  et  parce 
que  son  disque  s'enfonce  de  plus  en  plus  dans  l'ombre  de  la  planète, 
devient  insensible  avant  qu'il  soit  totalement  éclipsé.  Au  moment  où 
nous  cessons  de  le  voir,  son  centre  est  donc  à  une  certaine  distance 
du  cône  d'ombre  de  Jupiter,  et,  si  l'on  conçoit  à  cette  distance  un  nou- 
veau cône  d'ombre  qui  ait  le  même  axe  que  le  cône  réel,  et  qui  s'ap- 
puie comme  lui  sur  Jupiter,  l'entrée  du  satellite  dans  ce  cône  fictif 
et  sa  sortie  détermineront  pour  nous  son  immersion  et  son  émersion. 

Ce  cône  fictif  n'est  pas  le  même  pour  tous  les  satellites;  il  dépend 
de  leur  distance  apparente  à  Jupiter,  de  l'aptitude  plus  ou  moins 
grande  à  réfléchir  la  lumière  dont  jouissent  les  parties  du  disque  que 
nous  voyons  les  dernières  dans  l'immersion  et  celles  que  nous  voyons 
les  premières  dans  l'émersion;  il  dépend  des  distances  de  Jupiter  au 
Soleil  et  à  la  Terre,  distances  qui,  par  leurs  variations,  changent  l'in- 
tensité de  la  lumière  que  nous  recevons  des  satellites;  enfin,  il  peut 
dépendre  des  variations  de  l'atmosphère  de  Jupiter.  La  plus  grande 
durée  des  éclipses  d'un  satellite  ne  peut  donc  point  nous  faire  con- 
naître exactement  celle  des  autres  satellites;  mais  la  comparaison  de 
ces  durées  doit  nous  éclairer  sur  l'influence  des  diverses  causes  que 
nous  venons  d'indiquer.  La  force  des  instruments  dont  se  sert  l'obser- 
vateur, l'élévation  de  Jupiter  sur  l'horizon,  la  pureté  de  l'atmosphère 
terrestre  font  varier  encore  les  cônes  d'ombre  fictifs.  Toutes  ces  causes 
répandent  de  l'incertitude  sur  les  observations  des  éclipses  des  satel- 
lites, et  principalement  sur  celles  du  troisième  et  du  quatrième.  Heu- 
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reusement,  on  peut  observer  assez  fréquemment  l'immersion  et  l'émer- 
sion  de  ces  deux  satellites  dans  les  mêmes  éclipses,  ce  qui  donne 
l'instant  de  leur  conjonction  d'une  manière  assez  précise  et  indépen- 
dante de  la  plupart  des  causes  dont  nous  venons  de  parler. 

Maintenant,  soit  2a  la  plus  grande  largeur  du  cône  d'ombre  fictif 
d'un  satellite,  dans  la  partie  où  il  est  traversé  par  ce  satellite;  soit,  au 
moment  de  la  conjonction,  Z  la  hauteur  du  satellite  au-dessus  de  l'or- 
bite de  Jupiter  et  r  sa  distance  au  centre  de  cette  planète;  si  dans  cet 
instant  on  fait  passer  par  le  centre  du  satellite  un  plan  perpendiculaire 
à  l'orbite  de  Jupiter  et  à  l'axe  du  cône  d'ombre,  la  section  de  ce  cône 
par  ce  plan  sera,  à  fort  peu  près,  une  ellipse  semblable  au  méridien  de 
Jupiter  dont  on  peut  supposer  ici  l'équateur  confondu  avec  le  plan  de 
son  orbite  à  cause  du  peu  d'inclinaison  respective  de  ces  deux  plans.  Il 
résulte  de  l'article  111  que,  le  rayon  de  l'équateur  de  Jupiter  étant  pris 
pour  unité,  son  demi  petit  axe  est,  à  fort  peu  près,  i  —  p;  ainsi  a  sera 
le  demi  grand  axe  de  la  section  précédente  et  (i  —  p)a  sera  son  demi 
petit  axe.  Soient  ce,  y,  z  les  trois  coordonnées  du  satellite  au  moment 
de  son  émersion,  le  plan  des  x  et  des  y  étant  celui  de  l'orbite  de 
Jupiter,  et  l'axe  des  ce  étant  l'axe  même  du  cône  d'ombre;  on  aura,  à 
très  peu  près, 

La  valeur  de  a,  dans  cette  équation,  n'est  pas  rigoureusement  la  même 
que  la  plus  grande  largeur  de  la  section  qui  passe  par  le  satellite  au 
moment  de  son  émersion,  mais  la  différence  est  insensible,  comme 
nous  le  verrons  bientôt. 

Nommons  i',  l'angle  décrit  autour  de  Jupiter  par  le  satellite  depuis 
sa  conjonctionjusqu'à  son  émersion,  en  vertu  de  son  mouvement  syno- 
dique;  le  rayon  vecteur  r  variant  fort  peu  dans  cet  intervalle,  on  aura 

mais  on  a,  à  très  peu  près, 

„        .       dZ 
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en  négligeant  donc  les  quantités  de  l'ordre  Z^  sin^v, ,  on  aura 

et,  par  conséquent, 
d'où  l'on  tire 


^  étant  le  sinus  de  la  latitude  du  satellite  au-dessus  de  l'orbite  de 
Jupiter,  à  l'instant  de  la  conjonction,  on  a  Z  =  r^;  on  aura  donc 


sds 


{y  —  pfdv 


\    \r'^  i  —  p)  \r        I  — p; 


Cette  expression,  prise  avec  le  signe  +,  indique  le  sinus  de  l'arc 
décrit  par  le  satellite,  en  vertu  de  son  mouvement  synodique,  depuis 
la  conjonction  jusqu'à  l'émersion;  avec  le  signe  —,  cette  expression 
indique  le  sinus  de  ce  même  arc,  depuis  l'immersion  jusqu'à  la  con- 
jonction, pris  négativement. 

Soient  T  le  temps  que  le  satellite  emploie  à  décrire  la  demi-lar- 
geur a  du  cône  d'ombre,  en  vertu  de  son  moyen  mouvement  syno- 
dique, et  t  le  temps  qu'il  met  à  décrire  l'angle  Vf.  La  vitesse  angulaire 


étant  -j->  nous  ferons 


—  =11  — X 

ndt~  ' 


X  étant  une  très  petite  quantité.  De  plus,  a  étant  la  moyenne  distance 
du  satellite  de  Jupiter,  -  est  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  la  demi- 
largeur  a  serait  vue  à  cette  distance;  soit  ê  cet  angle,  on  aura,  à  très 
peu  près, 

i^î^Ci  +  X). 

Si  l'on  substitué  dans  cette  expression,  au  lieu  de  ç»,,  son  sinus  qui  en 
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diffère  très  peu,  au  lieu  de  sinf',,  sa  valeur  précédente,  et  6  au  lieu 

de  -5  on  aura 
a 

Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  équations  du  centre  des  satellites,  on  a, 

comme  l'on  sait, 

r  =  a(i  +  iX). 

Il  résulte  encore  de  l'article  V  que,  en  ayant  égard  aux  principales 
inégalités  des  satellites,  la  même  équation  subsiste  toujours;  on  aura 
donc,  à  très  peu  près, 

Si  l'on  nomme  /'  la  durée  entière  de  l'éclipsé,  on  aura 


d'où  l'on  tire 


T(,-HX)y^[.-JX-K-^J[.-iX-^^,] 


_(i-p)6v/4T'(i4-X)-<^' 
*~  2T(n-X) 


Cette  équation  servira  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  que 
renferme  l'expression  de  *,  au  moyen  des  durées  observées  des 
éclipses. 

Les  durées  des  éclipses  des  satellites  étant  un  des  points  les  plus 
importants  de  leur  théorie,  nous  allons  discuter  particulièrement  les 
formules  précédentes.  La  demi-largeur  a  du  cône  d'ombre,  aux  points 
où  il  est  traversé  par  le  satellite,  doit  varier  avec  les  distances  du 
satellite  à  Jupiter  et  de  Jupiter  au  Soleil.  Soient  j  le  diamètre  de 
Jupiter  et  S  celui  du  Soleil;  la  distance  du  centre  de  Jupiter  au 

sommet  du  cône  d'ombre  sera    J- — r:    le  diamètre  de  la  section 

S  —y 

de  ce  cône,  par  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe  et  qui  passe  par 
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le  centre  du  satellite,  sera  donc 

S-/  r^ 


'V  J      D 

Soient 

/•  =  a  +  3/",        D=D'+aD, 

a  et  D' étant  les  moyennes  distances  du  satellite  à  Jupiter  et  de  Jupiter 
au  Soleil;  il  est  clair  que  la  variation  de  2a,  due  aux  variations  de  r  et 
de  D,  sera 

/aôD        èr\ 

(s-y)(-Ê^-n7J- 

Pour  avoir  la  variation  qui  en  résulte  dans  la  durée  2T,  nous  obser- 
verons que  cette  quantité  exprimant  la  durée  entière  de  l'éclipsé  du 
satellite  lorsqu'il  est  dans  ses  nœuds,  elle  est  à  fort  peu  près  propor- 
tionnelle à /(  1 ^ïv)'  ^^  variation  de  2T,  correspondante  à 

celle  de  2a,  sera  donc  à  fort  peu  près 

~S — / /aôB        èr 

la  fraction  ^^  jy  étant  fort  petite  et  pouvant  être  négligée  vis-à-vis 
de  l'unité.  Considérons  d'abord  le  terme 

SD  est  égal  à  D'  multiplié  par  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter  et 
par  le  cosinus  de  son  anomalie  moyenne;  et,  si  l'on  nomme  A'  cette 

anomalie,  on  aura 

ôD  m  0,0480767  D' cos  A'. 

Le  diamètre  de  Jupiter  réduit  à  la  moyenne  distance  du  Soleil  à  la 
Terre  est  de  2o3%  à  fort  peu  près,  et  celui  du  Soleil,  observé  à  la 
même  distance,  est  de  1924";  le  terme  précédent  devient  ainsi 

2T.o,4o759  jY?  cosA'. 
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Relativement  au  quatrième  satellite 

2T  =  4''46°'m7i6o'. 

La  plus  grande  élongation  du  quatrième  satellite,  réduite  à  la  moyenne 
distance  de  Jupiter  au  Soleil,  a  été  trouvée  par  Pound  de  8'  i6",  ce  qui 
donne 

g=tang(8'i6"); 

le  terme  précédent  devient  ainsi  i6",8cosA';  c'est  la  quantité  qu'il 
faut  ajouter  à  la  valeur  moyenne  de  2T. 

Il  faut  corriger  encore  cette  valeur  par  cette  considération,  que  le 
temps  employé  à  décrire  2a  est  proportionnel  à  cette  quantité  divisée 
par  la  vitesse  angulaire  synodique  du  satellite.  Cette  vitesse  est  -^> 

et  elle  est  égale  à  -^  —  —r--»  -77  étant  la  vitesse  angulaire  de  Jupiter 

autour  du  Soleil  ;  en  substituant  pour  -j-  sa  valeur  moyenne  n,  et  pour 

-j-  sa  valeur  approchée  M(i  —  2EcosA'),  E  étant  l'excentricité  de  l'or- 
bite de  Jupiter,  on  aura 

-~  =  n  _  M  +  2EM  cos  A'  ; 


le  terme  2T  sera  donc  proportionnel  à 


n-  M  H- 2  EM  cos  A' 


il  faudra,  par  conséquent,  ajouter  à  la  valeur  moyenne  de  2T  la  quan- 
tité 

-2T-^^EcosA'. 
n  —  M 

Cette  quantité  pour  le  quatrième  satellite  est  égale  à  —  6",4cosA';  en 
l'ajoutant  à  -h  16",  8  cos  A',  on  aura  +  io",4cosA'  pour  la  correction 
que  la  valeur  de  2T  doit  subir  à  raison  de  l'excentricité  de  l'orbite  de 
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Jupiter;  mais,  les  erreurs  des  observations  étant  beaucoup  plus  grandes 
que  cette  correction,  on  peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard.  Cette  cor- 
rection est  insensible  relativement  aux  autres  satellites. 
Quant  au  terme 

on  trouvera  que,  en  y  substituant  les  valeurs  de  Sr  que  nous  donne- 
rons dans  la  suite,  cette  correction  est  insensible. 

Les  variations  de  l'angle  ê  sont  très  sensibles  vers  les  limites  où  le 
quatrième  satellite  commence  et  cesse  de  s'éclipser;  mais,  les  obser- 
vations de  ces  durées  étant  fort  incertaines,  il  est  inutile,  dans  l'ex- 
pression de  ces  durées,  d'avoir  égard  aux  changements  que  ê  reçoit 
de  la  variation  des  distances  de  Jupiter  au  Soleil. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  largeur  de  la  sec- 
tion du  cône  d'ombre  par  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe,  et  qui 
passe  par  le  satellite  au  moment  de  son  émersion,  était  à  peu  près  la 
même  que  la  largeur  de  la  section  qui  passe  par  le  satellite  au  moment 
de  sa  conjonction.  Le  plan  de  la  section  est,  dans  le  premier  cas,  plus 
rapproché  de  Jupiter  que  dans  le  second  cas,  d'une  quantité  égale  au 
produit  de  la  distance  du  satellite  à  Jupiter  par  le  sinus  verse  de  l'arc 
qu'il  décrit  depuis  sa  conjonction  jusqu'à  son  émersion.  En  nommant 
q  ce  sinus,  la  correction  de  la  valeur  de  2T  relative  à  cette  différence 
de  largeur  des  deux  sections  sera 

S-yogr 

et  l'on  trouve  qu'elle  est  insensible. 

Nous  avons  encore,  dans  ce  qui  précède,  confondu  l'arc  v^  avec  son 
sinus;  mais  on  a,  à  très  peu  près, 

^'i  =  sin  (^1  +  I  sin' (^1. 

Il  en  résulte  que  la  valeur  précédente  de  t'  doit  être  multipliée  par 
i  -h  Jsin^ç',.  Relativement  au  premier  satellite,  v^  est  d'environ  9^,  ce 
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qui  rend  sensible  le  produit  de  /'  par  isin'*»,;  mais  cette  erreur  est 
corrigée  en  grande  partie  par  la  supposition  que  nous  avons  faite  de 

-  =  g,  car  -=sinS;  nous  aurions  dû,  par  conséquent,  supposer 

-  =  S  —  ^sin'ê,  ce  qui  revient  à  peu  près  à  multiplier  la  valeur  de  /' 

par  I  —  ^ sin^ ê< ,  parce  que  le  terme     _   .,g,)  compris  sous  le  radical 

de  l'expression  de  /',  étant  une  petite  fraction  dans  la  théorie  du  pre- 
mier satellite,  on  peut  négliger  son  produit  par  ^sin^ê.  La  valeur  de  t\ 
déterminée  par  la  formule  précédente,  doit  donc  être  multipliée  par 
I  H- ^  sinV,  —  ^sin^ê.  L'arc  ç',  différant  toujours  fort  peu  de  ê  relati- 
vement au  premier  satellite,  le  produit  de  t'  par  ^(sin^^^i  —  sin-ê)  est 
insensible.  On  voit  ainsi  que  les  expressions  précédentes  de  t  et  de  t' 
ont  la  précision  convenable,  et  peuvent  être  employées  dans  la  théorie 
des  quatre  satellites  sans  crainte  d'aucune  erreur  sensible,  surtout  si 
l'on  prend  pour  s  la  latitude  même  du  satellite. 

XIII. 

Des  inégalités  des  satellites  dépendantes  des  carrés  et  des  produits 
des  forces  perturbatrices. 

Nous  n'avons  eu  égard  jusqu'à  présent  qu'aux  inégalités  des  satel- 
lites qui  dépendent  de  la  première  puissance  des  forces  perturba- 
trices; mais  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouvements 
des  trois  premiers  satellites  donnent  une  valeur  sensible  à  plusieurs 
inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  de  ces  forces;  c'est 
dans  les  inégalités  de  cet  ordre  qu'il  faut  chercher  la  cause  des  deux 
rapports  singuliers  dont  nous  avons  fait  mention  dans  l'article  V,  et 
qui  consistent  :  i°  en  ce  que  le  moyen  mouvement  du  premier  satel- 
lite, plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  égal  à  trois  fois  le  moyen 
mouvement  du  second  satellite;  2°  en  ce  que  la  longitude  moyenne  du 
premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle 
du  troisième,  est  exactement  et  constamment  égale  à  180°.  Ces  deux 
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théorèmes  sont  donnés  par  les  observations  d'une  manière  si  appro- 
chée, qu'il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu'ils  sont  rigoureux,  et  que  l'on 
doit  rejeter  sur  l'incertitude  des  Tables  des  satellites  la  différence  très 
petite  qu'elles  offrent  à  cet  égard.  Il  est  contre  toute  vraisemblance  de 
supposer  qu'à  l'origine  les  trois  premiers  satellites  aient  été  placés 
exactement  aux  distances  que  ces  théorèmes  exigent  :  il  est  donc 
extrêmement  probable  qu'ils  sont  le  résultat  de  l'action  mutuelle  des 
satellites;  et,  comme  les  premières  puissances  de  leurs  forces  attrac- 
tives ne  donnent  aucun  terme  d'où  ils  puissent  résulter,  il  est  naturel 
d'en  chercher  la  cause  dans  les  carrés  et  les  produits  de  ces  forces. 
Nous  allons  donc  déterminer  avec  soin  toutes  les  inégalités  de  cet 
ordre  qui  peuvent  influer  d'une  manière  sensible  sur  le  mouvement 
des  satellites. 

Considérons  les  deux  équations  suivantes  auxquelles  nous  sommes 
parvenu  dans  l'article  II  : 


0  =: 

dt^ 
r  d-  r 

—  2 

—  r 

df 

I  H-  m 

I  H-  m 
1    o 

+  4/dR  +  2  ( 

aR       ^R 

dx      -^  dy 

(?R 

ax 

dn 

dn 

^  ôy 

-\- 

d\\ 

r 

"'dv'' 

- — -  + 

a 

I  -t-  m 

h. 

r 

"âz 

Supposons  que,  en  vertu  des  perturbations,  r  se  change  dans 
r -\- ^r -+- ^' r,  r  étant  dans  cette  dernière  quantité  le  rayon  vecteur 
relatif  au  mouvement  elliptique,  Sr  étant  la  partie  du  rayon  vecteur 
due  à  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices,  et  o'r  étant  la 
partie  de  ce  rayon  due  aux  carrés  et  aux  produits  de  ces  forces.  Sup- 
posons encore  que  dv  se  change  dans  dv  -{-  d^ç  -+-  d^'v,  dv  étant  dans 
cette  dernière  quantité  relatif  au  mouvement  elliptique,  d^v  étant  la 
partie  de  dv  due  à  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices,  et 
d^'v  étant  la  partie  de  dv  due  aux  carrés  et  aux  produits  de  ces  forces. 
Si  l'on  substitue  pour  r  et  dv  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  dif- 
férentielles précédentes,  et  si  l'on  observe  que,  par  la  nature  du  mou- 
vement elliptique  et  des  fonctions  §r  et  d^v,  les  termes  indépendants 
des  forces  perturbatrices  et  ceux  qui  ne  dépendent  que  de  la  première 
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puissance  de  ces  forces  doivent  disparaître  d'eux-mêmes,  on  aura 

_  d*{rà'r-{-\dr^)       (i  +  m)  r  è' r  _  (i4-m)3/-' 

/>,„  du  dR         dR 

J  dx      '^  dy         dz 

d^S'r       ,,    d^r       ^   d^àr  ,dvdl'v  .,    dv^ 

dt^  dl^  dt^  dt     dt  dl^ 

\   dt  J       ^         dt     dt  \dt  J 

{j  +  m)rd'r       (i  +  m)ô/«  dR  dR         dR 

r*  r*  dx      "^  dy  dz 

en  observant  de  ne  conserver  dans  les  fonctions 

/(IR     et    a;- \-y-^ ^-^-:r- 

■y  àx       *'  dv  dz 


que  les  termes  dépendants  des  carrés  et  des  produits  des  forces  per- 
turbatrices. 

Les  propriétés  du  mouvement  elliptique  donnent 

/■*  dv  n -- 

r  dv^ d'^r        i  +  m 

"d^  ~  Ir-  "^        r^' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  deux  équations  diffé- 
rentielles précédentes,  et  en  y  mettant,  au  lieu  de  ^^~^"^y  '  ^  g^  y^- 
leur  tirée  de  la  première,  on  aura 

2dd'l> 


dt 


\J{i  -\-  m)a{\  —  e') 

djrdà'r  —  ^'rdr)  d^jrd'r-j-^dr*) 

dt^  "^  dt^ 

2(1  + m)  Sr^       -   /-,_       ,  /    dR  dR         dR 


«/"«^il^Ë-^^: 


/•^  */  \    dx      '^  dy  dz 

dr^d'àr  —  r^jdèvy  —  ^rdvdr  dSv  ~  dv*  6r^ 
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Considérons  dans  cette  expression  de  -^—  les  termes  qui  dépendent 

de  l'angle  nt  —  Zn! l  +  in" t.  Il  est  visible  que  les  termes  de  ce  genre, 
renfermés  dans  la  différentielle  dR,  acquièrent  par  l'intégration  le 
diviseur  n  —  3/z'+  in"  dans  l'intégrale   TdR.  Il  en  résulte  dans  l'ex- 

pression  de  —r^  des  termes  dépendants  du  même  angle,  et  qui  ont  le 

même  diviseur,  ce  qui  donne  dans  SV  des  termes  qui,  ayant  pour 
diviseur  {n  —  Zn' -\-  :in"y,  peuvent  devenir  très  considérables,  et  mé- 
ritent une  grande  attention.  Analysons  ces  différents  termes. 

Il  est  clair,  par  la  seule  inspection  de  l'équation  différentielle  en 
rZ'Pf  que  <5V  renferme  des  termes  dépendants  de  l'angle 

nt  —  Zn' t  -\-  in" t, 

et  qui  ont  pour  diviseur  n  —  3/^'-^  m"\  on  peut  s'assurer  encore  que, 
en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  excentricités  des  orbites, 
S'rne  contient  point  de  termes  qui  aient  pour  diviseur  (n—Zn!-A-in"Y\ 
en  substituant  les  termes  de  son  expression  qui  ont  pour  diviseur 

n  —  3w'-h  2/i"  dans  la  fonction  -^ -^^ — ^— ^'  ce  diviseur  dispa- 
raît; on  peut  donc  négliger  cette  fonction  dans  l'expression  de  —fr' 
On  peut  négliger,  par  la  même  raison,  la  fonction  — - — ^7^—^ ' 

La  fonction  4(^3 — i-J;5 — '"'^Tf)  contient  des  termes  dépen- 
dants de  l'angle  nt  —  Ziït  4-  m"  t\  mais  ces  termes  n'ayant  point  pour 
diviseur /i  —  3/i'-i-  2/1",  ils  disparaissent  devant  ceux  du  même  genre* 
que  renferme  l'intégrale  TdR  et  qui  ont  ce  diviseur. 

La  fonction 

2(1  +  /n)^/-»       hr  d'^àr  —  r'^{dàvY—^rdv  $r  d$v  —  $r^  dv* 

ne  renferme  aucun  terme  qui  ait  pour  diviseur /z  —  3/i^-f-  2/2",  puisque 
les  termes  de  ce  genre  ne  se  rencontrent  point  dans  les  expressions 
de  Sr  et  de  ^v.  Dans  la  théorie  du  second  satellite,  cette  fonction 
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devient 

_  2ii-{-m')$r'*       èr' d^  àr'  -  r'^ (dèv'y-lj ,' dv'  àr' d 3/ -  hr'^ dv'* 
r'>  "•"  dl^ 

On  a  vu,  dans  l'article  V,  que  la  valeur  de  or'  est  composée  de  deux 
termes,  dont  le  premier  dépend  du  cosinus  de  l'angle nt  —  nt  -ht  —  t' 
et  a  pour  diviseur  n  —  n'  —  N',  et  dont  le  second  dépend  du  cosinus 
de  l'angle  in' t  —  in"t  H-  2£'  —  2 s",  et  a  pour  diviseur  2/1'  —  iiï' — N'; 
il  suit  de  là  que  5/^  contient  un  terme  dépendant  du  cosinus  de 
l'angle  nt  —  Zn't  +  in"t  4-  £  —  3e' -f-  2£",  et  qui  a  pour  diviseur 
{n  —  ri  —  N')  (yiri  —  iri'  —  N').  Ce  diviseur  étant  très  petit,  ce  terme 
devient  assez  sensible  pour  y  avoir  égard.  On  trouvera  pareillement 

que  — ^^—  renferme  un  terme  semblable,  ayant  le  même  diviseur,  et 

que  la  même  chose  a  lieu  pour  les  différents  termes  de  la  fonction 

précédente;  mais  on  doit  observer  que  l'on  a,  à  très  peu  près,  par 

l'article  V, 

—7—  =: ; — >  —i-i~  =  —  n'*or, 

dt  a'  dt^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente  et  en  y  faisant 

r'  =^a\  -ij  "=  n'y  — 7^—  ==  ri^^  on  trouvera  qu'elle  se  réduit  à  zéro. 

On  voit  ainsi  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendants  de 
l'angle  nt  —  3rit  -+-  nri't  et  qui  ont  pour  diviseur  n  —  3/i'+  2/1",  et 
en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  excentricités  des  orbites, 

l'expression  de  —r-  se  réduit  à  la  suivante 

d^'ç  3/dR 


^^  ^{\  +  m)a 

d'où  l'on  tire,  en  négligeant  m  v^îs-à-vis  de  l'unité  et  en  observant  que 

a' 


dt*  dt 

Développons  maintenant  les  différents  termes  de  dR  qui  dépendent 
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de  l'angle /li  —  3n'i -i- 2.n"t -h  z  —  3t' -h  ^e",  et,  pour  abréger,  dési- 
gnons cet  angle  par  ç.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  second  satel- 
lite sur  le  premier,  on  a,  par  l'article  IV, 


R  =  -"^ 


'  BW  -^m'  f-^^—  mA  cos((^'-  p)  —  /n'D(2)  cos2(t>'—  v)  - . . . . 


Le  terme  m' [-^  —  B''Mcos(f''—  v)  de  cette  expression  de  R  produit 
dans  dR  la  fonction  différentielle 

/  I         dB^^^\  (  r  \ 

m'  dri  -^2 TT"  )  cos(p'—  v)  -h  m' ch  (  — ,  —  B('M  sin((^'— t'). 

Il  faut  substituer,  dans  cette  fonction,  au  lieu  de  r,  r',  v  et  /,  les  quan- 
tités a  H >  a'  H — T-j-,  nt  +  t  +  ^v  Qi  n't  +  s.'  -h  Iv' .  La  substitution 

a  a' 

de  a  H au  lieu  de  r,  et  de  nt  +  t  -h  ^v  au  lieu  de  v,  ne  donnera 

a 

aucun  terme  dépendant  de  l'angle  ç  ;  il  faudrait,  pour  cela,  que et  ^v 

renfermassent  des  termes  dépendants  de  l'angle  in'  t—in"  t-\-i€  —  i€\ 
parce  que  ces  termes,  en  se  combinant  avec  ceux  qui  dépendent  de 
l'angle  nt  —  ti'/  4-  £  —  e',  dans  la  fonction  précédente,  en  produiraient 
d'autres  dépendants  de  l'angle  cp;  or,  il  est  visible,  par  l'article  IV, 
que  les  valeurs  de  ■ —  et  de  S^  ne  renferment  point  de  termes  dépen- 
dants de  l'angle  in! t  —  in" t -\- 1^  —  i€' -,  leur  substitution  dans  la 
fonction  différentielle  précédente  ne  donnera  donc  point  de  termes 
dépendants  de  l'angle  ç. 

r'  dr' 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  substitution  de  a'  h —  au  lieu  de  r', 

et  de  n't  -+-£'-}-  ^v'  au  lieu  de  v'.  En  faisant  cette  substitution  dans  le 
terme  m' dvl^  —  B'^M  sin(v'—  v)y  il  en  résulte  les  deux  termes  sui- 
vants 


^^^{—~'^  (^2  -^  a'  -^  j  sin{n'  t  ~  nt  -h  a'  —  £), 
m'ndtàv'  (-^  —  B'^M  cos(n'^  — /if  +  e'— e). 
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On  a,  par  Tarticle  V,  en  vertu  de  l'action  du  troisième  satellite, 

r'dr'  -/i'm"F' 


2(/l  — rt'— N') 
—  n'm"¥' 


-  C0S2{n"t  —  n' t  +  e"—  e'), 


/i'— N 


-,  sin2(«"f  — w'^  +  e"— e'); 


ces  valeurs,  substituées  dans  les  deux  termes  précédents,  donnent  le 
terme 

n  —  n'—^')\a'^  ^       da'  J  ^ 


On  a,  par  l'article  V, 

2a'~  a'^       "       '    '^*    <?a 


le  terme  précédent  deviendra  ainsi,  en  y  substituant  in'  au  lieu  de  n, 
qui  en  diffère  très  peu, 

_  n'^m'm"TÇ,dt€m<:f 

ia!{Ti  —  n'—W) 

Ce  terme  acquiert  une  valeur  sensible  par  son  très  petit  diviseur 

/1-/2'  — N'. 

En  discutant  de  la  même  manière  les  autres  termes  de  l'expression 
do  R  qui  dépendent  de  l'action  de  m\  on  trouvera  qu'ils  ne  pro- 
duisent aucun  terme  sensible  dépendant  de  l'angle  9;  on  trouvera 
pareillement  que  les  termes  de  R  qui  dépendent  de  l'action  des  satel- 
lites m",  m'"  du  Soleil  et  de  la  figure  de  Jupiter,  ne  produisent  aucun 
terme  sensible  du  même  genre;  on  aura  donc,  en  n'ayant  égard  qu'à 
ces  termes  et  en  changeant  n  dans  in\ 

d^  à'  y  __  3an'^  m' m" ¥' a  s\n(f 
dt*     ~  a'(/i  — n'— N') 

Relativement  au  second  satellite,  on  a 

d^à'v'  _Za'n'A'W 
dt*     ""         dt        ' 

R'  étant  ce  que  devient  R  par  rapport  à  ce  satellite  et  la  caractéristique 
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différentielle  d'  se  rapportant  aux  seules  coordonnées  du  même  satel- 
lite. Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  de  m  sur  m' ,  on  a 

R'  — _  ^6(0)+  m  (-^  — R(»)]  cos(f''— ^)  —  7nD(2)cos2(^>'—  v)  —  .... 

Le  terme  ml—^  —  B('Mcos(^' — (^)  de  cette  expression  de  R'  produit 
dans  d'R'  la  fonction  différentielle 

mdr'fj^-  ^~)  cos{v'  -  i>)  -  m  dç'  (Ç^  -  B'^A  sin(p'- t'), 

et  cette  fonction  développée  renferme  la  suivante  : 

d{r'àr')fa'  ,  <?B(»)\         ,    ,  ,        , 

m  — — 7- — -  [  —  —  a'     ,   ,■     cosin' t  —  nt  -\- t'  —  t) 
a^       \a^  aa'  ) 

r' àr'  / a'  dB^'^X 

—  mn'  dt  — TT-  {  —z  —  a'    ,   ,■  )  ?\n{n' t  —  nt  -\-  t' —  e) 

a^    \a^  aa'  J 

—  mddç'  f^^  —  B^A  sin{n't-  nt  +  £'—£) 

—  mn'  dtàv'  (  ^  —  B<*M  cos(/i'/  —  nt  +  e'—  e). 

r'  êr' 

En  substituant  pour — ^  et  w'  leurs  valeurs  dues  à  l'action  du  troi- 
sième satellite  et  que  nous  avons  données  ci-dessus,  en  observant,  de 
plus,  que  2n'  —  in"  est  très  peu  différent  de  n! ,  on  trouvera  que  la 
fonction  précédente  renferme  la  quantité 

/i  — /i'— N' \2a-  ^        da'  )  ^' 


mais  on  a  à  très  peu  près  tî^  =  l\n''^  et,  par  conséquent,  4«'  =  «'  ou 
— i  '■=  -^',  le  terme  précédent  deviendra  ainsi 

n'^nim"¥'G  dtsïnc^ 

2a'{n  —  n'~WY' 

On  s'assurera  facilement  que  ce  terme  est  le  seul  sensible  que  pro- 
duise la  partie  de  d'R'  relative  à  l'action  du  premier  satellite. 
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La  partie  de  R'  relative  à  l'action  du  troisième  satellite  est 

R'z:=-.i/n''D'«')+/n''('-^^^  -  B'"']  cos((^"- t^') -'«"'B''»'cos2(('"  -  c') -. . . . 

Si  Ton  n'a  égard  qu'au  terme  —  m"B'^^^  cos2(v"  —  i^')  de  cette  expres- 
sion, on  aura 

d'R'  =  —  m' dr'  ^^^  ces 2  (  v"  —  (^'  )  -  2  /n" B'(')  dv'  sin  2  (  v"  —  v'  ). 
or 

Cette  fonction  différentielle  renferme  la  suivante 

„d{r'àr')    ,<?B'<^'  ,    „  ,         „       ,^ 

—  m"  -^--rr, —  a'  —ç~j-  cos  2  (n"i  -  -  n'  t  +  e"  —  e'  ) 

r' dr'      (?B''2' 

—  2  m"n'  dt  -  ,  -  a'  -^-r-  sin  2  (  n" t  —  n'  t  +  e"  —  s'  ) 

a^  oa 

—  2  m''B'(»)  d  àv'  sm2(n''t~n't-h  e"  —  e'  ) 

-h  ^ m''B' ^'hi' dt  ôv' cos 2 {n"t  —  n't-\-£"-e'). 

Mais,  par  l'article  V,  l'action  de  m  sur  m'  donne 

r'èr'  n'mG 

—7,-  = -, j — zrrr.COS{nt  —  n't  -h£  —  £'), 

.  ,  n'mG        .    ,  , 

op'  z= -, — —  sin  (  n<  —  n'  f  -1-  £  —  e  )  ; 

n  —  n'  —  W 

la  fonction  différentielle  précédente  donnera  ainsi  le  terme 

2(«  — n'— N')\  ^    ■    da'    I  ^ 

en  observant  que  n  —  n'  =  n'  k  fort  peu  près.  Or  on  a,  par  l'article  V, 

F'^a"^--h-r-%a'B'(^'; 
oa'         n     -  n" 

on  aura  donc,  à  très  peu  près, 

2  a  ■        oa 

ce  qui  change  le  terme  précédent  dans  celui-ci 

/z'*m/n"F'G       _,     . 
7—7; î îî7r«^sino. 

4a'(/i  —  n'— N') 
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On  s'assurera  facilement  que  ce  terme  est  le  seul  sensible  que  produise 
la  partie  de  d'R'  relative  à  l'action  du  troisième  satellite.  Enfin,  on 
trouvera  que  ni  l'action  de  Jupiter,  ni  celles  du  quatrième  satellite  et 
du  Soleil,  ne  produisent  aucun  terme  de  ce  genre  dans  la  valeur  de 
d'R',  en  sorte  que,  en  réunissant  les  deux  termes  relatifs  à  l'action  du 
premier  et  du  troisième  satellite,  on  aura 

4«'(^n  —  «'  — N')  ^ 

d'où  l'on  tire 

d^d'i^'       gn'^ mm" F' G  sine? 

~df~  '~  "'4(/i  — /i'— N')    ' 

d^  ô'  p" 

Il  nous  reste  présentement  à  considérer  la  valeur  de      .  ^    •  On  a 

dt^     ~  dt 

R"  étant  ce  que  devient  R  relativement  au  troisième  satellite,  et  la 
caractéristique  différentielle  d"  étant  uniquement  relative  aux  coor- 
données de  ce  satellite.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  second  satel- 
lite sur  le  troisième,  on  a 


2 


[  B'(o)  +  m' [-^",-2  -B'"^^  cos(p"  —  v')  —  m'B'i2)  cos2(t^"—  v^')  — 


En  ne  considérant  que  le  terme  —  w'B''^'cos2(p"—  ç'')de  cette  expres- 
sion, on  aura 

r)B'(^) 
or 

Cette  fonction  différentielle  renferme  celle-ci 

r'  èr'      dB''2) 

2  m'  — r—  a'  — r-^  n"  dt  sin  2  ( n" t  —  n' t -\- t"  —  z' ) 
a'-  ôa 

—  4m'  ôp'/i"  rffB'<^)  C0S2 («"^  -  /i'f  +  e"—  e'). 
En  substituant  pour  - -,(-  et  S/ les  parties  de  ces  valeurs  qui  sont  dues 
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à  l'action  de  m  sur  m',  la  fonction  précédente  donnera  cette  quantité 

n'm/n'G     /  ,  dB'(^>    ,    ,^,..,\    „  ,,   .  -n'mm'F'V, 


a(/i  — n'— «)\       da'  )  ^       2a'{n  —  n'—N)  ^ 

On  s'assurera  aisément  que  ce  terme  est  le  seul  sensible  que  produise 
la  partie  de  d"R"  relative  à  l'action  du  second  satellite,  et  que  les 
actions  de  Jupiter,  du  Soleil,  du  premier  et  du  quatrième  satellite 
n'en  produisent  point  de  la  même  nature  qui  soient  sensibles;  on  aura 
donc,  en  observant  que  n'  ~  -in"  à  fort  peu  près, 

d'è'v"  _  _  3  a" n'^  mm' F' G  sino 
dt^     "         8a'(/i  — n'— N')    ' 

jî  ^/  .yiir  f 

Quant  à  la  valeur  de  — j-^y  elle  ne  renferme  point  de  termes  sem- 
blables. Cela  posé,  on  aura 


d^ô'{v  —  ii>'-h'2i>")_         3/i'3F'G     fa 


m' m"  -h  l  mm" 


a"         A    . 
y—,  mm'  )  smo. 
4«         / 


dt"  ~~       n  —  n'  —  W\a' *     '* 

Dans  le  second  membre  de  cette  équation,  ç  est  égal  à 
nt  —  3n't-^-  2n"t-\-£  —  Se'-h  as"; 

or  cette  dernière  quantité  ne  diffère  de  {>  —  3v' -h-  -iv"  que  par  des 
termes  qui  dépendent  soit  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites,  soit  des  forces  perturbatrices;  en  négligeant  donc  ces  termes, 
nous  pouvons  supposer  o  —  c  —  St^'-h  2^^;  dans  ce  cas, 

d^è'{v-Zv'-^'iv")—d''c^; 
ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

.               3/i'F'G      [a     ,    „      .        .a"         ,\ 
k  — ; — =rj-,    -,  m' m"  -h  \  mm"  4-  t— ,  mm'  ), 


on  aura 


«^9      ^  '»  • 


380  THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

XIV. 

L'équation  précédente  donne,  en  l'intégrant, 


dt 


\/c  —  ikn'*  coS(jp 


c  étant  une  constante  arbitraire  dont  la  valeur  peut  donner  lieu  à  trois 
cas  différents  que  nous  allons  considérer  : 

1°  La  constante  c  peut  surpasser  ikn'^y  abstraction  faite  du  signe; 
alors  elle  est  nécessairement  positive;  l'angle  ±9  croît  indéfiniment 
et  devient  successivement  égal  à  une,  deux,  trois,  ...  circonfé- 
rences. 

2**  La  constante  cpeut  être  moindre  que  ikn'^,  tétant  positif.  Dans 

ce  cas,  le  radical  \jc  —  2^w'^coscp  devient  imaginaire  lorsque  l'angle 
±  op  est  égal  à  zéro,  à  une,  deux,  . . .  circonférences;  il  ne  peut  donc 
alors  qu'osciller  autour  de  180'',  en  sorte  que  sa  valeur  moyenne 
est  180°. 

3"  La  constante  c  peut  être  moindre  que  —  ikn'^,  k  étant  négatif. 
Dans  ce  cas,  le  radical  sjc  —  ikn'^  cos<p  devient  imaginaire  lorsque 
±  cp  est  égal  à  180*^  et  en  général  à  un  nombre  impair  de  demi-circon- 
férences; l'angle  cp  ne  peut  donc  alors  qu'osciller  autour  de  zéro,  en 
sorte  que  sa  valeur  moyenne  est  nulle.  Voyons  lequel  de  ces  trois  cas 
a  lieu  dans  la  nature. 

Nous  trouverons  dans  la  suite  que  k  est  une  quantité  positive;  ainsi 
le  troisième  cas  n'existe  point  et  l'angle  ç  doit  ou  croître  indéfiniment 
ou  osciller  autour  de  180".  Supposons  «p  =  i8o**=h  cj;  le  signe  de  u 
étant  le  même  que  celui  du  radical  sjc  —  ikn'-  cosç,  on  aura 

dt  "^^ 


Si  les  angles  9  et  w  croissent  indéfiniment,  c  est  positif  et  plus  grand 
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que  ikn'"^  ;  on  a  donc,  dans  l'intervalle  compris  depuis  w  =  o  jusqu'à 
xs  —  9o«, 

n'sjik 
et,  par  conséquent, 

ra 

n'  y  2  A: 
ainsi,  le  temps  t  que  l'angle  xs  emploierait  à  parvenir  de  zéro  à  90° 
serait  moindre  que  -rr--  Nous  verrons  dans  la  suite  que  ce  temps 

n  \Jik  * 

est  au-dessous  d'une  année;  or,  depuis  la  découverte  des  satellites, 
cet  angle  a  toujours- paru  nul  ou  du  moins  très  petit;  il  ne  croît  donc 
point  indéfiniment,  il  ne  fait  qu'osciller  autour  de  zéro,  en  sorte  que 
sa  valeur  moyenne  est  nulle.  C'est  ce  que  l'observation  confirme,  et 
en  cela  elle  fournit  une  nouvelle  preuve  de  l'action  mutuelle  des  satel- 
lites de  Jupiter. 

De  là  résultent  plusieurs  conséquences  intéressantes.  L'équation 
V  —  3(^'-i-  2ç^"—  180° liz  CT  donne,  en  égalant  séparément  les  quantités 
qui  ne  sont  pas  périodiques. 

Ht—  3n'i+  2/i"f +  e  — 35'4-  2e"  — 180", 

d'où  l'on  tire  n  —  3/i'+  in"  =  o;  ainsi  :  1°  le  moyen  mouvement  du 
premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  rigoureusement 
égal  à  trois  fois  celui  du  second.  2°  La  longitude  moyenne  du  premier 
satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troi- 
sième, est  exactement  et  constamment  égale  à  180°^.  Nous  avons  déjà 
remarqué,  dans  l'article  V,  que  ces  deux  théorèmes  sont  donnés  d'une 
manière  extrêmement  approchée  par  les  observations;  nous  pouvons 
maintenant  assurer  qu'ils  sont  rigoureux. 

On  a  vu,  dans  l'article  V,  que  les  inégalités  du  second  satellite 
produites  par  l'action  du  premier  et  du  troisième  se  réunissent,  en 
vertu  de  ces  théorèmes,  dans  un  seul  terme  qui  forme  la  grande  iné- 
galité que  les  observations  ont  indiquée  dans  le  mouvement  du  second 
satellite;  ces  inégalités  seront  donc  toujours  réunies,  et  il  n'est  point 
à  craindre  que,  dans  la  suite  des  siècles,  elles  se  séparent. 
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Sans  l'action  mutuelle  des  satellites,  les  deux  équations 

n  —  3/i'+  2/i"=0,  £  —  3e'-f-  2£"=r  i8o° 

n'auraient  aucune  liaison  entre  elles;  d'ailleurs,  il  faudrait  supposer 
qu'à  l'origine  les  époques  et  les  moyens  mouvements  des  satellites  ont 
été  ordonnés  de  manière  à  satisfaire  à  ces  équations,  ce  qui  est  infini- 
ment peu  vraisemblable  et,  dans  ce  cas  même,  la  force  la  plus  légère, 
telle  que  l'attraction  des  planètes  et  des  comètes,  aurait  fini  par 
changer  ces  rapports;  mais  l'action  réciproque  des  satellites  fait  dispa- 
raître ces  invraisemblances  et  donne  de  la  stabilité  aux  rapports  pré- 
cédents. En  effet,  on  a  par  ce  qui  précède,  à  l'origine  du  mouvement, 


dv         odv'        idv"        ■        /  c  ,         ,         „  , 

-7-7, rr,  +  -rzn  =—K/  -^  —  2^cos(£  —  oe'-^afi"), 

n'dt        n' dt       n' di  \/  n'- 

c  étant  moindre  que  ikn'^;  il  suffît  donc,  pour  l'exactitude  des  théo- 
rèmes précédents,  qu'à  l'origine  la  fonction 


dv         3  dç'       1  dv" 


II'  dt       n'  dt        n'  dt 

ait  été  comprise  entre  les  limites 

H-  2  v/^Sin|(£  —  3£'  +  2£") 

et 

—  2  v/^Sin|(£  —  32'+  2£"); 

et,  pour  la  stabilité  de  ces  théorèmes,  il  suffît  que  les  attractions 
étrangères  laissent  toujours  la  fonction  précédente  dans  ces  limites. 

Les  observations  nous  apprennent  que  l'angle  vs  est  très  petit,  et 
qu'ainsi  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  supposer  coscî  =  i  —  icy^  ;  soit 

donc  — T— 7i —  =  ê^,  ê  étant  arbitraire  à  cause  de  l'arbitraire  c  qu'il 
renferme;  l'équation  différentielle  entre  n  et  i  donnera 

m  —  êsin(/i'<\/A  +  A), 

A  étant  une  nouvelle  arbitraire. 

Le  mouvement  des  satellites  de  Jupiter  étant  déterminé  par  douze 
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équations  différentielles  du  second  ordre,  leur  théorie  doit  renfermer 
vingt-quatre  constantes  arbitraires.  Quatre  de  ces  constantes  sont  rela- 
tives aux  moyens  mouvements  des  satellites  ou  à  leurs  moyennes  dis- 
tances; quatre  sont  relatives  aux  époques  des  longitudes  moyennes; 
huit  dépendent  des  excentricités  et  des  aphélies  et  huit  autres  dé- 
pendent des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  orbites.  Les  théorèmes 
précédents  établissent  deux  relations  entre  les  moyens  mouvements  et 
les  époques  des  longitudes  moyennes  des  satellites,  ce  qui  réduit  à 
vingt-deux  ces  vingt-quatre  arbitraires;  c'est  pour  y  suppléer  que 
l'expression  de  cr  renferme  deux  nouvelles  arbitraires. 

Si  l  on  reprend  les  valeurs  de  --7-^  >      , ,     et      ,       trouvées  dans 

l'article  précédent,  on  voit  qu'elles  ont  des  rapports  constants  entre 

elles  et  avec  la  valeur  de  -j-^>  en  sorte  que  si  l'on  fait 

on  aura 

ÔV"=r      ^^, P  sin(n'ts/k  +  A)  ; 
Sam"  N        »  /  ' 

de  plus,  comme  on  a 
on  aura 

ê=:±:P^+^^+-^^V 
\        /iam'        [\am"  J 

Les  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  sont  donc  assujettis  à  une 
inégalité  dépendante  de  l'angle  n't\k-\-  k\  les  observations  peuvent 
seules  fixer  sa  quantité  et  l'instant  où  elle  est  nulle.  Cette  inégalité 
mérite  une  attention  particulière  de  la  part  des  astronomes;  on  peut 
la  considérer  comme  une  librationdes  mouvements  des  trois  premiers 
satellites,  en  vertu  de  laquelle  ces  mouvements  oscillent  sans  cesse 
autour  des  rapports  précédents,  et,  par  cette  raison,  nous  la  désigne- 
rons sous  le  nom  de  Ubration  des  satellites  de  Jupiter. 


384  THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

Nous  avons  observé,  dans  l'article  IX,  que  les  mouvements  des  satel- 
lites de  Jupiter  sont  assujettis  à  des  inégalités  considérables  dépen- 
dantes des  variations  séculaires  de  l'orbite  et  de  l'équateurde  Jupiter, 
et  l'on  peut  croire  que  ces  inégalités  peuvent  à  la  longue  changer  les 
rapports  trouvés  ci-dessus  entre  les  époques  et  les  longitudes  moyennes 
des  trois  premiers  satellites.  Nous  allons  faire  voir  que  ces  rapports 
subsistent  toujours,  malgré  ces  inégalités  séculaires  qui  se  coor- 
donnent sans  cesse  de  manière  à  y  satisfaire,  en  sorte  que  l'inégalité 
séculaire  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus 
deux  fois  celle  du  troisième,  est  constamment  égale  à  zéro.  Pour  cela, 
nommons  W,  W,  W"  les  inégalités  séculaires  du  premier,  du  second 
et  du  troisième  satellite,  qui  auraient  lieu  sans  leur  action  mutuelle, 
quelle  qu'en  soit  la  cause,  soit  que  ces  inégalités  dépendent  des 
variations  séculaires  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter,  soit 
qu'elles  viennent  de  la  résistance  d'un  fluide  éthéré;  il  en  résultera 
dans  la  fonction  différentielle  d^v  —  3d'^i^' -h  2d^v" ,  la  quantité 
d-W  —  3d^W  -h  ^d"^"^",  et  l'équation  diff'érentielle  en  (p,  que  nous 
avons  trouvée  dans  l'article  précédent,  deviendra 

rf>       ,    „   .  d'W      Sd'W         d'-W 

dt-  ^        dt-  dt^  de- 

Si  l'on  fait  «p  =  180**  +  cy,  et  que  l'on  suppose  xs  très  petit,  on  aura 

^'^       /    n     _  d^W  —  3  d^W -i- 2  d'W" 
-^  +  knx^-^ d[^ ^ 

or  les  quantités  ^,  ^',  ^"  étant  supposées  varier  avec  une  extrême 
lenteur,  en  sorte  que  la  période  de  leurs  variations  embrasse  un  grand 
nombre  de  siècles,  la  partie  de  -n^  relative  à  ces  quantités  sera  très 
petite  par  rapport  à  kn'^xs,  parce  que  la  période  de  l'angle  n't  \jk  n'est, 
comme  on  le  verra  ci-après,  que  d'un  petit  nombre  d'années  ;  on  aura 
donc,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  vs  qui  dépend  des  quantités 

W,  W  et  W% 

—  d^^  —  3d^W -{-  2  d-'W" 

^  ~  kn'^'dT' 
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Cette  partie  de  ct  est  insensible,  parce  que,  U'*,  W\  W"  croissant  avec 
une  extrême  lenteur,  leurs  différences  secondes  divisées  par  kn'^dt* 
sont  à  très  peu  près  nulles;  on  peut  donc  supposer  u  =  o,  en  n'ayant 
égard  qu'à  ces  quantités,  et  alors  les  théorèmes  énoncés  précédem- 
ment sur  les  moyens  mouvements  et  sur  les  longitudes  moyennes  des 
trois  premiers  satellites  subsistent  en  entier. 

Voyons  maintenant  comment  les  inégalités  séculaires  des  trois  pre- 
miers satellites  se  coordonnent  entre  elles.  Si  l'on  suppose 

b  — 


qa' m        a'm 

14-  ^ 


4am'        ^am" 

on  aura,  par  l'article  précédent. 

En  substituant  pour  w  sa  valeur  précédente,  on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant. 
On  trouvera  pareillement 


3a'm,„.       /         Cko!  m  ,\  ^,,,      Za'm 
a"  m    .  „.       Za"m 


b^am  \         l\anv    J  lam! 


T6am"  \        i^am"    ) 


~      Sam" 

d'où  l'on  voit  que  l'on  a,  en  vertu  de  ces  valeurs, 

V  —  St''-!-  at^'i^  o. 

Ainsi  les  inégalités  séculaires  des  trois  premiers  satellites  qui,  sans 
leur  action  mutuelle,  seraient  respectivement  égales  à  W,  W  et  V , 

OEuvres  de  L.  —  XI.  49 
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se  changent  dans  les  précédentes  et  n'altèrent  point  les  rapports  établis 
ci-dessus. 

La  libration  des  satellites  lie  donc  entre  eux  les  mouvements,  les 
époques  et  les  inégalités  séculaires  des  trois  premiers  satellites;  elle 
modifie  encore  d'une  manière  très  sensible  celles  de  leurs  inégalités 
qui  croissent  avec  une  grande  lenteur.  Nous  avons  trouvé,  dans  l'ar- 
ticle ÏX,  que  l'action  du  Soleil  produit,  dans  l'expression  de  t^,  le 
terme 

—  Esin(M<4-A-B); 
n 

l'expression  de  -ij^  contient  donc  le  terme 

_££LEsin(M<+A-B). 
n 

Les  expressions  de  ~-j^  et  de  -^-^  contiennent  des  termes  semblables 
qui  n'en  diffèrent  que  par  le  diviseur  n  qui  se  change  successivement 
dans  n'  et  n";  on  aura  ainsi,  par  l'article  précédent,  en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes, 

^î  =  *«"sia?-3M'E(i-i  +  |„)sin(M*  +  A-B). 
Or  on  a,  en  vertu  de  l'équation  n  —  3n'  -+-  in"  =  o, 

n        n!        n"  nn'  n"      ' 


de  plus,  n  étant  à  fort  peu  près  égal  à  in\  et  n"  étant  à  peu  près  égal 

e>{n'—n"f_    3 


à  ^n\  on  a 


in' 


en  supposant  donc  <p  =  1 80°  -h  t?  et  cr  très  petit,  on  aura 

-^  +A:«'^7n  =  ~L_sin(M^  +  A-B). 
Si  l'on  intègre  cette  équation,  en  faisant  abstraction  des  constantes 
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arbitraires  auxquelles  nous  avons  eu  égard  dans  ce  qui  précède,  on 
aura 

Maintenant  on  a,  par  Tarticle  précédent, 

■^7  ——bkn'^w sin(M<-l- A  —  D). 

En  substituant,  au  lieu  de  tr,  sa  valeur  précédente,  on  trouvera,  après 
avoir  intégré,  que  l'expression  de  v  renferme  l'inégalité 

3ME/  36A:n'«    \    .    ,„         ,       „, 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  l'expression  de  ç^' renferme  l'iné- 
galité 

— —    ^—  Q      t/iLMt j-irA  sin(M<  +  A  — B), 

et  que  l'expression  de  v"  renferme  l'inégalité 

6MEr  Za"mhkn'^       1    •    /ai,       a       «x 

M*  étant  moindre  que  kn!^,  comme  on  le  verra  dans  la  suite,  il  en 
résulte  que  lalibration  des  satellites  a  une  influence  sensible  sur  l'iné- 
galité qui  dépend  de  l'angle  M/-I-  A  —  B. 

J'ai  déjà  donné,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  pour  l'annéei  784  (')» 
les  résultats  précédents  sur  la  libration  des  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter.  J'y  suis  parvenu  par  une  méthode  différente  de  celle  que  je 
viens  d'exposer  :  l'accord  de  ces  deux  méthodes  peut  servir  à  les  con- 
firmer mutuellement. 

XV. 

Les  inégalités  de  Sf',  S^',  Zv"t  qui  ont  pour  diviseur  (n  —  in'-^  /y, 
et  celles  des  rayons  vecteurs  qui  ont  pour  diviseur  n  —  in' + f^  pro- 
duisent, dans  les  équations  qui  déterminent  les  excentricités  et  les 

(')  Ci-dessus,  p.  70  et  suivanles. 
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aphélies  des  orbites,  des  termes  qui,  quoique  dépendants  des  carrés 
et  des  produits  des  masses  perturbatrices,  sont  cependant  sensibles,  à 
cause  du  diviseur  (n  —  2.n'  -h  fy,  dont  ils  sont  affectés.  Pour  les 
déterminer,  nous  allons  d'abord  déterminer  la  partie  du  rayon  vec- 
teur r,  qui  a  pour  diviseur  n  —  iri  -^  f. 

Reprenons,  pour  cela,  l'équation  différentielle  (i)  de  l'article  II  : 

d^{rdr)        (n-m)rôr  ,-,^  ôR 


JdR 


/• 


L'intégrale  /dR  produit  un  terme  qui  a  pour  diviseur  n  —  in'  -\-f,  et 
qui  est  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  nt  —  in't^t-—  it'+ ft-\-Y. 
Nous  avons  trouvé,  dans  l'article  VIII,  qu'il  en  résulte  dans  l'expres- 
sion de  '^v  un  terme  dépendant  du  sinus  du  même  angle  et  qui  est 
donné  par  la  double  intégrale  3a  fndi  f  dR;  en  nommant  donc  Q  le 
coefficient  de  ce  sinus,  coefficient  dont  nous  avons  donné  la  valeur 
dans  l'article  VIII,  on  aura 

àan  ^  J  ' 

pour  le  terme  de  2  ydR  qui  dépend  de  l'angle 

«^  —  2  «' ^  H- s  —  2  e' + /^ -H  r. 

Nous  avons  vu,  dans  l'article  V,  que  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes 
indépendants  des  excentricités,  et  qui  ont  pour  diviseur  in  —  in  —  N, 

on  a 

r^r  — n/w'F  ,    ,  ,        ,        , 

aP-  2(2«  —  2/l'  — N) 

N  étant  à  très  peu  près  égal  kn  —  f^  on  aura 

r  àr  —  nm'  F  ,    ,  ,        . 

— r-  =  -7 . -j:  C0S2{n't  —  nt-h  è'  —  e)', 

a^         2(/i  —  2n  -\- f) 

en  substituant  donc  dans  l'équation  différentielle  cnr^r,  au  lieu  de  r, 
la  quantité  a[i  H- Acos(/îi  +  £  —  u)],  73  étant  supposé  égal  à//  4-  F; 

en  observant  d'ailleurs  que  l'on  a  à  fort  peu  près  —  =  ti^  et  que  le  coef- 
ficient de  r^r  est  N^  par  l'article  IV;  enfin,  en  ne  conservant  que  les 
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termes  dépendants  des  excentricités  des  orbites  qui  ont  pour  diviseur 
n  —  in'  -h  f,  on  aura 

a^dt^  a^         U{,n  —  in'-\-f)        ^  ^c-t-*«; 

Qcos(/ii— 2«'/4-e  —  2e'+  tu) 


4(«  —  2«'  +  /) 

in{n  —  in'  +  f) 


Si,  pour  abréger,  on  fait 

„ —3nm'¥/i  2(rt  — 2n'+/) 

~  4(1-2/»'+/)  'JTi  ^' 

_        nm'Fh 
~  Mn  —  2n'-h/)' 

on  aura,  à  très  peu  près, 

r  dr 

—y-  =:Kcos{nt  —  2n't-hs  —  2e'+ cr)  +  Lcos(3n<  —  2n'f4-3e  —  2  e'— nr). 

En  supposant  ensuite 

„  —  n/n'F 

il 


2{n  —  2rt'+/) 
/•<5r 


on  aura  pour  la  partie  entière  de  — j-  qui  a  pour  diviseur  n  —  iri+fy 

Hcos2(n<  — /l'^  +  e  — e')  H-Kcos(    «<  — 2/i'i-H    e  — 2Ê'-i-cy) 

H-  L  cos(3n^—  2n'f  4-  3e  —  2e'— cj). 

Reprenons  maintenant  l'équation 

d*(rd'r)        {i-hm)rÔ'r        i  d*  $r* 

O  =  î -4-  -^ 1 

dt*  r^  2     dt^ 

(i-t-m)dr*  r^T*  à^  <?R         <^R 

r*  ^  dx      "^  dy  àz 

que  nous  avons  trouvée  dans  l'article  XIII.  Nous  n'aurons  égard, 
dans  cette  équation,  qu'aux  termes  de  l'ordre  des  carrés  et  des  pro- 
duits des  masses  perturbatrices  qui  sont  ou  constants  ou  multipliés 
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par  cos(nt  -4-  s  —  cy)  et  qui,  de  plus,  sont  divisés  par  (n  —  2n'  -^/y. 
Le  terme  Sr^  peut  être  mis  sous  cette  forme  ^^ — j-^>  et  il  donne  la 
quantité 

/72JT2 

[i  — 2Acos(/z«-+-e  — gt)]  +a2H(K  +  L)cos(n«4-e  — ct). 

Le  terme  -       ^    de  l'équation  différentielle  précédente  donne  ainsi 

la  quantité 

^n^a^B{hB.  —  K  —  L)cos{nt-\-e  —  rn). 

Le  terme  —  '^ ^ —  peut  être  mis  sous  cette  forme  —  ^ ~ -t 

et  il  donne  la  quiantité 

—  ^^!^!i!!  4-  n«a«H(|  AH  -  K  —  L)  cos{nt  +  e  -  cj). 

Si  Ton  nomme  a^g  la  partie  constante  de  rS>,  le  terme  ^ 

donnera  la  quantité 

n^rd-'  r  —  3à^n^qhcos{nt-i-e  —  w); 

l'équation  différentielle  en  rSV  deviendra  donc 

dHrè'r)       NVÔ'r       n^H^ 

o=      \    ■^,     H ^ 

a-  at'  a-  2 

2  fir/t  »r  ,  \  /  V  •  r  IT.  o  <^R 


4-|n«H(2AH-  ^-K-L)cos{nt-{-e-ny)-h2n^afdn  +  n^ar^- 

Nous  donnons  à  r§V  lé  coefficient  N'^  par  la  même  raison  pour  laquelle 
nous  avons  donné  dans  l'article  IV  ce  coefficient  à  — ^  dans  l'équa- 
tion différentielle  en  rSr. 

La  valeur  de  q  dépend  de  la  constante  que  l'on  doit  ajouter  à  l'inté- 
grale   TdR.  Pour  déterminer  cette  constante,   nous  reprendrons  la 

valeur  de  —tt-  donnée  dans  l'article  XIII.  Cette  valeur  ne  doit  point 
renfermer  de  termes  constants,  puisque  nous  supposons  que  nt  repré- 
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sente  le  moyen  mouvement  du  satellite  m.  Si  dans  la  fonction 

_  a(i  H- /n)3r*       dr  d^èr  —  r*(d àv)*  —  (jr  dv  Sr  div  —  dv*  dr* 
r^  "^  dt* 

que  renferme  l'expression  de  ,  \/(i -h  m)a(i  —  e^),  on  substitue, 
au  lieu  de  r  et  de  d{f,  leurs  premières  valeurs  a  et  ndt,  et,  au  lieu 
de  Br  et  5^,  leurs  premières  valeurs  approchées 

ôr=      aHcos2(n^  —  n' t -\- £  —  e'), 
<5p  =r —  2H  sin  2{nt  —  n' t  -\-  t  —  e'), 

qui  résultent  de  l'article  V;  si  l'on  observe  de  plus  que  n  est  à  fort  peu 
près  égal  à  2/1',  on  trouvera  que  la  partie  constante  de  la  fonction  pré- 
cédente se  réduit  à  zéro.  D'ailleurs,  la  fonction 


,fd^         d^        aR\  , 


dr 


de  l'expression  de  '^^^sl{i-^m)  a{i  -  e^)  ne  renferme  point  de 

termes  constants  de  l'ordre  des  carrés  et  des  produits  des  masses 
perturbatrices  et  indépendants  des  excentricités  qui  aient  en  même 
temps  {n  —  ^n'  -\-fy  pour  diviseur.  En  n'ayant  donc  égard  qu'à  ces 
termes,  on  voit  qu'il  ne  faut  point  ajouter  de  constante  à  l'inté- 
grale y"dR;  ainsi,  en  ne  considérant  que  les  termes  constants  de 
l'équation  différentielle  précédente  et,  par  conséquent,  en  y  substi- 
tuant a^q  au  lieu  de  rSV,  on  aura 

N'fir =0, 

2 

ce  qui  donne  à  très  peu  près  q=*^W.  Cela  posé,  l'équation  différen- 
tielle en  rSV  donnera,  en  ne  conservant  que  les  termes  dépendants 
de  l'angle  /?/  h-  £  —  ct,  et  en  y  substituant,  au  lieu  de  H,  K  et  L,  leurs 
valeurs 

a^dt^  a*  2  -'  or 
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Il  faut  maintenant  déterminer  les  termes  de  iri^a  /dR  et  de  n'^ar^ 
qui  dépendent  de  l'angle  nt  +  t  —  xs  ti  qui  ont  pour  diviseur 

Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  second  satellite  sur  le  premier, 
on  a,  par  l'article  IV, 

R  =~  ^  BW  +  mY-^  —  D'i'^  cos(p'—  p)  —  m'Rt^)  cosi(,v' —  v)  — . . . . 

En  ne  considérant  que  le  terme  —  m'B^^^cos2(ç''—  v)  de  cette  expres- 
sion, on  a 

dR=:—  m' dr  —^ — cos2(p'—  p)  —  2/7i'B<*>  dv  '&\xvi{v'  —  v). 
ar 

Cette  expression  de  dR  contient  le  terme 

—  4/n'B(*>nfl?i((5p'— ôp)cos2(n^— n'î  +  e  — e'). 

Soit  Q'ie  coefficient  de  sin(w/  —  in't  +  t  —  2£'+cy)  dans  l'expression 
de  ^v',  le  terme  précédent  donnera  celui-ci 

2m'B(2>/iaf^(Q'—  Q)  sin(/ii  + £  —  ro); 

la  fonction  2/i^a  TdR  renferme  donc  le  terme 

—  4/i2m'aB(2)(Q'— Q)cos(«i  +  e  — ct). 

AT* 

On  trouvera  pareillement  que  la  fonction  ri^ar-^  contient  le  terme 

et  l'on  s'assurera  facilement  que  ces  termes  sont  les  seuls  de  ce  genre 
que  renferment  ces  deux  fonctions.  En  les  réunissant,  la  quantité 

Q.n^a  TdR  -\~  n^ar  -r-  se  réduira  à  celle-ci 

— /w'n'/^4aB^" 4- a*  ^1^  )  (Q'- Q)  cos(/ii  +  £  -  ct)  ; 
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or  on  a,  à  très  peu  près,  par  l'article  V, 

r9R<') 

F=:4aB<«)-f-a'^— . 
>  Oa 

La  quantité  précédente  se  réduira  donc  à  celle-ci 

—  m'/i*  F(Q'—  Q)cos{nt  +  s  —  gt), 

et  l'équation  différentielle  en  r^'r  deviendra,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  dépendants  de  l'angle  nt  -h- 1  —  u, 

Or=  —7- 1 (2Q'—  Q)COS(/lf  H-e  — GJ). 

a^  dt-  a^  2  ' 

Si  l'on  réunit  cette  équation  à  l'équation  différentielle  en  —y-   que 

nous  avons  donnée  dans  l'article  VII,  il  est  facile  de  voir  qu'il  suffît 
pour  cela  d'ajouter  à  l'équation  de  l'article  cité  le  terme 

m'«^F  ,    ^,      „  , 

(2Q  —  Q)cos(/i^  +  e  —  trr); 

et,  en  suivant  l'analyse  du  même  article,  on  trouvera  que  ce  terme 
ajoute  a  l'équation  («')  de  l'article  VII  la  quantité 

Considérons  présentement  le  second  satellite.  Si  l'on  désigne  par 
H'  le  coefficient  de  cos(/i^  —  n't  -\-t  —  e')  dans  l'expression  de  — 7j-> 
et  qui,  par  l'article  V,  est  égal  à 

n' {m"W  —  m{^) 

2(/i  — 2n'4-/)' 

N'  étant  à  fort  peu  près  égal  à  n!  — /;  si,  de  plus,  on  suppose 

3//H'       9.  n-in'-r-f^, 

L'=-^. 


CEuvrcs  de  L,  —  XI.  50 
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on  trouvera,  en  appliquant  l'analyse  précédente  au  second  satellite, 
que  la  partie  de  —,j-  qui  a  pour  diviseur  n  —  in'  h-/  est 

H'cos(/i^  —  n'  t  +  t--t')  -f-  K'  cos(«^—  inU  -\- z  —  2t'  -\-w) 

-h L'  cos(«<  +  e  —  Txs). 

L'équation  différentielle  en  r'^'r'  est 

—  d'^jr'à'r')       {i  +  m')r'è'r'        i.  d^àr^ 
^~        df"        "^  /•'*  "^  2  ~dF~ 


dr' 


/'d'R' 


+  /•' 


En  ne  conservant  dans  cette  équation  que  les  termes  dépendants  de 
l'angle  ii!t  +  e'  —  w,  on  trouvera,  par  l'analyse  précédente,  qu'elle  se 
réduit  à 

d'^ir'è'r'')  r'è'r' 

o=-     ,y.      -i-m-^  -h-ln'm'ih'n'— K'-L')cos  (n't -h  s'- xn) 


+  2  n'-^  a'fd'  R'  +  n'^  a'  r'  ^  ■ 


dr 
En  substituant,  au  lieu  de  H',  K'  et  L',  leurs  valeurs,  on  aura 

o^      \,   .,  '  -i-N'2 — --  H m"F'— mG  Q'cos  n'^  +  e'— GJ 

a'^  dt^  a'^  '1  ' 

-\--in"'a'  rd'R'+w'^a'r'^'. 

d'R'-f-/i'^«>'^-;7  qui 

dépendent  de  l'angle  n't  +  s'  —  cr.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du 
premier  satellite  sur  le  second,  on  aura 


2 


(t?  —  B''^)  COS((^'—  P)  -  WD(2)  C0S2((>'—  v) 


On  trouvera  facilement  que  le  terme  mi—^—  B''M  cos(ç''—  v)  de  cette 

^  dR' 

expression  produit  dans  la  fonction  m'^ a'  j  à'^  +- n'^ a' r'  -r-j  le  terme 


suivant 


—  'i^li_G(2Q'-Q)cos(/i7  4-e'-cj); 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  395 

et  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  ce  terme  est  le  seul  sensible  de  ce 
genre  que  produise  la  partie  de  R'  relative  à  l'action  du  premier  satel- 
lite. 

La  partie  de  R'  relative  à  l'action  du  troisième  satellite  est 


B'W  +  rn"(~—W^A  cos(t^"~  v')  -  m"R'(*)cos2(('"—  v' ) 


2 


Si  l'on  désigne  par  Q"  le  coefficient  de  s'm(nt  —  2n't  +  £  —  2i'-h  vs) 
dans  l'expression  de  §p",  coefficient  dont  nous  avons  donné  la  valeur 
dans  l'article  VIII,  et  si  l'on  observe  que  l'on  a 

2n''t  —  2n't  -h  2  6"—  2e'—  i8o°-h  n't—  nt  H-  e'-f-e, 

on  trouvera  que  le  terme  — /72"B'^'-'cosQ(t'"  —  v')  de  l'expression  de  R' 
produit,  dans  la  fonction 

•J  or 

le  terme 

+  n'«/n"F'(2Q"— Q')cos («';-+- e'—cj); 

et  l'on  s'assurera  que  ce  terme  est  le  seul  sensible  de  ce  genre  qui 
résulte  de  la  valeur  de  R'  relative  à  l'action  du  troisième  satellite. 
L'équation  différentielle  en  r'^'r'  devient  ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à 
ces  termes, 

d'ir'è'r')       ^,^r'à'r'       n'^m"F'      ^„      ^,^        ,    u        , 

_^^    (2Q'-_Q)cos(n'<-4-6'-CT). 

Il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera  dans  l'équation  («')  de  l'article  VII 
les  termes 

^'/i'T(2Q"-Q')-  ^n'T(3Q'-Q). 

4  4 

Considérons  enfin  le  troisième  satellite.  Il  est  relativement  au 
second  ce  que  le  second  est  relativement  au  premier;  or  nous  venons 
de  voir  que,  Q  et  Q' étant  les  coefGcients  de  sin(/z/  — 2n'/-f-£  — 2£'-hcy) 


(1) 
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dans  les  expressions  de  Bv  et  de  Bv',  l'action  du  premier  satellite  pro- 
duit dans  l'équation  (i')  le  terme 

-^/i'T(2Q'-Q); 

les  coefficients  de  sïn(n't  —  2n"t  -h  s  —  2£'4-  ts)  dans  les  expressions 
de  S/  et  de  Sv"  sont  —  Q'  et  —  Q";  l'action  du  second  satellite  sur  le 
troisième  ajoute  donc  à  l'équation  (i")  de  l'article  VII  le  terme 

m' Cr' 

-+-^/i"T(2Q"-Q'). 

4 

Les  équations  (i),  («'),  (i")  et  (i'")  du  même  article  deviendront  ainsi 

oz=/i  [/-  (o)  -  r^  -  (O,  1)  -  (O,  2)  -  (o,  3)] 

771'FnT 


+  Eï]  ^^'+  [ôTi]  ^"+  [ôU  ^'" T^  (2Q'~  Q), 

o  :=  A'  [/-  (I)  -  q;:]  -  (,,  o)  -  (1,2)-  (I,  3)] 

+  n^^/i+|T:^A'^+r^3nA"+'^'^^'''^(2Q^^-Q^)-^— (2Q'-Q), 

0:z^//[/-(2)-n~|-(2,0)-(2,l)-(2,3)] 

o  =  h"'[f-  (3)  -  rX]  -  (3,  o)  -  (3,  ,)  -  (3,  2)] 
+  [ZZ]  h  +  [  37l]  h'  +  \J^  h". 

On  pourrait  croire  que  les  équations  {k),  (k'),  (k")  et  (k'")  de  l'ar- 
ticle X,  et  qui  sont  relatives  aux  inclinaisons  et  aux  noeuds  des  orbites, 
peuvent,  en  vertu  des  considérations  précédentes,  acquérir  quelques 
termes  sensibles  dépendant  des  carrés  et  des  produits  des  forces  per- 
turbatrices; mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  cela  n'est  pas,  par  la 
seule  inspection  de  l'équation  différentielle  en  z  de  l'article  II. 

« 

XVI. 

En  considérant  avec  attention  la  valeur  de  — r—  donnée  dans  l'ar- 

at 

ticle  XIII,  on  voit  qu'elle  renferme  des  termes  dépendant  des  produits 
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des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites,  et  qui  ont  pour  argu- 
ments les  différences  de  longitude,  des  aphélies  et  des  nœuds.  Ces 
termes  augmentent  considérablement  par  les  intégrations;  mais  je  me 
suis  assuré  qu'ils  restent  toujours  insensibles,  à  cause  de  la  petitesse 
des  masses  des  satellites,  des  excentricités  et  des  inclinaisons  respec- 
tives de  leurs  orbites  ;  je  supprime  par  cette  raison  l'analyse  par 
laquelle  on  peut  les  déterminer.  La  théorie  précédente  embrasse  donc 
toutes  les  inégalités  sensibles  des  satellites  de  Jupiter  qui  dépendent 
de  leur  action  mutuelle  et  des  actions  de  Jupiter  et  du  Soleil.  Quant  à 
l'action  directe  des  planètes  sur  les  satellites,  on  conçoit  aisément 
qu'elle  doit  être  insensible,  et  que  nous  pouvons  la  négliger  sans 
crainte.  II  nous  reste  maintenant  à  réduire  en  nombres  les  formules 
précédentes  et  à  les  comparer  ensuite  aux  observations. 

XVII. 
Valeurs  numériques  des  inégalités  des  satellites. 

Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  déterminées  ci-dessus,  il  faut 
connaître  les  temps  de  la  révolution  des  satellites  et  leurs  moyennes 
distances  au  centre  de  Jupiter.  Suivant  les  Tables,  les  durées  des 
révolutions  périodiques  des  satellites  réduites  en  secondes  sont  : 

s 

Premier  satellite 1 52853 

Deuxième  satellite 806822. 

Troisième  satellite 61 81 53 

Quatrième  satellite i4ii9'i8 

Ces  durées  ont  besoin  de  quelques  corrections;  mais  ces  corrections 
sont  extrêmement  petites  et  n'influent  point  sensiblement  sur  les 
résultats  numériques  suivants.  Les  valeurs  de  n,  n' ,  n'\  n"'  étant  réci- 
proques aux  durées  précédentes,  on  aura 

n'= /i. 0,4981818,  n"=:::  «.0,2472737,  /l'"r=  n  .0,  I060060. 

Pour  déterminer  les  moyennes  distances  «,  a',  a"  et  a",  nous  obser- 
verons que  la  plus  grande  élongation  du  quatrième  satellite  à  Jupiter, 
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réduite  à  la  moyenne  distance  de  Jupiter  au  Soleil,  a  été  observée  par 
Pound,  de  8' 16";  en  supposant  donc  de  3g"  le  demi-diamètre  de 
l'équateur  de  Jupiter,  vu  à  la  moyenne  distance  de  cette  planète  au 
Soleil,  et  en  prenant  pour  unité  ce  demi-diamètre,  on  aura 

a"'=  25,436. 

Il  peut  y  avoir  sur  ce  rapport  de  a'"  au  demi -diamètre  de  Jupiter 
quelque  incertitude  qui  tient  principalement  à  l'évaluation  du  dia- 
mètre de  Jupiter,  mais  elle  ne  peut  influer  sensiblement  sur  nos  cal- 
culs; il  en  résulte  seulement  que  l'unité  dont  nous  faisons  usage  ne 
représente  point  exactement  le  demi-diamètre  de  Jupiter. 

Quant  aux  distances  a,  a'  et  a\  il  est  beaucoup  plus  exact  de  les 
déduire  de  la  valeur  de  a'",  par  les  lois  de  Kepler,  que  de  les  tirer  im- 
médiatement des  observations;  ainsi  nous  préférerons  ce  moyen, 
d'autant  plus  que  nous  voulons  établir  la  théorie  des  satellites  sur  le 
principe  seul  de  la  pesanteur  universelle,  et  n'emprunter  de  l'obser- 
vation que  ce  qui  est  indispensable.  Suivant  ces  lois,  la  moyenne 

distance  a  du  premier  satellite  au  centre  de  Jupiter  est  ^'"w^i  mais 
cette  expression  n'est  pas  rigoureuse,  parce  que  les  forces  perturba- 
trices du  mouvement  des  satellites  troublent  un  peu  les  lois  de  Kepler. 
En  n'ayant  égard  qu'à  la  plus  considérable  de  ces  forces,  qui  dépend 
de  l'ellipticité  du  globe  de  Jupiter,  on  trouve,  par  l'article  III,  que 

les  forces  centrales  des  satellites  m  et  m"  sont  -5(1+  - — ê—)  et 
,,,2  ,  ^   ,        ,„l-^  V  Ces  forces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  vi- 


a'""  v  a" 


tesses  des  satellites  divisées  par  leurs  moyennes  distances  à  Jupiter; 
elles  sont  par  conséquent  dans  le  rapport  des  quantités  «/^^  et  a"'n"'^, 
d'où  l'on  tire,  à  très  peu  près. 

On  trouvera,  au  moyen  des  valeurs  que  nous  donnerons  ci-après,  que 
la  quantité  ^(p  —  ï9)(^ ^2)  est  une  fraction  très  petite  et  au- 
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dessous  de  j^;  nous  pouvons  donc  la  négliger  et  supposer,  confor- 
mément aux  lois  de  Kepler, 

Ces  lois  sont  encore  plus  approchées  relativement  au  second  et  au 
troisième  satellite,  sur  lesquels  l'ellipticité  de  Jupiter  influe  moins 
que  sur  le  premier.  Gela  posé,  on  trouve,  en  partant  de  ces  lois, 

0  =  5,697300,         «'=9,065898,         «"=14,461628,         a*' ^^  25,436000. 

En  comparant  ensuite  les  quatre  satellites  deux  à  deux,  on  trouvera, 
au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  de  l'article  VI,  les  résultats 
suivants  ; 

Premier  et  deuxième  satellites. 

Cf.  =z  0,6284320; 
6K>)  =  2,20291 1 4,  6^'|  =  -  0,5956469, 

6',»  : 


bf^  =  2,258752, 

*',«'  =o,363o89, 
ï 

è^*)  =0,1 06444  ; 

dbf 

— ^  =  1,099553, 

ï_  =  i, 452337, 

d(x 


*'i 


db'-l^ 
doc 


(3)    — 


0,754162, 
0,192260, 

1,749676, 


db'l> 

-1-    =    ,, 084.49. 


Premier  et  troisième  satellites. 


a  =  0,3939598; 


b^'l  =  2,0783860, 
b^l^  =  2,o852o4, 
6^»'  =0,124798, 

2 

6',*'  =  0,014200; 
ï 


(1)  . 


6'»{ 


o,  386 1608, 


^7'  =:  0,419399, 

s 

fe(j»'  =   o,o4iii6, 
ï 
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db'l'        '  d1)\'^ 

-^=0,475958,  ^^  =  i,2o8i4o, 


(3) 


db'^l'  db\ 

^J- =0,681198,  -^=.0,3.9654. 


Premier  et  quatrième  satellites. 

a  ==0,2289857; 
b^'^l  —  i,o25 16446,  6^i|  =  — 0,2225721, 

-"¥  2 

6',«'  =:2,0258i8,  b^l^  ^      0,228337, 

2  2 

è',2' =o,o3844i,  bf—      0,007184, 

-i  2 

U^^  =  o,ooi4i3; 
ï 

dbf  dbl' 

-—?-=  0,237823,  -^*-  =r  1,059549, 


dbf  dbf 

— j^  =  0,350753,  —7^    —  0,097666. 

aa  a<x 

Deuxième  et  troisième  satellites. 

«1=0,6268933; 


b^\   : 

~2 

=  2,20188916, 

%  — 

—  0,5943582, 

2 

—  2,257068, 

b['^  _ 
2  — 

0,751475, 

6',«>  : 
2 

=  o,36o86i, 

'2   

0,190599, 

2 

=  0,105262; 

rfô^o' 

db\'' 

2 

doL 

=:  1,098010, 

1   _ 
doL 

1,743536, 

db\^' 

db[*' 

2_ 

dot. 

—  1,444696, 

2 

do^    ~ 

1,076185. 
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Deuxième  et  quatrième  satellites. 

«  =  0,3564199; 
6'«]  =  2,06408876,  b''\=-  o,35o6665, 

"T  2 

*<,"=:  2,o685oo,  b^l' —      0,874886, 

f  s 

6\^' =  0,100785,  6^"=      0,080021, 

è\*'  =0,009880; 
2 

db^l^  db'l' 

-^=o,4i5ioi,  -^=1,164689, 

db^l^  db'l^ 

-j^  =0,599887,  -^  =0,268278. 

Troisième  et  quatrième  satellites. 

a.  =10,5685496; 
6<«i  =  2,16519882,  b^'\  =-0,5445887, 


s 

=  2,199880, 

feV  = 
2 

0,655817, 

2 

=  0,284298, 

b\''  = 

0,1 85844» 

6<*' 
2 

=:  0,067988; 

dbf 
i 
da. 

=  0,879045, 

db['' 
2    

1,546124, 

db\*' 

db\^^ 

ï 

=  1,190611, 

2    

0,812999, 

XVIII. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  de  l'article  IV,  j'ai  trouvé 
les  expressions  suivantes  des  perturbations  réciproques  des  satellites, 
dans  lesquelles  les  masses  m,  m',  m"  et  m'"  sont  rendues  dix  mille  fois 
plus  grandes. 

OEuvreade  L.  —  W.  5l 
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Premier  satellite. 

èr:=      0,000466995 m' cos    {nt  —  n' t -\- s  —  ê') 

—  0,09968077    m' cos 2 {nt — n' t -\- e — s') 

—  0,000408870 m'  cos 3{nt  —  n' t  -i-  e  —  e' ), 

èç=—  60", 687  m'sin  {nt  —  n' t  ^  e  — e') 
-i-7i85",o5  m' sin2{nt  — n' t -^  £  — e') 
-+-      22",94o7    m'  s\n3{nt  —  n' t -\- e  —  £'). 

Deuxième  satellite. 

èr'=  0,06128288  m  cos  {nt  —n't-\-e  —s') 
-H  0,0005917397  m  cos2(/if  — n't'^t  — e' ) 
+  0,0001 899406 /n  cos3(«i  —  n' t -\- t  —s.') 
4- 0,0007 32 1874 m" cos    (n'«  —  n'7 +  £'—£") 

—  0,0879880       m"cos2{n't  —  n"t  +  e'—  e") 

—  0,000633909 1  m" cosS {n't  —  n"l  4-  e'  —  e" ), 

ôp'=:— 2279",4o  m  sin    {nt  —  n' t -h  e  —  s' ) 

—  17", 0497      m  sin  2  {nt  —  n' t -]^  e — e' ) 

—  3",  4090      m  sin  5  {nt  —  n't-{- e  ~  s') 

—  69",  766  m"sin  {n't  —  n"t-he'—e") 
+  8979",  83  m"sin2{n't— n"t^£'—e") 
-H      22", 821        m"sinS{n't  — n"t '}-£'— e"). 

Troisième  satellite. 

ôr'=:  0,0414926  m' cos  {n't  —  n"t-{-e'  —  e") 
4-0,000917144  fn'  cos2{n' t  —  n" t  4- s'  —  e"  ) 
4-  0,000217082  m'  cos3(/i'f  —  n"t  -{-  e'  —  e") 
4- 0,0007621007 m"' cos  {n"t  —  n"'t -h  £"—£'") 

—  0,004497 1 2  m'" cos  2  (  n"  t  —  n'H  4-  e"  —  e'" ) 

—  0,00089794     m'"  cos  3  (  «"  i  —  n!H  4-  e"  —  £"  ), 

0^"  =  — II 80% 83         m' sin    («'i  —  n"f  4- e' —  s") 

—  16", 6089     m' sin2{n't—n"t-^£' —  £!') 

—  3", 3067     m' s\nZ {n't —n"t-\-£' —  £') 

—  34%4io8  w'^sin  {n"  t  — n"  t^  £" —t") 
+  ii7%36o  m''sin2{nU—tft^  £"—£") 
4-        8",24894   m!"  sinl{n''t~n"'t-\- £"—£"). 
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Quatrième  saLellite. 

Sr''=  0,00317919  m"  cos  {n"t  —  nl^t -^-t"  —  t") 
4-  0,000578864 /n"  cos  2  (/i '7  —  n^t  -^-t'—t") 
+  O,oooi36i39m''cos3(n'7—  n"'t  -t-  e'—  e*), 

dp''=r— io%375         w"sin    («'7  —  «"/ +  e"— s")      - 

—  5",  170        /?i"sin2(/i'7  — «*i  +  e"— £'") 

—  i",078         m"s\nZ{n"t-n"'t+z"—z"'). 

Je  ne  donne  ici  que  les  inégalités  produites  par  l'action  des  satel- 
lites voisins,  et  je  néglige  les  inégalités  produites  par  les  actions  réci- 
proques du  premier  et  du  troisième,  du  premier  et  du  quatrième,  enfin 
du  second  et  du  quatrième.  Il  est  facile  de  déterminer  toutes  ces  iné- 
galités par  ce  qui  précède,  mais  je  me  suis  assuré  qu'elles  sont  insen- 
sibles et  qu'elles  ne  feraient  que  compliquer  les  Tables,  sans  leur 
donner  plus  de  précision. 

Pour  avoir  les  résultats  précédents,  il  était  nécessaire  de  connaître 
d'une  manière  approchée  la  valeur  de  p  —  ^9  qui  entre  dans  les  expres- 
sions de  N,  N',  N"  et  N'".  J'ai  supposé 

p  — -29  =  0,0194222; 

on  verra  ci-après  que  cette  valeur  est  suffisamment  approchée  pour 
que  l'erreur  dont  elle  est  susceptible  n'ait  aucune  influence  sensible 
sur  les  déterminations  précédentes. 

Les  inégalités  des  satellites  de  Jupiter,  dépendantes  de  leur  élonga- 
tion  mutuelle,  ont  été  déjà  déterminées  par  plusieurs  géomètres  et 
spécialement  par  MM.  Bailly  et  de  la  Grange.  Leurs  résultats  diffèrent 
un  peu  des  précédents,  ce  qui  tient  en  partie  à  ce  qu'ils  ont  employé 
pour  a,  a'j  a"  et  a""  les  valeurs  que  M.  de  Gassini  a  trouvées  par  les 
mesures  directes  des  distances  des  satellites  au  centre  de  Jupiter  et 
surtout  à  ce  qu'ils  n'ont  point  eu  égard  à  la  différence  des  valeurs 
de  N,  N',  N"  et  N'"  aux  quantités  correspondantes  n,  n',  n"  et  /i*;  cette 
différence  est  fort  sensible  dans  les  inégalités  des  deux  premiers 
satellites,  comme  nous  l'avons  observé  dans  l'article  V.  En  faisant 
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aux  résultats  de  M.  Bailly  les  corrections  dues  à  cette  différence,  ils 
se  rapprochent  beaucoup  des  résultats  précédents,  que  j'ai  calculés 
avec  soin  et  de  l'exactitude  desquels  je  crois  pouvoir  répondre. 

XIX. 

Considérons  maintenant  les  inégalités  dépendantes  des  excentri- 
cités des  orbites.  Les  termes  de  Sç',  Bv'  et  Bi^"  dépendants  de  l'angle 

nt~  2n't-\-£  —  2E' -\-/t  4-  r 
sont,  par  l'article  XV, 

dv  =Q  sin{nt  —  2n't-hB  —  2e'-]-ft  +  T), 
ôv'  =  Q'  s'm{nt—  2n' t -h  e  — 2s' -hft -hT), 
èv''=Q"sm{nt—  2n't  +  E  —  2z'-\-ft  +  T). 

Nous  avons  donné  dans  l'article  VIII  les  expressions  de  Q,  Q'  et  Q"; 
elles  dépendent  des  valeurs  de  F,  G,  F'  et  G';  or  on  a,  par  l'article  V, 

F  =  a^  ~r 1 -,  aB(*^ 

aa  n  —  n 

àa'         a*        n  —  n!  \  a}  ) 

d'où  l'on  tire,  par  l'article  VI, 

\ 

dot. 

db\'^ 


G  =  -^«  _X.__^L±J^è(i).-      3/i'-rt 


doc         n  —  /î'    Y         ("■ — n')a} 
,        db'l^        db'l^ 

en  substituant  donc  pour  a,  6^'»  ^±'>  -^  ^^  -^  X&uts  valeurs  numé- 
riques trouvées  ci-dessus,  on  aura 

F  =  1,482966,        G  =  —  0,855700. 
On  trouvera  de  la  même  manière 

F'=  1,466091,        G'  =  — o,8548i45. 
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Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  de  Tarticle  VIII,  on  aura 

_  ,16,8128/1  —  6,09662^' 


y  -^  973254V 


-^, 18,2797^  —  4,81543^'         „4>ï252oA' — 1,50782/t' 


Q'=-/n 


('"^973254")  ('"^973254") 

,  3,24237A'— 1,18513^*^  ^ 

('"^5^3^54^; 


On  déterminera  les  quantités  /,  h,  h',  h",  h'"  au  moyen  des  équa- 
tions (I)  de  l'article  XV.  Pour  cela,  nous  observerons  que  la  plupart 
des  astronomes  supposent  p  =  ^;  en  faisant  ensuite  ^ç  =  j^,  on  aura 

p-ï?— 3T0; 

mais,  vu  l'incertitude  qui  peut  exister  sur  cette  valeur,  nous  suppo- 
serons 

p-^^=35;^' 

{JL  étant  une  indéterminée  que  nous  déterminerons  dans  la  suite.  Cela 
posé,  on  aura,  par  les  formules  de  l'article  VII, 

(0)=r  259072",  62  jLl,  (l)  =50971  %  27  fZ, 

(2)=     9942',67fx,        (3)=    i377',82fx. 
On  aura  ensuite 
[^  =  33",  46,         [^  =  67',  16,         [T]=i35',3i,         [T]r=  3i5',64. 

On  trouvera  encore 

(o,  i)  =  i2893'',96/n',  (o,  2)  =  i685',25m",  (0,3)=   248', 38 m^ 

(i,o)  =  io22i',52m,  (  1,2)  =  6337%  75 /n',  (i,3)=   584',4om', 

(2,0)=    1057',77/n,  (2,  i)  =  5oi8',oi/n',  (2,  3)  =  1907',  14/»', 

(3,0)=      ii7%55m,  (3,  i)=    348%89m',  (3,  2)  =  i438',02m'. 
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Enfin,  on  aura 

|o,  1 1  =  9554% 90/n',  jo,  2|=:    8 12", 96 m",  |o,  3|=     69",  10 m"', 

[773] -7574% 52 m,  [772]==  4686", 58 /w",  \TJ]=   256",o6m'% 

|2,  o|  —    5io",26/n,  [2,  1 1  =  3yio",6ym',  [^73]  =  1294", 22m'", 

[370]=      32",  70  m,  [3rr|—    i52",87m',  [37^—  976",  87  m". 

Les  équations  (I)  de  l'article  XV  deviendront  ainsi 

)  o=:A(/— 259072",62/uL-33",46  — i2893",96m'— i685",25m"— 248",38m'') 

^9554",9om'A'+ 8i2",96m"/i" 

„  „          ,,„,         ,j  263465"/» +  i6678i"m^ 
69",  \orw' h   —  m  h — 


973254" 


95537"m  +  60478"/»^— 8i843"m"         299 1 5"  m^  m"  A" 


973254";  V        973254" 

oz=/i'(/—5o97i",27fji  —  67",i6  —  io22i",52m  — 6337",  75m"— 584",4om'') 
+  7574", 52  mA  -f-  4686",  58 m"  A"  +  256",  06 m!" h'" 
'j^'jZ&'m  +  47943"  m^—  6488o"w" 


973254". 
27463"  m2+  i7385"mm^—  47o54"mm"+  3i682"m^m"+  2oi54"m" 

'+973254". 


^^    ^^  —  8599",37?i  +  ii58o"m^+7366,7m" 
in  II  ^  /•       \  o  ' 

1+    -' 


973254". 

o  =  /i''(/  — 9942",67^— i35",3i  — io57",77m— 5oi8",oi/w'— i907''i4m'') 

+  5io",26mA  +  37 10",  67/»' A' +1294",  22  m'"  A'" 

i8777"mm^A  68o8",6m  —  9i68",9m^— 5832",7m" 

/       \'-'       "^  (  f 

'  ^  ^P^"/  V  "^  973254" 

,,„335I",4/?^'4-2I3I",9m" 
m  h" ; j 

1+        ^ 


973254", 

o  =r  A"'(/- i377",82pL  -  3i5",64  — I  i7",55m- 348",89m'- i438",o2m") 
+  32",  70mA  +  1 52", 87 m' A' H-  975", 87m" A". 
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Lorsque  les  masses  m,  m\  m",  m!"  et  la  quantité  \l  seront  connues,  on 
aura,  en  résolvant  ces  équations,  quatre  valeurs  do /et  les  rapports 
correspondants  des  indéterminées  h,  h',  h",  h"  à  l'une  de  ces  indéter- 
minées qui  sera  arbitraire.  Ces  quatre  systèmes  de/,  h,  h\  A",  A"' don- 
neront autant  de  valeurs  pour  Q,  Q'  et  Q". 


XX. 

Les  inégalités  des  satellites  dépendantes  de  l'action  du  Soleil  ont 
été  déterminées  dans  l'article  IX.  L'expression  de  ^v  trouvée  dans 
cet  article  renferme  d'abord  le  terme 

iiM*   .    ,      .        ,,  ^  .  , 

Q     ■  sn\{int—  2M^-i-2e  —  2A). 
o  n 

M 

La  fraction  —  est  égale  au  quotient  de  la  durée  de  la  révolution 

sidérale  du  satellite,  divisée  par  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de 
Jupiter.  Dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1786  ('),  j'ai 
trouvé  le  moyen  mouvement  sidéral  de  Jupiter  égal  à  109 181",  5  dans 
l'intervalle  de  365  jours,  ce  qui  donne  8,5782625  pour  le  logarithme 
de  la  durée  de  sa  révolution  sidérale,  réduite  en  secondes.  Au  moyen 
de  cette  valeur  et  des  durées  des  révolutions  sidérales  des  quatre 

satellites,  que  nous  avons  données  dans  l'article  XVII,  on  déterminera 

1 1 M^ 
le  coefficient  -0— r'  que  l'on  réduira  en  secondes,  en  le  multipliant 

par  le  rayon  du  cercle,  réduit  en  arc,  ou  par  57°i7'44",8;  on  trouvera 
ainsi 

Premier  satellite "«"F  —  o^o4729, 

II  M' 
Deuxième  satellite -0— tt  =  o",  iqo54, 

Il  M* 

Troisième  satellite q-  „,  =  o",  77888, 

on 

II  M* 
Quatrième  satellite. . . .      „   y.-  =r  4', 20814. 

o/l 

(*)  Ci-dessus,  p.  234. 
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L'expression  de  Sç»  de  Tarticle  IX  contient  encore  le  terme 

—  qM^h 

n  (  2  M  4-  JN  —  /i  —  /)  *'  ' 

Ce  terme  n'est  sensible  que  pour  le  troisième  et  le  quatrième  satellite, 
et  Ton  peut  y  supposer  n  — /=  N,  ce  qui  le  réduit  au  suivant 

~~^     /îsin(«^  — 2  Mf  4-/^  +  6 —  2A +  r). 


On  a  ensuite 


2/Z 


Premier  satellite —  =  o,ooi8375, 

in  ' 

Deuxième  satellite ^—,  =  o,oo36884, 

2/l' 

Troisième  satellite ^—77  =  o,oo743io. 

Quatrième  satellite —^  =  0,017334. 

Enfin,  l'expression  de  ^ç  de  l'article  IX  contient  le  terme 

—  Esin(Mf4-A-B). 
n 

Nous  avons  vu,  dans  l'article  XIV,  que,  relativement  aux  trois  pre- 
miers satellites,  ce  terme  est  modifié  par  leur  mouvement  de  libra- 
tion,  et  nous  avons  déterminé  ce  qu'il  devient  pour  chacun  d'eux. 
Cela  posé,  si  l'on  fait  usage  de  la  valeur  de  E,  que  j'ai  trouvée,  dans 
nos  Mémoires  pour  l'année  1786  ('),  égale  à  0,0480767  pour  le  com- 
mencement de  1750,  on  aura  les  expressions  suivantes  de  l'inégalité 
des  satellites  dépendante  de  l'angle  M/  -+-  A  —  B  : 

Premier  satellite 12",  148  (  1+       _      ,^  )  sin(M/  +  A  —  B), 

^        .,  .,.  ,„  of^r  r  qa' mbkn'^      ~\       .     .,,  .        _. 

Deuxième  satellite —       24",384    i— 5 — ^,,„„ — ^-w^\    sin(Mi  +  A  — B), 

^     .  .,                ,,.                   /   I,       ^  r                3a" mbkn'^       ~\    .    ,-^r         a       t»v 
Troisième  satellite 49  ,126    1-+-  ^ jr-^j^. — t-tk    sm(M<  + A  — B), 

Quatrième  satellite. . .     ii4",594sin(M^  + A  —  B). 
(*)  Ci-dessus,  p.  236. 


(L') 
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Ces  inégalités  varient  avec  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter;  mais 
ces  variations  sont  insensibles  dans  l'intervalle  d'un  ou  deux  siècles. 

XXI. 

Déterminons  les  inégalités  du  mouvement  des  satellites  en  latitude. 
Les  équations  (L)  de  l'article  X  deviennent 

/  o  =  (259072",  62^  4-  33%  46  +  12893",  96 m'-h  1 685",  25 m" -F  a48",38m*')v 

—  12893",  96/n'v'—i685",25m"y"—  248",  38  m"' y'"—  33", 46, 

O=zi(5o97i",27/:jn-67",i6  +  i022i",52/n4-6337",75m"+584",4o/n'')v' 

—  io22i",52/nv  —  6337",75m"v"—  584",4o/n*v"'—  67'",i6, 

0=:  (9942", 67  jx  -+■  i35",  3i  4-  1057", 77  m  H-  5oi8",oim'+  igo-^",i^ni"')v" 

—  1057", 77mv  —  5oi8",oi  /n'v' —  igoy",i^m"'v"' —  i35",3i, 

o  =  (i377",82/jn-3i5",64  +  ii7",55m  +  348",89/n'+i438",02m")v'* 
\         —  I  i7",55mv  -  348",89/n'v'—  i438",o2m"v"-  3i5",64. 

Les  équations  (k),  (k'),  (k")  et  (k'")  de  l'article  X  deviennent 

o=r(9r— 259072",  62^1  — 33",46  — 12893",  96m'— 1685",25  m"— 248",38m"')/ 
H-  1 2893", 96 m'/'  +  1 685", 25 m" l"  +  248", 38 m" l", 

o  =  (^-5o97i",27/jL  —  67,"i6  — 10221",  52  m  — 6337",75/«"-584",4o//<'")/' 
+  io22i",52/n/-4-6337",75/n"/"H-584",4ow'"r, 

(M'){ 

|or3:(<7  — 9942",67/JL— i35",3i  — To57",77/n  — 5oi8",oim'— i907%i4/n'')r 

-1-1057",  77  w/+5oi8", 01 /^i'/'+i907",i4wT, 

o=r=(<7-i377",82/jL  — 3i5",64  — ii7",55m  — 348",89m'-i438',02m')/' 
-l-ii7",55/n/+348",89/n'/'-+-i438%o2m"/". 

Lorsque  les  masses  m,  m' ,  m"  et  m'"  seront  connues,  on  aura,  au 
moyen  des  équations  (L'),  les  valeurs  de  v,  v',  v"  et  v'".  Si  l'on  ne  con- 
sidère que  la  partie  de  la  latitude  des  satellites,  qui  dépend  de  l'incli- 
naison W  de  l'équatcur  de  Jupiter  sur  son  orbite,   on  aura,  par 

l'article  X, 

s  =(1  — v)  ^sin(nf    -h  e  —I), 

s'  =(1  — v')^sin(n'^  +  e'  —I), 
5"  rz:  (I  -  v")  Wsin(/i"<  -4-  e"  —  I), 
s"  =  {\  —  ^f'')W Hn^n" t  ^  t"  —  \). 
Œuvres  de  L.  —  XI.  5a 
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Ces  valeurs  de  s,  s,  s",  s'"  sont  les  mêmes  que  si  les  satellites  m,  m\ 
m"  et  m'"  étaient  mus  sur  des  plans  situés  entre  l'orbite  et  l'équateur 
de  Jupiter,  passant  par  l'intersection  commune  de  ces  deux  derniers 
plans  et  respectivement  inclinés  à  l'équateur  de  Jupiter  des  quantités 
v"^,  VW,  V'W  et  v'"^.  On  peut  donc  concevoir  les  orbites  des  satel- 
lites comme  étant  mues  sur  ces  plans  qui,  dans  les  variations  de  l'or- 
bite et  de  l'équateur  de  Jupiter,  passent  constamment  par  leur  com- 
mune intersection  et  dont  les  inclinaisons  sur  l'équateur  sont  toujours 
proportionnelles  à  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'orbite  de  Jupiter. 
Les  équations  (M')  donnent  quatre  valeurs  différentes  pour  q;  de 
plus,  elles  déterminent  les  rapports  correspondants  des  indétermi- 
nées /,  /',  /"  et  l'"  à  l'une  de  ces  indéterminées,  qui  reste  arbitraire.  De 
ces  valeurs  de  q  dépendent  les  mouvements  des  orbites  des  satellites 
sur  les  plans  dont  nous  venons  de  parler,  comme  nous  le  verrons  en 
discutant  la  théorie  particulière  de  chaque  satellite. 

XXII. 

Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  périodiques  du  mouvement 
des  satellites  en  latitude,  déterminées  dans  l'article  XI,  nous  y  sup- 
poserons 

N  +7  =  n, 

N'  +  7  =  n', 

N''+  q  —  nJ'y 

ce  que  l'on  peut  faire  sans  craindre  aucune  erreur  sensible  ;  on  trouve, 
cela  posé,  .   ,    . 

s  =z  0,0034876m' (/' —  /)  sin(3«^  —  ^n' t  +  3e  —  4s'  —  Çt  -t- A) 

—  o,oooi53i2(L' —  /)  sin{nt  —  aMf  -i-  s  —  2X  —  qt  -+-  A), 

s'  =  [0,0027648m  (/  —  ^')  -r-  o, 00 17068 m" (f  —  l')]s,in{2nt  —  Sn' t  -{-  2£  —  3e'  —  ^^  -+-  A) 

—  0,00030737 {V  —  l' )  s,in{n' t  —  2M t  -h  s'  —  2 A  —  qt-h  A), 

s"=  o,ooi55i^m' {l'  —  l")  sin{2n' t  —  3 n" t  -i-  2£'  —  3t"'  —  qt  -+-  A) 

—  0,00061925  (L'—  l")  sin{n"t  —  2Mt  +  e"—  2  A  —  qt  +  A), 

5"--=-  o,ooi!i/i(i6{L'  —  r)  sinin" t  -  2Mt  -i-  e" -  2  A  —  qt  ~h  A). 
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Les  inégalités  que  nous  venons  dp  déterminer  renferment  les  cinq 
inconnues  [Jt.,  m,  m',  m\  in"'\  l'évaluation  de  ces  inconnues  est  un  des 
points  les  plus  intéressants  de  la  théorie  des  satellites.  Cette  évalua- 
tion et  celle  des  inégalités  qui  en  dépendent  sont  l'objet  de  la  seconde 
Partie  de  cet  Ouvrage. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1789;  1792. 


SECONDE  PARTIE. 

THÉORIE   ASTRONOMIQUE    DES    SATELLITES    DE   JUPITER. 

J'ai  donné,  dans  le  Volume  de  l'Académie  pour  l'année  1788,  une 
théorie  des  satellites  de  Jupiter.  La  longueur  de  cet  Ouvrage  m'a 
obligé  d'en  renvoyer  la  suite  à  l'un  des  Volumes  suivants.  Je  l'avais 
communiquée  à  M.  de  Lambre,  qui  l'a  prise  pour  base  d'un  immense 
travail  sur  les  satellites  de  Jupiter,  d'où  sont  résultées  les  nouvelles 
Tables  de  ces  astres,  imprimées  dans  la  dernière  édition  de  V Astro- 
nomie de  M.  de  la  Lande.  M.  de  Lambre  se  proposait  de  publier  cette 
suite  avec  ses  recherches  qu'il  voulait  perfectionner  encore;  mais, 
ayant  été  chargé  par  l'Académie  de  mesurer,  conjointement  avec 
M.  Méchain,  l'arc  du  méridien  terrestre  qui  doit  donner  la  mesure 
universelle,  il  ne  pourra  de  longtemps  s'occuper  de  la  théorie  des 
satellites.  C'est  ce  qui  me  détermine  à  publier  ici  la  suite  de  mon 
travail,  en  y  substituant  aux  résultats  numériques  que  j'avais  trouvés 
les  résultats  plus  exacts  que  M.  de  Lambre  a  tirés  de  la  discussion 
d'un  très  grand  nombre  d'observations,  et  qu'il  a  bien  voulu  me 
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communiquer.  Je  conserverai  toutes  les  dénominations  et  l'ordre  des 
articles  de  mon  premier  Mémoire  dont  celui-ci  est  la  suite. 

XXIII. 

Détermination  des  masses  des  satellites  et  de  l' aplatissement  de  Jupiter. 

Pour  déterminer  ces  inconnues,  il  faut  cinq  données  de  l'observa- 
tion. Nous  prendrons  pour  première  donnée  l'inégalité  principale  du 
mouvement  du  premier  satellite,  inégalité  que  M.  de  Lambre  a  fixée 
k  3'39"  en  temps.  Pour  la  convertir  en  secondes  de  degré,  il  faut  la 
multiplier  par  la  circonférence  entière  ou  par  1296000",  et  la  diviser 
par  la  durée  de  la  révolution  synodique  du  satellite,  durée  que  M.  de 
Lambre  a  trouvée  de  i52  9i5",945i952o56.  On  aura  ainsi  1 856", 08. 
Cette  inégalité,  par  l'article  XVIIl,  est  égale  à  7185", o5 m',  d'où  l'on 

tire 

/n'=:  0,258325. 

Nous  prendrons  pour  seconde  donnée  l'inégalité  principale  du 
second  satellite  que  M.  de  Lambre  a  fixée  à  i5'i5",3  en  temps.  Pour 
la  réduire  en  secondes  de  degré,  on  la  multipliera  par  1296000",  et 
l'on  divisera  le  produit  par  la  durée  de  la  révolution  synodique  du 
second  satellite,  durée  que  M.  de  Lambre  a  trouvée  de 

807  078",  7802548007. 

On  aura  ainsi  3863", o;  mais,  par  l'article  XVIII,  cette  quantité  est 
égale  à  2279", 40^  +  3979",  83m",  en  réunissant,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  l'article  V,  les  deux  termes  de  ^v'  qui  dépendent  des  angles 
nt  —  n't  -\-  z  —  £'  et  2.n't  —  2n"t  -h  21'  —  21".  On  aura  donc 

2279",  4o  m  +  8979",  83  m"  =  3863",  o, 

ce  qui  donne 

m  =  1 ,  694745  —  1 ,  745999  "^"' 

La  troisième  donnée  dont  nous  ferons  usage  est  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  de  l'abside  du  quatrième  satellite,  mouvement  que  les 
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observations  ont  donné  à  M.  de  Lambre  de  254o",35.  Nous  suppose- 
rons donc/—  2540", 35  dans  la  dernière  des  équations  (Q)  de  l'ar- 
ticle XIX,  qui  devient  ainsi 

(  o=r2224',7i  — i377",82fx  — ii7",55m  — 348",89m'-l438^02/n'' 

(^)     i  h  h'  h" 

(  +32,70/n^  -+-i52",87/n'^-j-975",87/n"^. 

Pour  réduire  cette  équation  à  ne  renfermer  que  les  indéterminées  fx, 

h     h'     h" 

m,  m",  il  faut  en  éliminer  les  fractions  jw,^  -tb y  tj^-  l>2i  comparaison  d'un 

grand  nombre  d'éclipsés  du  troisième  satellite  avec  la  théorie  m'a  fait 
voir  que  son  mouvement  renferme  deux  équations  du  centre,  très 
distinctes,  dont  l'une  se  rapporte  à  l'abside  du  quatrième  satellite. 
M.  de  Lambre  a  fixé  cette  équation  à  809",  i,  et  il  a  trouvé  l'équation 
du  centre  du  quatrième  satellite  égal  à  3o63",2;  on  a  ainsi 

h"         3oq",  I  ^ 

F==3-^ë3%-2==°'^^"907^- 

h  h' 

On  déterminera  j^  et  p^  âu  moyen  des  deux  premières  des  équa- 
tions (Q)  de  l'article  XIX;  mais  il  faut  pour  cela  connaître  d'une 
manière  approchée  les  valeurs  de  p.,  m,  m"  et  m'".  Or  on  a,  à  très  peu 
près,  comme  on  le  verra  bientôt, 

|x  —0,692967, 
m  =:  o, i84i3o, 
m"  — o,  865 188, 
m"=  0,560989.   ■ 

Ces  valeurs  ont  une  exactitude  plus  que  suffisante  pour  la  détermi- 

h  h' 

nation  des  fractions  -p  et  p-,,  qui  n'ont  qu'une  très  petite  influence 
sur  les  résultats  suivants.  La  première  et  la  seconde  des  équations  (Q) 

donnent  à  fort  peu  près,  en  y  substituant,  au  lieu  de  /,  (x,  m,  m\  wT 

h" 
et  pi  leurs  valeurs  précédentes, 


h  h' 

p—Oy  oo3o527,         ^  —  o ,  02 1 38o. 
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h" 
En  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  m'  et  de  ^>  dans 

l'équation  («),  elle  deviendra 

o  =  i936",37  -  i377",82/ji  -iif,^^m  —  i  i34",5om". 

En  substituant  ensuite  pour  m  sa  valeur  trouvée  ci-dessus,  en  m'\  on 

aura 

m"  =  1 ,  706793  —  1,2 14473  fJi. 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'expression  de  m  en  m",  donne 

OT  =  —  1 ,  285334  4-2,1  20469  [t.. 

La  troisième  des  équations  (Q)  de  l'article  XIX  nous  fournira  une 
quatrième  équation  pour  déterminer  les  inconnues  a,  m,  m"  et  m'". 

h      h'         h" 

En  la  divisant  par  h'\  et  en  y  substituant,  au  lieu  de  m\  ^/'  ^  ^t  ^j 
leurs  valeurs  précédentes,  on  aura 

o  =  122",  93  —  ioo3",  29fz  —  127",  85m  —  23",  24m"  +  i  loi",  87  m"'. 

Au  lieu  de  m  et  de  m",  mettons  leurs  valeurs  en  (x,  nous  aurons 

o=:247",59  — i246",i7/x  +  iioi",78m'% 

d'où  l'on  tire 

m"'  =  — 0,2247182  +  i,i3io52|jL. 

L'exactitude  de  cette  équation  dépend  de  la  valeur  2A",  c'est-à-dire 
de  l'équation  du  centre  du  troisième  satellite  qui  se  rapporte  à  l'ab- 
side du  quatrième;  c'est  la  quatrième  donnée  que  nous  empruntons 
des  observations  qui  la  fixent  avec  assez  de  précision  pour  qu'on 
puisse  l'employer  avec  avantage  dans  la  recherche  des  masses  des 
satellites. 

Enfin,  nous  prendrons  pour  cinquième  donnée  de  l'observation  le 
mouvement  annuel  et  sidéral  du  nœud  de  l'orbite  du  second  satellite 
sur  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter,  mouvement  que  M.  de  Lambre 
fixe  à  43  25o";  nous  supposerons  ainsi,  dans  la  seconde  des  équa- 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  il9 

lions  (M')  de  l'article  XXI,  ç^  =  43  25o",  et  elle  deviendra 

o  — 43i82',84  — D097i",27jji  — io22i%52/n  — 6337%75/n''— 584",4o/n" 

(M 


io22i",52/n^+6337",75m"^  4- 584",  4o /n*' ^ . 


Pour  faire  usage  de  cette  équation,  il  faut  connaître  d'une  manière 

approchée  les  fractions  77'  7 '  77;  or,  si  dans  la  première,  la  troisième 

et  la  quatrième  des  équations  (M')  de  l'article  XXI,  on  substitue  pour 
<7,  (ji,  m,  m',  m"  et  m!"  leurs  valeurs  précédentes  approchées,  on  aura, 
en  divisant  par  /',  trois  équations  du  premier  degré  entre  les  quan- 

l    l"    l" 
tités  j,-,  j,  j;  et,  en  les  résolvant,  on  trouvera,  avec  une  exactitude 

suffisante, 

l  i"  '  r 

-77  ^=0,023 1 83,         ^  =r  —  o , o386oo,         -^=—0,0010488. 

L'équation  {h)  devient,  au  moyen  de  ces  valeurs, 

o  =  43 182", 84  —  50771  ",27^  -  9984% 55 m  —  6582", 39 m"-  585", 01  m". 
En  substituant  pour  m,  m"  et  m!"  leurs  valeurs  en  pi,  on  aura 

o  =  449 12",  69  —  648 10",  7  5 /x, 
ce  qui  donne 

fXzir  0,692982 

et,  par  conséquent, 

/n  =:  o,i84ii3,         m" zzr  o , 865 1 85,        m'^^z  0,5590808. 

On  peut,  avec  ces  valeurs,  recommencer  tous  les  calculs  que  nous 
venons  de  faire  et  en  tirer  des  valeurs  encore  plus  approchées  de  ces 
inconnues;  mais  le  peu  de  différence  d'avec  celles  que  nous  avons 
supposées  rend  ce  calcul  parfaitement  inutile. 

Les  données  les  plus  précises  pour  connaître  les  quantités  précé- 
dentes seront  les  mouvements  des  nœuds  et  des  absides  des  orbites 
des  satellites,  quand  la  suite  des  siècles  les  aura  fait  connaître  avec 
exactitude.  M.  Maraldi  avait  trouvé,  par  la  comparaison  des  éclipses 
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du  troisième  satellite,  que  l'inclinaison  de  son  orbite  est  assujettie  à 
une  variation  dont  la  période  est  de  182  ans;  M.  de  Lambre  a  trouvé 
cette  période  d'environ  iSg  ans.  En  adoptant  les  valeurs  précédentes 
des  masses,  on  trouve  cette  même  période  de  i34  ans;  le  milieu  entre 
les  résultats  de  MM.  Maraldi  et  de  Lambre  nous  aurait  donc  conduit  à 
peu  près  aux  mêmes  valeurs  que  nous  venons  d'obtenir  pour  (ji,  m, 
m!'  et  rrî" \  mais  l'équation  du  centre  que  le  troisième  satellite  em- 
prunte du  quatrième  paraît  être  jusqu'ici  une  donnée  de  l'observa- 
tion plus  précise  que  la  période  des  variations  de  l'inclinaison  de 
son  orbite. 

La  quantité  [x  détermine  l'aplatissement  de  Jupiter;  pour  cela  nous 
observerons  que  l'on  a  par  l'article  XIX 

En  substituant  pour  pi  sa  valeur  précédente,  on  aura 

p  — i9  =  o>o2i77944. 

Pour  déterminer  9,  soient  t  le  temps  de  la  rotation  de  Jupiter,  T  celui 
de  la  révolution  périodique  du  quatrième  satellite,  on  aura  à  très  peu 
près 

On  a,  par  l'article  XVII, 

a!"—  25,436 

et,  par  les  nouvelles  déterminations  de  M.  de  Lambre, 

T  =  1441931*. 

La  rotation  de  Jupiter  est,  suivant  M.  de  Gassini,  de  g'' 56'°=  35760*; 

partant 

9  —  0,098797, 

ce  qui  donne 

p  =  0,071 17794. 

Le  rapport  des  axes  de  Jupiter  est,  par  l'article  III,  égal  à  ^~p  et, 
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par  conséquent,  il  est  égal  à  o.gSoS  =  f ^  à  peu  près.  Ce  rapport  a  été 
mesuré  avec  beaucoup  de  soin,  en  différents  temps;  le  milieu  entre 
les  diverses  mesures  est  j|  ou  0,929,  ce  qui  ne  diffère  du  résultat  pré- 
cédent que  d'une  quantité  insensible;  mais,  si  l'on  considère  l'in- 
fluence de  la  valeur  de  [/.  sur  les  mouvements  des  nœuds  et  des  absides 
des  orbites  des  satellites,  on  voit  que  le  rapport  des  axes  de  Jupiter  est 
donné  par  les  observations  des  éclipses  avec  plus  d'exactitude  que 
par  les  mesures  les  plus  précises.  L'accord  de  ces  mesures  avec  le 
résultat  de  la  théorie  nous  montre  d'une  manière  sensible  que  la 
pesanteur  vers  Jupiter  se  compose  de  toutes  les  pesanteurs  vers  cha- 
cune de  ses  molécules,  puisque  les  variations  dans  la  force  attractive 
de  Jupiter,  qui  résultent  de  cette  supposition  et  de  l'aplatissement 
observé  de  Jupiter,  représentent  exactement  les  mouvements  des 
nœuds  et  des  absides  des  satellites. 

Rassemblons  maintenant  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver. 
Si  l'on  divise  les  valeurs  de  w,  //z',  m\  m'"  par  10  000,  on  aura,  par 
l'article  XVIII,  les  rapports  des  masses  des  satellites  à  celle  de  Jupiter, 
et  ces  rapports  seront  : 

Premier  satellite 0,00001841 13 

Deuxième  satellite o  ,oooo258325 

Troisième  satellite o-,oooo865i85 

Quatrième  satellite 0,00005590808 

et  le  rapport  des  axes  de  Jupiter  est  celui  de  67  à  72. 

Après  avoir  ainsi  déterminé  l'aplatissement  de  Jupiter  et  les  masses 
de  ses  satellites,  nous  allons  reprendre  l'évaluation  en  nombres  de 
leurs  inégalités  séculaires  et  périodiques. 

XXIV. 

Des  excentricités  et  des  absides  des  satellites. 

Les  excentricités  des  orbites  des  satellites  et  les  mouvements  de 
leurs  absides  dépendent  de  la  résolution  des  équations  (Q)  de  l'ar- 
ticle XIX.  Si  l'on  y  substitue  pour  [x,  m,  m',  m"  et  m"  leurs  valeurs 
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précédentes,  elles  deviennent 


(Q') 


0  = 


0  =  + 


+ 


+ 


/- 184493",  9  - 
2468",  2  - 

7o3%  36  - 

/- 43089",  4o- 
i394",6    - 

4o54",7 

/-  9582",  7 

93%  94 
958",  56 


2366o",3 


1  + 


/ 


973254" 
97 12",  2 


/ 


973254" 
668",  61 


H' 


/ 


973254" 
16429% 6 


1  + 


/ 


973254" 
5487",  5 


/ 


973254" 
6732",  5 


1  + 


/ 


973254" 
700",  12 


1  + 


/ 


973254" 
893",  o5 


I-+- 


/ 


973254" 
i59i",64 


/ 


/i"+    38",633/i'% 


A"+i43",i6  h'", 


h" 


A' +  723",  57    h'". 


973254", 
(/—  2626",  4)  /i"  +  6",o2o5  A  +  39",  49 /ï' 4-  844",  3 1  A". 

Ces  équations  donnent  une  équation  finale  en  /  d'un  degré  fort 
élevé;  à  chacune  des  valeurs  de /répond  un  système  des  constantes  A, 
h',  h",  h'"  dans  lequel  trois  de  ces  constantes  sont  données  au  moyen 
de  la  quatrième,  qui  reste  arbitraire;  ainsi,  comme  il  ne  peut  y  avoir 
que  quatre  arbitraires  par  la  nature  du  problème,  l'équation  en  /  n'a 
que  quatre  racines  utiles.  La  grande  influence  de  l'aplatissement  de 
Jupiter  sur  les  mouvements  des  absides  des  satellites  rend  les  valeurs 
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de /peu  différentes  de  celles  qui  auraient  lieu  par  le  seul  effet  de  cet 
aplatissement;  on  aura  ainsi  une  première  approximation  de  ces  va- 
leurs, en  égalant  à  zéro  les  premiers  termes  des  seconds  membres  de 
chacune  des  équations  (Q')-  Cette  considération  facilite  extrêmement 
la  détermination  des  valeurs  de/,  que  l'on  peut  avoir  par  une  approxi- 
mation très  rapide,  de  cette  manière. 

On  observera  d'abord  que  la  première  des  valeurs  de/  dans  l'ordre 
des  grandeurs,  est  peu  différente  de  200000";  on  supposera  donc 
/=  200000"  dans  les  trois  dernières  des  équations  (Q'),  divisées 

h'     h"    h" 

par^,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  fractions  y-»  -j-y  y  On  substituera 
ensuite  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (Q'),  et  l'on  mettra, 
pour/  200000"  dans  le  diviseur  (  i  h g^r^)  i  f>n  aura  ainsi  une  va- 
leur de/plus  exacte  que  la  valeur  supposée.  On  fera  de  cette  nouvelle 
valeur  le  même  usage  que  de  la  précédente,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
ce  que  l'on  trouve  deux  valeurs  consécutives  qui  soient  à  très  peu  près 
les  mêmes.  Un  petit  nombre  d'essais  suffira  pour  cet  objet,  et  alors  on 
sera  certain  que  les  équations  (Q')  sont  satisfaites.  On  trouve  ainsi, 

après  trois  essais, 

/  —  200826", 

A' :=        0,0164552  A, 

A''^:— o,oo3888A, 
/^"'r= —  0,0000 17088  A. 

Les  valeurs  de  h',  h\  h",  relatives  à  cette  valeur  de/  étant  plus 
petites  que  h,  on  peut  considérer  h  comme  l'excentricité  propre  au 
premier  satellite,  dont  l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de 
200  826". 

La  seconde  valeur  de  /  est  d'environ  60  000".  Pour  l'avoir  exacte- 
ment, on  supposera /=  60000"  dans  la  première,  la  troisième^et  la 
quatrième  des  équations  (Q'),  et  l'on  en  tirera  les  valeurs  des  frac- 
tions ^,>  ^,  -a'  On  substituera  ensuite  ces  valeurs  dans  la  seconde 

h      h'      h 

des  équations  (Q')  divisée  par  A',  et  l'on  fera/=  60000"  dans  le  divi- 
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seur  (  I  H /"v^/ )  'y  on  ^ura  ainsi  une  valeur  plus  approchée  de  /, 

avec  laquelle  on  recommencera  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve 
deux  fois  de  suite  la  même  valeur  de/.  On  trouvera  ainsi 

/:=  58067",  52, 

h  =-  —  o,o42336/i', 
/*"  =  — o,o48858A', 

^'"=:         0,00007773  A'. 

Les  valeurs  de  A,  A",  K"  étant  plus  petites  que  A',  on  peut  considérer 
h'  comme  l'excentricité  propre  au  second  satellite,  dont  l'abside  a  un 
mouvement  annuel  et  sidéral  de  58  067", 52. 

On  voit,  par  le  premier  terme  de  la  troisième  des  équations  (Q'),  que 
la  troisième  valeur  de /est  d'environ  10  000".  On  portera  cette  valeur 
dans  la  première,  la  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (Q'),  et  l'on 

h     h'     h'" 

en  tirera  les  valeurs  des  fractions  p?  p?  t?-  On  substituera  ensuite  ces 
valeurs  dans  la  troisième  des  équations  (Q')  divisée  par  A",  et  l'on  fera 

/=  10 000"  dans  le  diviseur  (  i  h 4-=-ttA  \  on  aura  ainsi  une  valeur 

-'  \         9732o4'7 

plus  approchée  de/,  avec  laquelle  on  recommencera  le  calcul  jusqu'à 
ce  que  l'on  trouve  deux  fois  de  suite  la  même  valeur.  On  trouvera 

ainsi 

/z=z98i2",94, 

h  =  —  0,000834427/2", 
h'^      o,2i54558A", 
A'"~  — o,ii8663/i". 

Les  valeurs  de  h,  h\  h!"  étant  plus  petites  que  celle  de  li\  on  peut 
considérer  A"  comme  l'excentricité  propre  au  troisième  satellite,  dont 
l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  98 12",  94. 

Enfin,  la  quatrième  valeur  de/ est  celle  que  les  observations  don- 
nent pour  le  mouvement  de  l'abside,  et  qui,  comme  on  l'a  vu  dans 
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l'article  précédent,  est  de  254o",  35.  On  a,  dans  ce  cas, 

/rr:254o',35, 
h  =:  0,0080527/*'', 
A'=:0,02l38oA"', 
A"rrr  0,1009075^'^. 

Les  valeurs  de  h.  A',  h"  étant  plus  petites  que  h'\  on  peut  considérer 
>i"' comme  l'excentricité  propre  du  quatrième  satellite,  dont  l'abside 
a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  254o",35. 

On  voit  par  là  que  chaque  satellite  a  une  excentricité  qui  lui  est 
propre.  Cette  circonstance,  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  théorie  des  pla- 
nètes, est  due  à  l'aplatissement  de  Jupiter,  dont  l'effet  sur  le  mouve- 
ment des  absides  des  satellites  est  très  grand. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  connaître  les  excentricités 
propres  à  chaque  satellite  et  les  positions  de  leurs  absides  à  une 
époque  donnée.  Nous  dirons,  en  parlant  de  la  théorie  de  chaque  satel- 
lite, ce  que  les  observations  ont  appris  sur  cet  objet. 

XXV. 

Des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  orbites  des  satellites. 

L'inclinaison  et  le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  des  satellites 
dépendent  de  la  résolution  des  équations  (L')  et  (M')  de  l'article  XXI. 
En  substituant  dans  les  équations  (L')  les  valeurs  précédentes  de  (x. 
m,  m',  7n"  et  m'\  ces  équations  deviennent 

o=i84493",9iv  -  333o",84v'- i458",o5v''—  i38",86v«'-  33%46, 
0=:  43o8 1 % 3o v' - 1 8881 ',91V- 5483", 3ov''—  826% 73v»—  67',i6, 
0=  9582",69v"—  i94',74v  —  i296",3ov'  — io66',25v''— i35',3i, 
0=    2626%3iv''—      ai',64v—     90%  i3v'  — 1244',  lov"— 3i5%64. 

OEuvres  de  L.  —  XI.  54 
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En  résolvant  ces  équations,  on  trouve 

V  =^0,00063534, 
v'  =  0,006/4232, 

m"  =z  0,0299801, 

v"'=z  o,i346i2. 

Ces  valeurs  de  v,  v',  v"  et  v'"  déterminent  la  partie  de  la  latitude  des 
satellites  qui  dépend  de  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son 
orbite,  et  qui,  par  l'article  X,  est,  pour  les  différents  satellites, 

Premier  satellite ( i  —  v  )  4»  sin  ( /i  ^  +  e  —  I  ), 

Deuxième  satellite (i  —  v' )4'sin(/i' ^  + e' —  I), 

Troisième  satellite (i  —  v")di  sin(/i"^  +  e"—  I), 

Quatrième  satellite (i  —  v"')^'  sin(n"'^  h-  t'"—  I). 

L'inclinaison  ^  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son  orbite  et  la  longi- 
tude I  de  son  nœud  ascendant  doivent  être  déterminées,  par  les  obser- 
vations, pour  une  époque  donnée.  M.  de  Lambre  a  trouvé  que  l'on 
avait,  à  très  peu  près,  au  commencement  de  1700, 

^i^=         3<>6'o", 
I  z=iio«i3°4'o". 

Ces  valeurs  de  ^  et  de  I  sont  variables,  et,  si  la  caractéristique  a 
désigne  des  variations  annuelles,  on  a,  par  l'article  X, 

d']^  =i—d^'         ces  (F-  I)  +  f  dV  sin(r-  I), 

^I  :=_g_^sin(I'-I)_i^rfI'cos(r-I), 

j»'  et  i'  étant  l'inclinaison  et  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  Ju- 
piter sur  un  plan  Çxe.  Si  l'on  prend  pour  ce  plan  celui  de  l'écliptique 
en  1700,  on  avait,  à  cette  époque, 

4>'  =      i°i9'io", 
r    =3«7°34'ro", 

rf(j;'=:-o",0784, 

rfl'=      6",5o2, 
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d'où  l'on  tire 

d^  =:o'',0229, 

di  =y,^o  —  e. 

Nous  avons  donné  l'expression  de  ê  à  la  fin  de  l'article  X.  Si  l'on  y 
substitue  pour  p  —  i(p,  m,  m',  m",  m"\  v,  v',  v",  v"'  leurs  valeurs  trou- 
vées  précédemment,  on  aura 


6=:o%4o5 


J  U^'dVi 


La  loi  de  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  de  Jupiter  étant  in- 

fu  R'  rfR 

connue,  la  valeur  de  la  fraction  '— est  pareillement  inconnue. 

y  D  R*  rfR 

Dans  le  cas  où  cette  planète  serait  homogène,  cette  valeur  serait  égale 
à  |;  mais,  l'aplatissement  de  Jupiter  étant  moindre  que  dans  cette 
hypothèse,  les  densités  n  doivent  diminuer  du  centre  à  la  surface,  ce 
qu'il  est  d'ailleurs  très  naturel  d'admettre;  alors  on  a 

/nR'rfR      5 
fu  R*  rfR  "  ^ 

Les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes  combinés  avec  ceux 
des  marées  donnent,  pour  la  Terre,  cette  fraction  à  peu  près  égale  à  2. 
Sa  valeur  doit  peu  s'éloigner  du  même  nombre  pour  Jupiter.  En 
l'adoptant,  on  a  </I  =  2".  Nous  aurons  égard  à  cette  variation;  quant  à 
la  variation  de  ^y  qui  n'est  de  1"  en  100  ans,  nous  la  négligerons. 

Les  équations  (M')  de  l'article  XXI  deviennent,  en  y  substituant  au 
lieu  de  u,  m,  m' ,  m"  et  m!"  leurs  valeurs  précédentes, 

0  =  (y -184494")^  -+-333o%84/'+  i458",o5/"-f    i38',86r, 
o  =  (<7—  43081")/' 4- i88i",Qi/  + 5483% 3or-f-  326', 73/', 

(M")      1       ^'4     "*       '  y 

jo  =  (^—    9583")/"+    i94",74/+ i296%3o/'-hio66",25/*, 
\o  =  {q—     2626")/'' 4-      2i%64/-+-     90%i3/' 4-1244',  10/'. 

Ces  quatre  équations  donnent  une  équation  en  q,  du  quatrième 
degré.  Pour  en  déterminer  les  racines,  on  fera  usage  de  la  même 
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méthode  que  nous  avons  employée  dans  l'article  précédent,  pour 
avoir  les  valeurs  de  /.  On  observera  ainsi  que  la  plus  grande  des 
valeurs  de  q  est  d'environ  i85ooo".  On  supposera  à  q  cette  valeur 
dans  les  trois  dernières  équations  (M''),  et  l'on  en  tirera  les  valeurs 

des  fractions  y?  -t'  t*  ^'^  substituera  ces  valeurs  dans  la  première 

des  équations  (M")  divisée  par  /,  et  l'on  aura  une  nouvelle  valeur 

de  q.  On  fera  de  cette  valeur  le  même  usage  que  de  la  première,  et 

en  continuant  ainsi  on  trouvera  fort  exactement  la  valeur  de  q.  On  a 

de  cette  manière 

^=      184539",  7, 

/'  = —  0,0182641 1-, 

/"  =  —  o ,  00 1  o  1 4 1 6  /, 

/"'=  —  0,000105452/. 

Les  valeurs  de  /',  /",  /'"  étant  ici  moindres  que  /,  on  peut  considérer 
cette  quantité  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de  l'orbite  du 
premier  satellite  sur  un  point  qui,  passant  constamment  par  les 
nœuds  de  l'équateur  de  Jupiter  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  cette 
planète,  est  incliné  de  l'angle  v^j;  à  l'équateur.  Si  l'on  substitue  pour 
V  et  <j;  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvera  cette  inclinaison  de 
7",  i;  q  exprime  alors  le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  nœuds 
de  l'orbite  sur  ce  plan,  mouvement  qui,  par  conséquent,  est  de 
184539^7. 

La  seconde  valeur  de  q  est,  suivant  les  observations,  de  43  25o",  et 
nous  avons  trouvé  ci-dessus  que  l'on  a 


^  = 

4325o", 

/  — 

0,028188/', 

l"  = 

—  0, 088600/', 

l"'~ 

—  0,0010488/' 

Ici,  les  valeurs  de  /,  /",  /"'  sont  moindres  que  /'.  Cette  quantité  peut 
donc  être  considérée  comme  exprimant,  l'inclinaison  propre  de  l'or- 
bite du  second  satellite  sur  un  plan  qui,  passant  constamment  par  les 
noeuds  de  l'équateur  de  Jupiter  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  cette 
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planète,  est  incliné  de  l'angle  v'^,  à  l'équateur.  En  substituant  pour 
v'  et  ^  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouve  cette  inclinaison  de 
i'ii",7.  Le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  nœuds  de  Torbitc 
du  second  satellite  sur  ce  plan  est  de  43  25o". 

La  troisième  valeur  de  q  est  d'environ  9583".  On  fera  donc  q  —  9583" 
dans  la  première,  la  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (M"),  et 

l       L'       l'" 

Ion  en  tirera  les  valeurs  des  fractions  j,,   j,,   ^.   En  substituant 

ensuite  ces  valeurs  dans  la  troisième  de  ces  équations  (M")  divisée 
par  /",  on  aura  une  nouvelle  valeur  de  q,  avec  laquelle  on  recom- 
mencera l'opération;  on  trouvera  ainsi 

q  =     9563%  7, 

l  —     0,01128406/", 

/'=:        0,1624575/", 
/''=— 0,î8l4942/". 

Les  valeurs  de  /,  /',  /'"  étant  ici  moindres  que  /'",  cette  quantité  peut 
être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de  l'orbite  du 
troisième  satellite,  sur  un  plan  qui,  passant  constamment  par  les 
nœuds  de  l'équateur  de  Jupiter  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  cette 
planète,  est  incliné  de  l'angle  ^"^y  à  l'équateur.  En  substituant  pour 
v"  et  'I  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouve  cette  inclinaison  de 
5' 34",  6.  Le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  nœuds  de  l'orbite 
du  troisième  satellite  sur  ce  plan  est  de  9563",  7. 

Enfin,  la  quatrième  valeur  de  q  est  d'environ  238o".  Pour  l'avoir 

exactement,  on  fera  q  ■=  238o"  dans  les  trois  premières  équations  (M"), 

/     /'    /" 
et  l'on  en  tirera  les  valeurs  de  ^>  p>  -p-  En  substituant  ces  valeurs 

dans  la  quatrième  des  équations  (M"),  divisée  par  /"',  on  aura  une 
valeur  plus  approchée  de  ^,  avec  laquelle  on  recommencera  l'opéra- 
tion; on  trouvera  ainsi 

^  =  2431  ",3, 

/  r=  0,00252952/", 

/'r=o,  02898802 /^ 

/"  =  0,1544097/*. 
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Les  valeurs  de  /,  /',  /"  sont  ici  moindres  que  /'";  cette  quantité  peut 
donc  être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de  l'or- 
bite du  quatrième  satellite  sur  un  plan  qui,  passant  constamment  par 
les  nœuds  de  l'équateur  de  Jupiter  entre  l'équateur  et  l'orbite  de 
cette  planète,  est  incliné  de  l'angle  v'"^  à  l'équateur.  En  substituant 
pour  v'"  et  (l»  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouve  cette  inclinaison  de 
25' 2", 3.  Le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  nœuds  de  l'orbite  du 
quatrième  satellite  sur  ce  plan  est  de  243 1",  3. 

On  voit  par  là  que  l'orbite  de  chaque  satellite  a  une  inclinaison  qui 
lui  est  propre,  circonstance  qui  est  due  à  l'aplatissement  de  Jupiter, 
dont  l'influence  sur  le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  des  satellites 
est  très  considérable. 

Il  reste  maintenant  à  connaître  les  inclinaisons  propres  à  chaque 
orbite,  et  les  positions  des  nœuds.  Nous  verrons  bientôt  ce  que  les 
observations  ont  appris  sur  cet  objet. 

XXVI. 

De  la  libration  des  trois  premiers  satellites. 

Nous  avons  vu  dans  l'article  XIV  que  les  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter  sont  assujettis  à  une  inégalité  particulière  que  nous  avons 
désignée  sous  le  nom  de  libration,  et  dont  nous  avons  donné  l'expres- 
sion analytique.  Pour  l'évaluer  en  nombres,  nous  observerons  que 
l'on  a,  par  l'article  XIX, 

¥'r=         I  ,  46609 1 , 
G  =: —  0,855700. 

L'expression  de  k  de  l'article  XIII  devient  ainsi 

A:=r  4qq,35oi  (  -7  m' m" -\-  y  mm" -h  - — jmm']  1 
\a'  4  4a'  y 

la  valeur  de  k  est  donc  positive,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans 
l'article  XIV.  Si  l'on  y  substitue  au  lieu  des  masses  m,  m',  m"  leurs 
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rapports  à  celle  de  Jupiter  trouvés  dans  l'article  XXIII,  on  aura 

k  =r  0,0000025857718. 

Nous  avons  observé  dans  l'article  XIV  que  l'angle  désigné  par  n> 
dans  cet  article  emploierait  à  parvenir,  de  zéro  jusqu'à  90**,  un  temps 
moindre  que    ^. — ;  or,  si  l'on  nomme  T  la  durée  de  la  révolution  du 

n'  sjik 

second  satellite,  on  a 

n'  T  36o°, 

ce  qui  donne 

90**    ^     T 
n'  sf^k       4  sf^li 

En  substituant  pour  T  et  X:  leurs  valeurs,  on  aura 

— =  =  39oi,39; 
[\\Jik 

ainsi  le  temps  que  l'angle  nr  emploierait  à  parvenir  de  zéro  à  90"  est 
au-dessous  de  890  jours. 

Les  expressions  de  ^v,  ^v',  ^v"  dépendantes  de  la  libration,  et  que 
nous  avons  trouvées  dans  l'article  cité,  deviennent,  en  y  substituant 
pour  m,  m',  m"  leurs  valeurs  précédentes, 

ôt^' =— o,85o59P  sin(/i'^V^^4- a), 
àv''=      o,o6752Psin(«'iV^  + a); 

les  arbitraires  P  et  A  doivent  être  déterminées  par  les  observations. 
La  durée  de  la  période  de  cette  inégalité  est 

36o°  T 

ou 


n'  y/A-  v^Â- 

T  étant  la  durée  de  la  révolution  périodique  du  second  satellite.  Celte 
durée  est  donc  de  2208^4»  c'est-à-dire  d'un  peu  plus  de  six  ans. 

Après  avoir  considéré  l'ensemble  du  système  des  satellites,  nous 
allons  développer  la  théorie  particulière  de  chacun  d'eux,  en  com- 
mençant par  le  quatrième. 
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XXVII. 

Théorie  du  quatrième  satellite. 

M.  de  Lambre  a  trouvé  par  la  comparaison  de  toutes  les  éclipses 
observées  de  ce  satellite  que  son  mouvement  séculaire  est  de 
2188"''*^ 6* 24° 42' 20", 88,  et  que  sa  longitude  moyenne,  au  com- 
mencement de  1700,  était  de  7^  17^30' 20", 6;  soit  6'"  la  longitude 
moyenne  du  quatrième  satellite  calculée  sur  ces  données.  M.  de 
Lambre  a  trouvé  pareillement,  comme  nous  l'avons  dit,  que  le  plus 
grand  terme  de  l'équation  du  centre  de  ce  satellite  est  de  3o63",2; 
des  recherches  nouvelles  lui  ont  fait  ajouter  18", 8  à  cette  équation. 
Il  a  trouvé  encore  que  le  mouvement  annuel  de  son  aphélie  est  de 
2540",  35  par  rapport  aux  fixes,  ou  de  2590",  6  par  rapport  aux  équi- 
noxes,  et  que  la  longitude  de  l'abside  était,  en  1700,  de  10^23*^19' 17". 

Soit  donc 

ct"'=io''23°i9'i7"+ 259o",6f, 

t  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  le  commence- 
ment de  1700.  La  partie  elliptique  de  la  longitude  du  quatrième  satel- 
lite sera 

B'"—  3o82",o  sin(Ô"'—  m'")  +  i4",2  sin2(0«'—  m'"). 

Le  quatrième  satellite  participe  un  peu  à  l'équation  du  centre  du 
troisième  satellite.  M.  de  Lambre  a  trouvé  cette  équation  égale  à 
555", 8,  et  la  longitude  de  l'abside  égale  à  ii^ilfl^i'  en   1700.  Soit 

donc 

Ts"=  1 1«24°42'+  9863%i9  i, 

9863",  19  étant  le  mouvement  annuel  de  l'abside  du  troisième  satel- 
lite par  rapport  aux  équinoxes;  l'équation  propre  du  centre  de  ce 

satellite  sera 

—  555",8sin(Ô"-nj"), 

G"  étant  la  longitude  moyenne  du  troisième  satellite.  On  a,  par  l'ar- 
ticle XXIV, 

A''=:— o,ii8663A"r=+o,ii8663.|.555",8; 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  433 

d'où  il  suit  que  l'équation  du  centre  du  quatrième  satellite,  relative  à 
l'abside  du  troisième,  est 

-<-65",95sin(ô"'-Gj"). 

Si  l'on  désigne  par  II  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  rapportée  à 
l'équinoxe  mobile,  on  aura,  par  l'article  XX, 

H-4",2sin2(6"'— H). 

On  a  encore,  par  le  même  article,  l'inégalité 

—  o,oi7334A'^sin(e'^-+-cj"'— 2  0). 

J'observerai  ici  que,  ayant  revu  l'analyse  de  l'article  IX,  dans  lequel 
j'ai  donné  l'expression  analytique  de  cette  inégalité,  j'ai  reconnu 
qu'elle  doit  être  diminuée  dans  le  rapport  de  5  à  6;  en  sorte  que 
son  coefficient,  au  lieu  d'être 

-gM'-h 

n(2M+N  — «— /)' 

est  égal  à 

—  iSM^A 


2n(2M +  N  — /i  — /) 

Il  faut  ainsi  diminuer  dans  le  rapport  de  5  à  6  les  coefficients  numé- 
riques de  cette  inégalité  donnés  dans  l'article  XX.  On  peut  facilement 
s'en  assurer  en  suivant  cette  analyse.  Cela  posé,  en  substituant  pour 
h'"  sa  valeur  ^  3o82",  cette  inégalité  devient 

—  22",  259  sin  (Ô'^-+- GJ''—  211). 

En  désignant  par  V  l'anomalie  moyenne  de  Jupiter,  on  a,  par  l'ar- 
ticle XX,  l'inégalité 

H-ïi4%6sinV. 

Enfin,  l'expression  de  Bv'"  de  l'article  XVIII  devient,  en  y  substituant 
pour  m"  sa  valeur  trouvée  précédemment, 

ôt'"'— -8",976sin(0"-&'') 
—  o",933sin3(ô'-9'). 

OEiiire»  de  L.  —  yil.  55 
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En  réunissant  toutes  ces  inégalités,  on  aura  pour  la  longitude  v'"  du 
quatrième  satellite,  comptée  sur  son  orbite, 

.   ç"'=Q'"—3oS2\osin{9"'—Tn"') 
4-      i4",2sin2(ô'"-cj"') 
+     66",osin(9"'-GT") 
+       4",2sin2(9"'-n) 

—  22",3sin(9'"+în"'-2n) 
+    ii4",6sinV 

—  9",osin(9"-9"') 

—  4",5sin2(9"— ô"') 

—  o",9sin3(ô"-ô'"). 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  satellite  en  latitude.  Ce 
mouvement  dépend  de  l'inclinaison  de  Téquateur  de  Jupiter  sur  son 
orbite  et  de  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  à  une  époque  donnée. 
M.  de  Lambre  a  trouvé,  par  la  comparaison  des  éclipses  du  troisième 
et  du  quatrième  satellite,  que,  au  commencement  de  1700,  l'incli- 
naison de  Téquateur  de  Jupiter  sur  son  orbite  était  de  ^°6'  et  que  la 
longitude  I  de  son  nœud  ascendant  était  de  io^i3"4'-  On  a  vu,  dans 
l'article  XXV,  que  la  valeur  de  ^  peut  être  supposée  constante  durant 
deux  ou  trois  siècles,  et  que  la  variation  annuelle  de  I  est  d'environ  2". 
La  partie  (i  —  v"')^sin (n"'i -h  t'" —l)  de  l'expression  de  la  latitude 
qui  résulte  de  l'article  XXI  devient  ainsi,  en  substituant  pour  v'"  sa 
valeur  trouvée  dans  l'article  XXV, 

2°4o'58"sm(n''i  +  £'"— [o«i3°4'— 2^/). 

Il  est  plus  exact  de  substituer  dans  ce  terme  la  longitude  vraie  v'" 
du  satellite  au  lieu  de  la  longitude  moyenne;  mais,  comme  ç'"  se  rap- 
porte à  l'équinoxe  mobile,  tandis  que  n"'t  -h  e'"  se  rapporte  à  l'equi- 
noxe  fixe,  il  faut,  au  lieu  de  n"'i  -h  s'",  substituer  v'"—  5o",25i,  i  étant, 
comme  ci-dessus,  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis 
1700.  Le  terme  précédent  deviendra  ainsi,  en  augmentant  de  12  signes 
l'angle  sous  le  signe  sin, 

2°4o'58"sin(v'"+46°56'-52",25  0. 
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Le  terme  i" sin (n"'t  h-  i'" -h  qi  —  A),  qui,  par  l'article  X,  entre  dans 
l'expression  de  la  latitude  du  quatrième  satellite,  devient,  en  y  substi- 
tuant pour  q  la  quatrième  des  valeurs  de  q  que  nous  avons  trouvée 
dans  l'article  XXV,  et  pour  n"'t  -+-  s'"  l'angle  v'"  -  5o",  25 1, 

rsin(f''"4-238i",o5/-A). 

M.  de  Lambre  a  trouvé,  par  la  comparaison  des  observations, 

ce  qui  réduit  le  terme  précédent  à  celui-ci  : 

—  i4'58''sin((^-f-4i°5o'H-238i",o50. 

En  faisant  usage  de  la  troisième  des  valeurs  q  de  l'article  XXV,  le 
terme  /'"sin («"7  4-  t"'-h-qi  —  A)  devient 

rsin((;'"4-95i3",45/  — A). 

On  a  de  plus,  par  l'article  XXV, 

r=r  — 0,1814932/". 

La  comparaison  des  éclipses  du  troisième  satellite  a  donné  à  M.  de 

Lambre 

/"  =  -i2'7",        A=:-56'>44'; 

le  terme  précédent  devient  ainsi 

2'ii',95sin(t'"'-h56°44'-+-95i3",450. 

En  vertu  de  la  seconde  valeur  de  q,  le  terme  l"'s'ïn(n"'t  4-  £'"-+-  qi  —  A) 

devient 

/"sin (('^ -h  43199", 75/ —  A), 

et  l'on  a 

/"r=  — 0,001  o483/'; 

les  éclipses  du  second  satellite  donnent 

/'=-28'o% 

d'où  l'on  tire 

r=:i',7. 
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On  peut  donc  négliger  cette  inégalité  de  la  latitude  du  quatrième  sa- 
tellite, et  l'on  peut  négliger,  à  plus  forte  raison,  l'inégalité  relative  à  la 
première  valeur  de  q. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'inégalité 

—  0,0014445 (L'—  /'")  sin(«'"^  4-  z'"—  2Mi  -  2E  —  qi-\-  i), 

que  nous  avons  déterminée  dans  l'article  XXII.  Si  l'on  suppose  que  la 
valeur  de  q  soit  relative  au  déplacement  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de 
Jupiter,  on  a,  par  l'article  X, 

L- r=v'"(L~L'), 

ce  qui  donne 

L'-Z'"=:(i-v«')(L'-L), 

La  somme  de  tous  les  termes 

—  o,ooi4445(L'—  l'")  ^m{n"'t+  s!"—  i^t  —  2E  —  qi  +  A), 

relatifs  au  déplacement  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter,  devien- 
dra, par  l'article  X, 

—  0,0014445  (i  —  v"')^];  sinC/i'"^  +  e'"—  aM^  —  2E  -4- 1). 

En  y  substituant  v"  —  5o",  25/  au  lieu  de  n"7  -\- 1'",  Il  —  5o",  iSi  au  lieu 
de  M^  +  E,  I  —  12''^"*'  au  lieu  de  I,  et  au  lieu  de  /',  4*  et  I  leurs  valeurs 
précédentes,  l'inégalité  précédente  deviendra 

—  i3",95'sin(p'"—  2  H  —  46°  56'+  Sa",  25/). 

Les  autres  termes  renfermés  dans  l'expression 

—  o,ooi4445(L'—  F)  ?,m{n'"t  +  e'"-  2M^  —  2E  —  qi  +  A) 

sont  insensibles,  car  on  a  L'=  o,  par  rapport  aux  différentes  valeurs 
de  q  que  nous  avons  déterminées  dans  l'article  XXV,  et  la  plus  grande 
valeur  de  /'"  est  i4'58",  ce  qui  rend  le  terme  précédent  insensible. 
En  rassemblant  toutes  les  inégalités  sensibles  de  la  latitude  du  qua- 
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trième  satellite  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter,  on  aura 

8"=     3''4o'58"       sin(('*'  H_46°ô6'—      Sa^.aSi) 

-  i4'58"       sin(P*'  h-4i»5o'h-238i",o5i) 
+      2'ii",95sin(p"'           +  56°  44'+ 95 1 3",  450 

-  i3",95sin(p''-2n-46''56'-i-     52",  250- 

Les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  s'"  donnent  lieu  à  une  iné- 
galité dont  la  période  est  d'environ  533  ans,  et  qui  est  assez  sensible 
pour  y  avoir  égard.  J'ai  parlé  de  ce  genre  d'inégalités  dans  l'article  XVI, 
et  je  les  croyais  insensibles  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter; 
mais  un  examen  plus  approfondi  m'a  fait  reconnaître  l'inégalité  sui- 
vante. La  méthode  que  j'ai  employée  pour  la  déterminer  est  celle  dont 
j'ai  fait  usage  dans  \es  Mémoires  de  l' Académie  pour  l'année  1786  ('), 
relativement  à  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Si  l'on  nomme,  comme 
précédemment, 

S  la  masse  du  Soleil,  celle  de  Jupiter  étant  prise  pour  unité; 

D' la  distance  moyenne  de  Jupiter  au  Soleil; 

a'"  la  distance  moyenne  du  quatrième  satellite  au  centre  de  Jupiter; 

n"'t  son  moyen  mouvement. 

Si  l'on  fait,  comme  dans  l'article  VII, 


4«"'D'^ 

T  étant  la  durée  d'une  année  julienne,  on  trouvera  facilement,  par  la 
méthode  dont  il  s'agit,  l'inégalité  suivante  dans  l'expression  de  t»"', 

|T1(2'>4o'58") 
''^         im^i sini4'58"sin(2433',3i-5»6'), 

i  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1700;  on  a, 
par  l'article  XIX, 


X]=:3i5",64; 

l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

-  38%  2  s  in  (2433",  3/ -5°  6'). 

(«)  Foir  ci-dessus,  p.  243. 
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Cette  inégalité  a  été  jusqu'ici  confondue  avec  le  moyen  mouvement 
du  quatrième  satellite;  elle  a  diminué  le  mouvement  séculaire  de 
33", 9,  et  elle  a  augmenté  la  longitude,  en  1700,  de  3",  4-  Ainsi,  pour 
y  avoir  égard,  il  faut,  dans  les  Tables  de  M.  de  Lambre,  augmenter  de 
33",  9  le  mouvement  séculaire  du  quatrième  satellite,  et  diminuer  de 
3",  4  sa  longitude  en  1700. 

Dans  les  éclipses  du  quatrième  satellite,  les  expressions  de  \>"'  et  de  s'" 
se  simplifient,  car  alors  les  angles  6'",  v'"  et  II  se  rapportent  à  l'instant 
de  la  conjonction;  ainsi  l'on  peut  supposer  11  =  0'"  dans  le  terme 
—  22",3sin(Ô'"— ct'"— 211)  de  l'expression  de  /',  ce  qui  le  change 
dans  celui-ci  :  h- 22",3  sin(ô'"— cj'").  Ce  terme  se  confond  avec  le 
terme  —  3o82",osin(G"'—  cr'"),  qui  devient  par  là 

—  3o59",7sin(0"'4-nT'"). 

Le  terme  4">2sin2(G '—  H"')  devient  nul  dans  les  éclipses;  on  a  donc 

alors 

(;'"=0'"— 3o59",7sm    (ô"'— nr") 

H-      i4",2sin2(e'"— Gj'") 
+      66",osin    {B"'-xs") 

—  38",2sin(2433",3f-5°6') 
+  ii4",6sinV 

9",osin    (0"— 0'') 

-  4",5sin2(Ô"-0'") 

-  o",9sin3(0"— r). 

On  trouvera  pareillement  que  l'expression  de  la  latitude  devient, 
dans  les  éclipses, 

8'"=.    2°4i'i2"sin(('"''+46°56'—     62",  250 
—     i4'58"sin((^"'4-4i''5o'-238i",o50 

+       2'i2"sin(p'"+56°44'-95i3",450- 

Cette  expression  de  s!"  donne  l'explication  d'un  phénomène  singulier 
que  les  observations  ont  présenté  relativement  à  l'inclinaison  de  l'or- 
bite du  quatrième  satellite  et  au  mouvement  de  ses  nœuds.  Cette  incli- 
naison sur  l'orbite  de  Jupiter  a  paru  constante  depuis  la  fin  du  dernier 
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siècle  jusque  vers  1760;  les  nœuds  ont  eu,  dans  cet  intervalle,  un 
mouvement  direct  d'environ  4'  par  année;  l'inclinaison,  dans  ces 
trente  dernières  années,  a  augmenté  d'une  manière  très  sensible.  On 
aura  l'inclinaison  de  l'orbite  et  la  position  de  ses  nœuds  à  une  époque 
donnée,  en  donnant  à  i,  dans  l'expression  de  /',  la  valeur  qui  convient 
à  cette  époque,  et  en  mettant  cette  expression  sous  la  forme 

A  smv'"—  Bcost^*. 

Alors  -r  est  la  tangente  de  la  longitude  du  nœud,  et  sjX^-^  B'  est  l'in- 
clinaison de  l'orbite.  En  faisant  successivement  «=  —  20,  f— 20, 
I  — 60,  r  — 90,  on  trouvera  que,  depuis  1680  jusqu'en  1760,  l'incli- 
naison a  fort  peu  varié,  et  que  le  nœud  a  eu,  dans  cet  intervalle,  un 
mouvement  d'environ  4',  conformément  aux  observations;  on  verra 
pareillement  que,  depuis  1760  jusqu'en  1790,  l'inclinaison  a  augmenté 
très  sensiblement. 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  quatrième  satellite,  nous  repren- 
drons la  formule 

<^T(i+x)i-~^^^±t/ri-4x+--^iri-ix-,  '"  -Tj 

trouvée  dans  l'article  XII  ;  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds,  et  M.  de  Lambre  a  trouvé  cette  durée  de 
8590".  On  a  ensuite 

n"  dt 

ce  qui  donne,  à  fort  peu  près,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  le  plus 
considérable  de  l'expression  de  v'"  dans  les  éclipses, 

X  — 3o59",7COs(9"-gt"'); 
en  réduisant  cette  valeur  de  X  en  parties  du  rayon,  on  aura 

X  =  o,oi4833  008(9"— Gj''). 
L'angle  ê  est  le  mouvement  synodique  du  satellite  durant  le  temps  T, 
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et  l'on  trouve 

6  =  7690",  9. 

On  a  enfin,  par  l'article  XXIII, 

I  —  p  =  0,92882206. 

s'" 
Cela  posé,  on  formera  la  quantité  —^ — rg  dans  les  éclipses,  et,  en  la 

nommant  ^,  on  aura 

K=  1,35397  sin(t^'"+46°56'—  52",  25  0 
—  0,12571  sin((^"'+  4i°5o'h-  238i",o50 
-f- 0,018471  sin(p"'+ 56044'+ gSiS", 450. 

Maintenant  on  peut  dans  l'expression  de  t  négliger,  sans  erreur  sen- 

T\s"' ds'" 
sible,  le  terme  —     _   N2g^  m>  on  peut  ensuite  mettre  le  radical  de 

cette  expression  sous  cette  forme 


On  aura  ainsi 

i==-32o",3y|±859o"(i  +  X)v/i-X-Ç^ 

Soit  T  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite,  en  supposant  son  orbite 
dans  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter;  T  sera  donné  par  l'expression  pré- 
cédente de  v'"  et  par  les  Tables  de  Jupiter.  Il  est  clair  que  l'instant  de 
la  conjonction  réelle  retarde  sur  T  de  la  différence  du  mouvement  du 
satellite  sur  son  orbite  à  son  mouvement  projeté,  réduite  en  temps. 

Cette  différence  est  -   ,^,'„   ;  pour  la  réduire  en  temps,  il  faut  la  multi- 

plier  par  g,  ce  qui  donne  i38",2^-^-  L'instant  de  l'immersion  du  sa- 
tellite sera  donc 

l'instant  de  l'émersion  sera 

T  -  i82",i  I^^  +  8590"(i  +  X)  v/r=-X~ç"% 
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et  la  durée  entière  de  Téclipse  sera 

i7i8o"(n-X)v/i~X-Ç«. 

Si  les  éléments  dont  nous  avons  fait  usage  étaient  exacts,  on  pour- 
rait,  au  moyen  des  formules  précédentes,  déterminer  avec  précision 
les  éclipses  du  quatrième  satellite  et  former  des  Tables  de  ses  mouve- 
ments; mais  il  reste  encore  sur  ces  éléments  une  incertitude  qui  ne 
peut  être  levée  que  par  les  observations.  Vu  l'incertitude  de  ces  obser- 
vations, il  faut  en  considérer  un  très  grand  nombre  ;  la  méthode  la  plus 
simple  pour  cet  objet  est  celle  dont  M.  de  Lambre  a  fait  usage,  et  qui 
consiste  à  former,  avec  les  éléments  précédents,  des  Tables  provi- 
soires, et  à  calculer  par  ces  Tables  les  éclipses  observées.  Soient 

Bi"'  la  correction  en  temps  de  la  première  conjonction  moyenne  de 

1700; 
Bn'"  la  correction  du  mouvement  annuel  des  conjonctions  moyennes  ; 
SF"  la  correction  de  l'aphélie  en  1700,  cette  correction  étant  réduite 

en  temps,  à  raison  du  moyen  mouvement  synodique  du  satellite; 
Bf"  la  correction  du  mouvement  annuel  de  l'aphélie,  réduite  en  temps; 
nBh'"  la  correction  de  l'équation  du  centre,  pareillement  réduite  en 

temps; 
q  le  retard  de  la  phase  observée  sur  la  phase  calculée  par  les  Tables 

provisoires. 

On  aura 

q  =  i  dn^^  (5e*-  2 ôh" sin (  6"-  rs"'  )  +  0,0 1 4833  ( i  èf  +  àl'" )  cos  (  B"-  ro* ), 

i  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1700,  et  les 
angles  G'"  et  u"  se  rapportant  à  l'instant  de  la  conjonction. 

Cette  équation  suppose  les  éléments  de  la  demi-durée  des  éclipses 
bien  connus.  Pour  avoir  une  équation  indépendante  de  ces  éléments,  on 
considérera  les  éclipses  voisines  des  nœuds,  parce  que,  vers  ces  points, 
les  observations  sont  le  moins  incertaines  et  le  plus  indépendantes  des 
éléments  de  la  demi-durée.  Si  l'éclipsé  entière  a  été  observée,  alors, 

OEuvres  de  L.  —  \\.  56 


U2  THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

en  supposant  que  q  exprime  le  retard  du  milieu  observé  de  l'éclipsé 
sur  l'instant  calculé  de  ce  milieu,  l'équation  précédente  sera,  à  très 
peu  près,  indépendante  des  éléments  de  la  demi-durée. 

Si  l'éclipsé  entière  n'a  pas  été  observée,  on  considérera  deux  éclipses 
assez  voisines  pour  que  les  erreurs  des  demi-durées  aient  été  à  peu 
près  les  mêmes,  et  dans  l'une  desquelles  l'immersion  a  été  observée, 
tandis  que  l'émersion  a  été  observée  dans  l'autre.  En  marquant  d'un 
trait  en  bas  les  quantités  relatives  à  la  seconde  éclipse,  on  formera 
une  nouvelle  équation  semblable  à  la  précédente;  en  les  ajoutant,  on 
aura 

q^q,  =  {i^i,)W+i  ôs'"  -  2  W  [  si  n  (  Q"-  Ts'")^  sin  (  0';  -  <  )] 
+  0,014833 hfli cosiO^-xs")  +  /,  ces ( 9"; -  <)] 
4-o,oi4833ôr"[  cos(9'"— Gj"')+     cos(07  — <)]. 

Cette  équation  est,  à  fort  peu  près,  indépendante  des  éléments  de  la 
demi-durée.  On  formera  ainsi  un  grand  nombre  d'équations  de  condi- 
tion, au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  cinq  indéterminées  Bn'", 
§£'",  SA'",  Bf",  âr".  Il  est  surtout  essentiel  d'avoir  avec  exactitude  la 
valeur  de  Bf",  parce  qu'elle  est  une  des  données  qui  servent  à  déter- 
miner les  masses  des  satellites. 

Si  l'on  nomme  t'  la  durée  entière  d'une  éclipse,  on  aura  la  durée 
moyenne  des  éclipses  dans  les  nœuds,  au  moyen  de  la  formule 


2Tiz= 


(n-X)v/i-X-Ç« 


En  considérant  ainsi  un  grand  nombre  d'éclipsés  vers  les  nœuds, 
dans  lesquelles  les  deux  phases  ont  été  observées,  on  aura  la  valeur 
de  T  avec  précision.  On  peut  encore,  pour  le  même  objet,  faire  usage 
de  deux  éclipses  consécutives  ou  fort  voisines,  dans  l'une  desquelles 
l'immersion  a  été  observée,  tandis  que  l'émersion  a  été  observée  dans 
l'autre;  car  les  erreurs  des  éléments  du  mouvement  et  de  la  demi- 
durée  étant  à  peu  près  les  mêmes  dans  les  deux  éclipses,  l'erreur  de  la 
durée  entière  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  éclipses  sera  à  fort  peu  près 
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égale  à  l'erreur  de  l'émersion  calculée,  moins  l'erreur  de  l'immersion 
calculée  ;  on  pourra  donc  ainsi  corriger  la  demi-durée  calculée  par  une 
de  ces  éclipses,  et  se  servir  ensuite  de  cette  demi-durée  pour  avoir  T. 
On  rectifiera  par  son  moyen  la  valeur  de  ^. 

T  étant  connu,  on  aura  la  valeur  de  ^  au  moyen  de  l'équation 


^~        2T(n-X)       ' 

La  valeur  de  T,  dans  les  éclipses  peut  être  mise  sous  la  forme 

Asin(f'^—     52",25/)4-Bcos((''^—     Sa^aSt) 
.    —  C  sin((^"'+  238i",o5i)  —  D cos(p*'+  238i",o50 
4-0,018471  sin(^'''+56°44'-^-95I3^45/). 

Cette  expression  renferme  quatre  indéterminées  A,  B,  C,  D.  Le 
nombre  238i",o5  peut  avoir  besoin  de  correction;  mais,  suivant  la 
théorie,  cette  correction  est  à  peu  près  égale  à  Bf"  réduit  en  secondes 
de  degré;  ainsi,  elle  est  supposée  connue  par  ce  qui  précède. 

Quant  au  terme 

+  0,018471  sin(t'«'4-56'',44'+95i3%450» 

on  peut  l'employer  sans  correction,  soit  parce  qu'il  est  fort  petit,  soit 
parce  que  les  éclipses  du  troisième  satellite  le  donnent  avec  beaucoup 
plus  de  précision. 

Pour  avoir  les  quatre  indéterminées  précédentes,  on  considérera 
les  éclipses  entières  observées  loin  des  nœuds;  les  observations  sont 
alors  plus  incertaines,  mais  elles  ont  l'avantage  de  donner  avec  exac- 
titude ces  indéterminées.  Je  dois  observer  qu'en  cherchant  à  concilier 
les  observations  avec  la  théorie  on  trouve  des  difficultés  fondées  sur 
ce  que  les  lunettes  achromatiques,  dont  on  se  sert  aujourd'hui  pour 
observer  les  éclipses,  étant  meilleures  que  les  lunettes  dont  on  se  ser- 
vait autrefois,  les  durées  observées  des  éclipses,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  sont  maintenant  plus  courtes  que  dans  le  dernier  siècle  et 
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au  commencement  de  celui-ci  :  cette  différence  devient  très  sensible 
vers  les  limites  des  éclipses  du  quatrième  satellite. 

XXVIII. 

Théorie  du  troisième  satellite. 

M.  de  Lambre  a  trouvé,  par  la  comparaison  d'un  grand  nombre 
d'éclipsés  de  ce  satellite,  son  moyen  mouvement  séculaire  égal  à 
5io5"''i^22°6'42",o,  et  sa  longitude  moyenne,  en  1700,  à  5^i4°i2'i2",4- 
Soit  G"  la  longitude  moyenne  du  troisième  satellite  calculée  sur  ces 
données. 

Le  mouvement  de  ce  satellite  est  assujetti  à  deux  équations  du 
centre  très  distinctes,  dont  l'une,  qui  lui  est  propre,  est  égale  dans 
son  maximum  à  555", 80;  la  longitude  de  l'abside  était,  en  1700, 
de  ii''24°42',  et  le  mouvement  annuel  de  cette  abside  est,  par  l'ar- 
ticle XXIV,  de  9863",  19.  Soit  donc 

Gï"nilI«24°42'H-9863",I9ï, 

cette  équation  du  centre  sera  —  555",8sin(G"  —  cy"). 

La  seconde  équation  du  centre  se  rapporte  à  l'abside  du  quatrième 
satellite;  M.  de  Lambre  l'a  trouvée,  dans  son  maximum,  égale  à 
309",  i;  cette  équation  est,  par  conséquent,  —  3o9",i  sin(0"— cy'"). 

Si,  dans  l'expression  de  Q"  de  l'article  XIX,  on  substitue  au  lieu 
de/la  quatrième  des  valeurs  de/de  l'article  XXIV  ou  /=  2540", 35, 
et  au  lieu  de  h'  et  h"  leurs  valeurs  en  h'"  qui,  par  le  même  article, 

sont 

/i'  =  o,o2i38o/i'",        /i"=  0,1009075/4'"; 

si  l'on  y  substitue  encore  |3o82",o,  au  lieu  de  A'",  et  au  lieu  de  m'  sa 

valeur,  on  trouvera 

Qr=i9",9o6. 

Dans  l'équation 

àv"=(yim{nt  —  in't  +  t  —  it'-\-ft^V) 
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de  l'article  XIX,  l'angle//  -h  T  relatif  à  la  valeur  précédente  de  Q'  est 
égal  à  ts'"—  5o",  25i;  en  nommant  donc  0  et  6'  les  longitudes  moyennes 
du  premier  et  du  second  satellite,  on  aura 

nt—2n't-he  —  2e'-h/t-}-T  =  d'—2e''-hrs''. 

On  a,  par  l'article  V, 

Q  —  29'—iSo°-i-e'—29"; 

la  valeur  précédente  de  Bv"  devient  ainsi 

—  1 9",  906  sin  (  9' —  2  0"  4- cj"' ). 

Si  dans  l'expression  de  Q"  on  substitue  pour  /  la  troisième  des 
valeurs  de /de  l'article  XXIV  ou/==  98i2",94,  et  au  lieu  de  h'  sa 
valeur  en  h",  qui,  par  le  même  article,  est  0,21 54558 A";  si  l'on 
observe  de  plus  que  A"  =  i555",8,  on  trouvera 

Q'=:34^235, 

et  l'inégalité  de  i'"  relative  à  cette  valeur  de  Q"  sera 

—  34",235  sin(0'- 2  0"+ cj"). 

Les  équations  du  centre  relatives  aux  deux  autres  valeurs  de /ayant 
paru  insensibles,  les  valeurs  de  Q"qui  y  ont  rapport  sont  pareillement 
insensibles. 

L'expression  de  Bç"  de  l'article  XVIIl  devient,  en  y  substituant  pour 
m'  et  m"  leurs  valeurs, 

ap'  =  ~292",oosin    (6'  — 6") 

-  4%26sin2(9'  — 0") 

-  o",85sin3(0'-ô') 

-  i9%24sin  {d'—e^) 
4-  65",6isin2(0'— ô') 
-4-     4',6isin3(9"-0'). 
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Il  résulte  de  l'article  V  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  cette 
expression  dépend  de  N",  et  qu'il  doit  être  changé  dans  le  rapport 
inverse  de  n'  —  n"  —  N"  à  la  valeur  supposée  pour  cette  quantité.  N" 

dépend  de  p  — 19,  puisqu'il  est  égal  à  n"li  —  ^~J^V  Nous  avons 

supposé,  dans  l'article  XVIII,  p  —  ^9  =  0,0194222;  mais  on  a  vu  dans 
l'article  XXIII  qu'il  est  égal  à  0,02177944-  ^^  coefficient  —  292^,0  du 
premier  terme  de  S/'  devient  ainsi  —  291",  78. 

Parmi  les  inégalités  dépendantes  de  l'action  du  Soleil,  et  qui  ont 
été  déterminées  dans  l'article  XX,  la  plus  sensible  est  celle-ci 

en  substituant  dans  les  expressions  de  è  et  de  ^  les  valeurs  de  m,  m', 
m",  on  trouve  que  cette  inégalité  se  réduit  à  48",  214  sinV. 

L'inégalité  de  l'article  XX,  dépendante  de  l'excentricité  du  satel- 
lite, donne,  à  raison  de  sa  double  excentricité,  les  deux  inégalités 

suivantes 

—  i",72sin(Ô"-2n  +  cj"), 

—  o",96sin(Ô"— 2n  +  cj'"); 

dans  les  éclipses  où  l'on  peut  supposer  U  =  6",  ces  inégalités  se  réu- 
nissent aux  deux  équations  du  centre,  qui  deviennent  ainsi 

—  554",o8sm(9"-cj")     et    -  3o8",i4  sin(ô"- cj'"). 

Quant  à  l'inégalité  de  l'article  XX,  qui  dépend  de  l'élongation  du 
satellite  au  Soleil,  elle  est  absolument  insensible. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'équation  de  la  libration  du  troisième 
satellite;  mais  on  a  vu  dans  l'article  XXVI  que  cette  libration  n'est 
pas  un  dixième  de  celles  du  second  et  du  premier,  et  celles-ci  n'ayant 
pu  encore  être  remarquées,  il  s'ensuit  que  celle  du  troisième  est  tout 
à  fait  insensible.  En  réunissant  donc  toutes  les  inégalités  sensibles  du 
mouvement  du  troisième  satellite  en  longitude,  on  aura  pour  l'exprès- 
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sion  de  sa  longitude  dans  les  éclipses 

^"=9"— 554%i  sin   (ô"— gj") 

—  3o8',i  sin    (Q"—xs^) 
-4-    48",  2  sin  V 

—  34%asin   {9' —  2d''-\-m") 

—  19", 9 sin   (9'~2d''-v-t!f) 

—  291", 8 sin   {B'—e") 

—  4",3sin2(0'-9'') 

—  o^gsinSiO'  —  d") 

—  19", 2 sin  (0"— 0") 
-+-  65",6sin2(ô"— 5'") 
-I-     4%6sin3(ô"— ô"). 

Le  troisième  satellite  présente  dans  ses  mouvements  des  variations 
singulières  qui  dépendent  de  la  double  équation  du  centre  que  ren- 
ferme sa  théorie.  Pour  les  expliquer,  M.  Wargentin  a  eu  recours  à 
deux  équations  particulières,  dont  les  périodes  sont  de  douze  ans  et 
demi  et  de  quatorze  ans,  et  qui  sont  en  elles-mêmes  deux  équations  du 
centre  rapportées  à  des  absides  mues  avec  différentes  vitesses;  mais  les 
observations  l'ont  ensuite  forcé  de  les  abandonner.  Il  leur  a  substitué 
une  excentricité  variable  et  il  a  formé,  sur  cette  hypothèse,  des  Tables 
qu'il  n'a  point  publiées,  mais  dont  il  a  donné  la  comparaison  avec  un 
grand  nombre  d'observations  dans  le  quatrième  Volume  des  Nouveaux 
Mémoires  d'Upsal.  La  première  hypothèse  de  ce  savant  astronome  était, 
comme  on  vient  de  le  voir,  conforme  à  la  nature  ;  mais  il  s'était  trompé 
sur  la  grandeur  et  sur  la  période  de  ces  équations,  parce  qu'il  ignorait 
que  l'une  d'elles  se  rapporte  à  l'abside  du  quatrième  satellite.:  c'est 
un  résultat  que  la  théorie  pouvait  seule  nous  apprendre. 

Nous  avons  trouvé 

Gj"=  1 1»24<'42'+ 9863%  191, 
vs^^zz  10*23°  19' -h  2590",  6/, 
partant 

GJ"—  Cj'*'=r  3l°23'+  7272",  591; 
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en  supposant  donc  vs"  —  u"  =  o,  on  aura 

iT=.  —  1 5 , 5  ; 

ainsi,  en  i684,5,  les  absides  coïncidaient,  et  les  deux  équations  du 
centre  en  formaient  une  seule  égale  à  —  86i", 7sin(6"— tsr")  ou,  en 
temps,  égale  à  —  6™5i%7  sin(6"—  cy"). 
En  supposant  u"  —  xs'"  =  i8o°,  on  a 

î  =  73,6; 

ainsi,  en  1773,6,  les  deux  équations  du  centre  étaient  de  signe  con- 
traire et  en  formaient  une  égale  à  —  245",7  sin(G"  — cy")  ou,  en  temps, 
égale  à  —  i'"57%4sin(ô"— cy"). 

On  voit  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  1787,  page  184,  que 
l'équation  du  centre,  variable,  substituée  par  M.  Wargentin  aux  deux 
équations  de  ses  Tables  imprimées,  est,  en  effet,  de  7"^  en  temps, 
de  1668  à  1720,  et  de  2'"3o*  depuis  1754  jusqu'à  1781,  ce  qui  diffère 
peu  des  résultats  de  la  théorie. 

Considérons  présentement  le  mouvement  du  satellite  en  latitude. 

Si,  dans  la  partie 

(i  — v")(|;sin(n"^  +  g"— I) 

de  l'expression  de  sa  latitude  qui  résulte  de  l'article  XXI,  on  substitue 
pour  v"  sa  valeur  trouvée  dans  l'article  XXV,  et  pour  (J;  et  I  leurs  valeurs 
données  dans  l'article  précédent;  si,  de  plus,  on  met  v"  —  5o",25i  au 
lieu  de  n"t  +  £",  on  aura 

3°o'25"sin(p"+46°56'-52",250- 

]Le  terme  /"sin(/i*i  4- £"+ y«  —  A)  qui,  par  l'article  X,  entre  dans 
l'expression  de  la  latitude  du  troisième  satellite,  devient,  en  y  sub- 
stituant pour  q  la  quatrième  des  valeurs  de  q  de  l'article  XXV,  et 
y" ^  5o",2.5i  au  lieu  de  n"t  +  i", 

f  sin(p"+238i",o5/— A). 

Or  on  a,  par  l'article  XXV, 

/"=:  0,1  5441^", 
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et,  par  l'article  précédent, 

r— _i4'58»        et        A=-4i"5o'; 

le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  2'I8",7sin(^>'  +  4l''5o'-+-238I^o50• 
Relativement  à  la  troisième  des  valeurs  de  q  de  l'article  XXV,  les  obser- 
vations donnent,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  précédent, 

/"=— 12'7''       et       A  =  — 56'>44'; 
le  terme  l"%m{n"t  -\-  z'  ^qi  —  A),  relatif  à  cette  valeur,  devient  ainsi 

—  I2'7''sin(^'''^-56«>44'-4-95I3",450• 
Les  observations  du  second  satellite  ont  donné,  relativement  à  la 
seconde  valeur  de  q, 

/'^_27'59^8        et       A  =  -i8°53', 

et,  eu  égard  à  cette  valeur  de  ^,  on  a  par  l'article  XXV 

/''— _o,o386,        /'=64",9; 

le  terme  l"sm{n"t  h-  iq  —  A)  deviendra  donc 

64%9sin(p"-hi8<'53'+43i99'',750. 

La  valeur  de  /  relative  à  la  première  valeur  de  q  ayant  été  jusqu'à  pré- 
sent insensible,  la  valeur  de  /"  qui  en  dépend  l'est  à  plus  forte  raison. 
Quant  aux  inégalités  périodiques  de  l'expression  de  la  latitude, 
déterminées  dans  l'article  XXII,  on  voit  d'abord  que  le  terme  de 
cette  expression, 

—  o,ooo6i925(L'—  l")  2,m{n''t  -h  e"—  i}&t  +  2E  —  qi  -t-  A), 

donne  le  suivant 

—  0,00061925(1  — v")t|/sin(p''—  2II  —  46° 56' -4-  52'',25i), 

et,  par  conséquent,  celui-ci 

—  6",7sin(v'"— 2n  — 46°56'-i-52",250. 

Œuvre*  de  L.  —  XI.  67 
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Ce  terme,  dans  les  éclipses  où  l'on  peut  supposer  II  =  p",  se  réunit  au 
premier. 

En  réunissant  ces  différents  termes,  on  a  pour  l'expression  de  la 
latitude  du  satellite  dans  les  éclipses 

s"=  3°o'32",osin(p"+46°56'—       62",  250 
-12'  7"     sin((^"+56°/i4'+    951 3",  450 

—  2'i8",7Sin(p"+4i°5o'+    238i",o50 
+   1'  4",9sin(p"-i- i8°53'+43i99%75  0. 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  troisième  satellite,  nous  repren- 
drons la  formule  de  l'article  XII 

T  est  la  demi-durée  moyenne  de  l'éclipsé  du  satellite  dans  ses  nœuds, 
et  cette  demi-durée,  suivant  les  observations,  est  de  642o^  On  trouve 
ensuite,  au  moyen  de  la  valeur  de  (^",  dans  les  éclipses, 

X=  0,0026848  cos(0"—nî") 
+  0,0014937  cos(6"—  gt''^) 
+  o,ooi4i47  cos(ô' —  0"  ). 

ê  est  le  moyen  mouvement  synodique  du  satellite  durant  le  temps  T, 

et  l'on  a 

6  =  13437",  74; 

s" 
cela  posé,  on  formera  la  quantité     _     g  dans  les  éclipses;  en  la  dési- 
gnant par  ïi,  on  aura 

K=      0,86770  sin(p"+46°56'—     52%250 

—  o,o5825  sin(p"+ 56°44'+ 95i3",450 

—  o,oj  m  sin(t'"+4i°5o'+  238i",o5  0 

+  o,oo5i9  sin(p"H- i8°53'+ 43i99,750- 
Maintenant,  on  peut,  dans  l'expression  de  t^  négliger,  sans  erreur  sen- 
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siDle,  le  terme  —  )iQcn>"''  ^"  ^^^^  ^^"^^ 

i=z-4i8S25^±:642o"(i  +  X)v/i-X-Ç«. 

Soit  T  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite,  en  supposant  son  orbite 
dans  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter;  T  sera  donné  par  les  Tables  de  cette 
planète  et  par  l'expression  précédente  de  i^".  Il  est  visible  que  l'instant 
de  la  conjonction  réelle  retardera  sur  T  de  la  différence  du  mouvement 
du  satellite  sur  son  orbite  à  son  mouvement  projeté  sur  l'orbite  de 

T       •  1    •  15" ds" 

Jupiter,  réduite  en  temps.  Cette  différence  est  -  -^-rl  pour  la  réduire 
en  temps,  il  faut  la  multiplier  par  g,  ce  qui  donne  i8o%42^;  l'in- 
stant de  l'immersion  du  satellite  sera  donc 

T-237%83^-6420«(i+X)v/i-X-Ç»; 

l'instant  de  l'émersion  sera 

T  -  287%  83  ^  H-  642o»(i  -+-  X)  v/i-X-Ç», 

et  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 

i284o»(n-X)v/i  — X-Ç». 

Pour  rectifier  ces  éléments  du  mouvement  du  troisième  satellite,  on 
formera  d'abord  à  leur  moyen  des  Tables  provisoires  de  ce  satellite; 
ensuite,  on  choisira  un  grand  nombre  d'éclipsés  parmi  celles  dont  les 
deux  phases  ont  été  observées.  Soient  Be"  la  correction  en  temps  de  la 
première  conjonction  moyenne  de  1700;  Bn"  la  correction  du  mouve- 
ment annuel  des  conjonctions  moyennes;  ST"  la  correction  de  la  lon- 
gitude de  l'abside  en  1700,  cette  correction  étant  réduite  en  temps,  à 
raison  du  moyen  mouvement  synodique  du  satellite.  Soient  encore  B/" 
la  correction  du  mouvement  annuel  de  l'aphélie,  réduite  en  temps,  et 
2B/1"  la  correction  de  son  équation  propre  du  centre,  pareillement 
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réduite  en  temps.  Soit  enfin  2  oh'[  la  correction ,  en  temps,  de  l'équation 
du  centre  de  ce  satellite  qui  se  rapporte  à  l'abside  du  quatrième;  quant 
à  la  correction  de  cette  abside,  elle  est  supposée  connue  par  l'article 
précédent.  Le  mouvement  du  troisième  satellite  renferme  encore  une 
inégalité  dépendante  de  son  élongation  au  second  satellite;  cette  iné- 
galité peut  avoir  besoin  de  correction;  mais,  comme  son  coefficient  a 
un  rapport  constant  avec  le  coefficient  de  la  principale  inégalité  du 
premier  satellite,  et  que  les  observations  donnent  ce  dernier  coeffi- 
cient avec  beaucoup  de  précision,  on  peut  supposer  l'inégalité  corres- 
pondante du  troisième  satellite  assez  exactement  connue  et  la  très 
petite  correction  dont  elle  est  encore  susceptible  sera  mieux  déter- 
minée par  les  éclipses  du  premier  satellite.  Cela  posé,  nommons  q  le 
retard  observé  du  milieu  d'une  éclipse  du  troisième  satellite  sur  le 
milieu  calculé,  on  aura 

g  —  Ô£"+  t  on"—  -xW  sm(0"-  w")  +  0,0026844 (iô/"+  ar")  cos(Ô"—  cî") 
—  i^h![  sin(0"-cj"')  -f-  0,0014932 (fa/;H-  ÔF;)  cos(0"-  cî"'), 

y\  et  Sr,  étant  les  corrections  du  mouvement  annuel  de  l'abside  du 
quatrième  satellite  et  de  sa  longitude,  en  1700,  ces  corrections  étant 
réduites  en  temps,  à  raison  du  mouvement  synodique  du  troisième  sa- 
tellite. On  formera  ainsi  un  grand  nombre  d'équations  de  condition, 
et  l'on  en  tirera  les  valeurs  des  inconnues.  On  combinera  d'abord  ces 
équations  de  manière  à  former  quatre  équations  indépendantes  de  If" 
et  de  §r",  et  disposées  avantageusement  pour  déterminer  les  valeurs 
des  autres  inconnues;  on  déterminera  ensuite  ces  valeurs. 

En  considérant  les  éclipses  observées  vers  l'aphélie  ou  vers  le  péri- 
hélie propre  du  satellite,  on  réunira  toutes  les  équations  de  condition 
relatives  à  ces  éclipses,  et  l'on  en  formera  une  seule  entre  lY"  et  S/". 
Cette  équation  donnera  tV"  lorsque  '^f"  sera  connu;  or  on  a  vu,  dans 
l'article  XXIV,  que  le  mouvement  annuel  de  l'abside  du  troisième  sa- 
tellite ^est  déterminé  par  les  masses  des  satellites  et  par  l'aplatisse- 
ment de  Jupiter;  on  remettra  donc  la  détermination  de  S/"  après  la 
discussion  de  la  théorie  des  satellites,  discussion  qui  rectifiera  les 
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données,  dont  nous  avons  fait  usage  dans  l'article  XXIII,  pour  obtenir 
les  valeurs  de  leurs  masses  et  de  l'aplatissement  de  Jupiter. 

Si  l'on  nomme  i'  la  durée  entière  d'une  éclipse,  on  aura  la  durée 
moyenne  2T  de  Téclipse  dans  les  nœuds,  au  moyen  de  la  formule 

aTr= 


(i-+-X)s/i-X-Ç«' 


en  considérant  donc  un  grand  nombre  d'écIipses  vers  les  nœuds,  on 
aura  la  valeur  de  T.  Au  moyen  de  cette  valeur,  on  rectifiera  celle  de  6, 
et  Ton  aura  ^  au  moyen  de  la  formule 

V/4T'(i+X)-f^« 
^~        2T(n-X) 

On  a  cinq  corrections  à  faire  dans  l'expression  précédente  de  î^, 
savoir.celle  du  nombre  0,86770,  celle  de  l'angle  constant  46° 56',  celle 
du  nombre  o,o5825,  celle  de  l'angle  constant  56^44'»  enfin  celle  de 
l'angle  95i3",45.  Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  peu- 
vent, vu  leur  petitesse,  être  supposés  suffisamment  connus. 

En  considérant  les  durées  des  éclipses  observées  loin  des  nœuds, 
on  déterminera  les  trois  premières  corrections;  quant  aux  deux  der- 
nières, on  choisira  les  durées  des  éclipses  les  plus  propres  à  les  déter- 
miner, et  l'on  formera,  à  leur  moyen,  une  équation  de  condition  entre 
ces  deux  corrections;  ensuite  la  discussion  de  la  théorie  des  satellites 
et  une  nouvelle  détermination  de  leurs  masses  fixeront,  par  l'ar- 
ticle XXV,  la  correction  de  l'angle  95i3",45;  en  substituant  cette  cor- 
rection dans  l'équation  de  condition  précédente,  on  aura  la  correction 
de  l'angle  56° 44'. 

On  a  vu  dans  l'article  précédent  que  les  éclipses  du  quatrième  satel- 
lite donnent  la  correction  de  l'angle  4^° 56';  ainsi,  pour  avoir  la  véri- 
table correction  de  cet  angle,  qui  donne  la  position  du  nœud  de  l'équa- 
teur  de  Jupiter,  on  prendra  un  milieu  entre  les  corrections  données 
par  les  éclipses  du  troisième  et  du  quatrième  satellite. 

Pareillement,  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  valeur  de  X,  rela- 
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tive  au  quatrième  satellite  donne  l'inclinaison  ^  de  l'équateur  sur 

l'orbite  de  Jupiter,  car  ce  terme  est  égal  à      _     g  ?  6  étant  le  moyen 

mouvement  synodique  de  ce  satellite  pendant  la  durée  moyenne  de 
ses  éclipses  dans  ses  nœuds.  Le  coefficient  du  premier  terme  de  la  va- 
leur de  C,  relative  au  troisième  satellite,  donne  une  nouvelle  valeur 

de  ^,  en  observant  que  ce  coefficient  est  égal  à  ^   _     J?  S  étant  ici  le 

moyen  mouvement  synodique  du  troisième  satellite  pendant  la  durée 
moyenne  de  ses  éclipses  dans  les  nœuds.  Ainsi,  pour  avoir  la  vraie  va- 
leur de  ^,  on  prendra  un  milieu  entre  les  deux  valeurs  données  par 
les  éclipses  du  troisième  et  du  quatrième  satellite;  on  déterminera 
ensuite,  à  son  moyen,  les  coefficients  des  premiers  termes  des  valeurs 
de  ^  relatives  à  chacun  de  ces  satellites. 

XXIX. 

Théorie  du  second  satellite. 

M.  de  Lambre  a  trouvé,  par  la  comparaison  d'un  grand  nombre 
d'éclipsés  de  ce  satellite,  son  moyen  mouvement  séculaire  égal  à 
io285"'"^3^23''i4'iv3",  et  sa  longitude  moyenne,  en  1700,  égale  à 
2*i5''i3'32".  Soit  Ô'  la  longitude  moyenne  du  satellite,  calculée  sur 
ces  données. 

Les  différentes  équations  du  centre  de  ce  satellite  sont  renfermées 

dans  l'expression 

—  2h'sin{n't-i-E'—i/—T) 

ou  dans  celle-ci 

—  2h'sinid'— if —5o", 25  i—T). 

Les  valeurs  de  h  et  de  h'  relatives  à  la  première  et  à  la  seconde  des  va- 
leurs de /de  l'article  XXIV  ont  paru  jusqu'ici  insensibles.  On  a,  rela- 
tivement à  la  troisième  des  valeurs  de  /  du  même  article, 

h'=  o,2i54558A"=  o,2i54558  £^2_i?. 
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l'équation  du  centre  du  second  satellite  relative  à  cette  valeur  de  / 

sera  donc 

—  120",  igsiniO'—Ts"). 

Relativement  à  la  quatrième  valeur  de  /  de  l'article  XXIV,  on  a 

8082",  o 


A' =  0,02 1 38o  A'^  =  0,02 1 38o 


2 


l'équation  du  centre  relative  à  cette  valeur  de/sera  donc 

—  66",o4sin(Ô'-cj"'). 

Considérons  maintenant  les  valeurs  de  Q'  relatives  aux  diverses  va- 
leurs de/.  Si  l'on  substitue  yiccessivement  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion de  Q'  de  l'article  XIX, 

La  première  valeur  de  /  donne.. .  Q'=      1,713914^ 

La  deuxième  donne Q'=      2,35345  h' 

La  troisième  donne Q'  =  — 0,71408  h" 

La  quatrième  donne Q'  =  —  0,06647  h" 

Il  suit  de  là  que  si  A,  excentricité  propre  du  premier  satellite,  était  de 
100"  de  degré,  il  en  résulterait  une  inégalité  de  172",  4  dans  le  mouve- 
ment du  second  satellite.  L'équation  du  centre  du  premier  satellite 
serait  de  :23",6  en  temps,  et  l'inégalité  du  second  satellite  qui  en 
dérive  serait  de  4o%63  en  temps,  et  par  conséquent  l'excentricité  du 
premier  satellite  serait  plus  sensible  dans  le  mouvement  du  second  que 
dans  celui  du  premier. 

L'excentricité  h'  du  second  satellite  n'a  point  encore  été  remarquée; 
il  est  curieux  de  remarquer  que  s'il  y  en  avait  une,  l'équation,  qui  a 
pour  coefficient  Q' et  qui  en  dériverait,  serait  plus  forte  que  l'équation 
du  centre  même,  puisque  celle-ci  a  pour  coefficient  2A',  tandis  que 

l'on  a 

Q'=  2,35345  A'. 

L'excentricité  h"  propre  au  troisième  satellite  est,  par  l'article  pré- 
cédent, ^(555", 8),  ce  qui  donne 

Q'=-i98",43, 
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et  par  conséquent  l'inégalité  du  second  satellite,  relative  à  cette  valeur 

de  Q',  est 

—  i98",43sin(9  — 2  0'  +  ct"). 

L'excentricité  h'"  propre  au  quatrième  satellite  est,  par  ce  qui  pré- 
cède, ^(3o82",o),  ce  qui  donne 

Q"==  — io2",43, 

et  par  conséquent  l'inégalité  du  second  satellite,  relative  à  cette  va- 
leur de  Q',  est 

—  io2%43sin(9  — 2  9'  +  Gj"'). 

Si,  dans  l'expression  de  ^v'  de  l'article  XVIII,  on  substitue  pour  m 
et  m' leurs  valeurs;  si,  de  plus,  on  met  0'—  6"  au  lieu  de 

n'i—nU  +  z'—t"; 

et  i8o«+ 26' -  2Ô"  au  lieu  de 

nt  —  n' t-\-  s  —  e', 

on  aura 

à\>'—-     5i%7isin   {Q'—Q") 

4-3862",96sin2(0'— e") 

-4-      i9",3isin3(0'— 6") 

—       3",i4sin4(0'-e"). 

Le  coefficient  du  second  terme  de  cette  expression  doit  être  diminué 
et  réduit  à  3848",  2,  à  raison  de  l'augmentation  de  p  —  ^9,  suivant  la 
remarque  de  l'article  précédent. 

Parmi  les  inégalités  du  second  satellite  qui  dépendent  de  l'action 
du  Soleil,  et  qui  sont  déterminées  dans  l'article  XX,  la  seule  sensible 
est  l'inégalité 

en  substituant  pour  m,  m\  m!'  leurs  valeurs,  cette  inégalité  devient 

35%78sinV. 
Enfin  l'équation  de  la  libration  relative  au  second  satellite  est,  par 
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l'article  XXVI, 

—  o,85o59P  sin(/i'<  V^ -+- ''^)î 

mais  jusqu'ici  la  valeur  de  F  a  été  insensible. 

En  rassemblant  toutes  les  inégalités  sensibles  du  mouvement  de  ce 
satellite,  on  aura 

v'=e'—    i2o",2sin(ô'  — td") 

—  66",osin(ô'— GT*') 

—  i98",4sin(0  — 20'4-tît") 

—  io2",4sin(9  — aâ'-Hcr'") 

—  35",8sinV 

—  5i%7sin  {9' -6") 
■+3848",2sin2(ô'— 9") 
-4-      i9",3sin3(ô'-ô") 

—  3",isin4(ô'-0). 

La  plus  considérable  de  toutes  les  inégalités  de  cette  expression  est 
celle  qui  dépend  de  l'angle  2(6'—  6")  et  qui,  réduite  en  temps,  à 
raison  du  moyen  mouvement  synodique  du  satellite,  est  de  iS^ii". 
Cette  inégalité  a  été  reconnue,  a  posteriori,  par  M.  Wargentin,  dans 
ses  belles  recherches  sur  le  mouvement  des  satellites,  imprimées  dans 
le  troisième  Volume  des  anciens  Mémoires  d'Upsal.  Depuis,  MM.  Bailli 
et  de  la  Grange  l'ont  déterminée  par  la  théorie.  C'est  la  seule  inéga- 
lité employée  dans  les  Tables  de  M.  Wargentin;  mais  on  voit  que  le 
mouvement  du  second  satellite  a  plusieurs  autres  inégalités  assez  sen- 
sibles pour  y  avoir  égard,  et  c'est  ce  que  M.  de  Lambre  a  fait  dans  ses 
nouvelles  Tables  des  satellites. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  second  satellite  en  lati- 
tude. La  partie 

(i— v')ij;sin(n'^-i-e'— I) 

de  l'expression  de  sa  latitude  devient,  en  y  substituant  pour  v',  ^  et  I 
leurs  valeurs  données  dans  l'article  XXV,  et  en  y  mettant  v^—  5o",25t 
au  lieu  de/ï7  +  £', 

3°4'48*sin(p'-4-  46°56'—  ^i',2$i). 

OEuvrea  de  L.  —  XI,  58 
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On  a,  relativement  à  la  première  des  valeurs  de  q  de  l'article  XXV, 

/'  =  —  0,0182641  /; 

mais,  les  observations  n'ayant  point  fait  reconnaître  de  valeur  sen- 
sible à  /,  on  peut  n'avoir  aucun  égard  à  cette  valeur  de  /'. 

Da  valeur  de  /'  relative  à  la  seconde  des  valeurs  de  q  est,  comme 
on  l'a  vu  dans  l'article  précédent,  égale  à  —  27'58",9.  La  partie 
/'  ûxiiii't  -\-  £'+  qi  —  A)  de  l'expression  de  la  latitude  du  second  satel- 
lite devient 

—  27'58^9sin((^'-M8<'53'+43I99^7oO• 
La  valeur  de  /'  relative  à  la  troisième  des  valeurs  de  q  est,  par  l'ar- 
ticle XXV,  0,1624575/",  et  l'on  a 

Z"r=— I2'7"; 

on  aura  donc,  pour  cette  partie  de  la  latitude, 

-i'58"sin(p'-h56°44'-H95i3",450. 
La  valeur  de  /'  relative  à  la  quatrième  des  valeurs  de  q  est 

0,02898802  /'" 

et 

/"=-i4'58"; 

on  a  donc,  pour  ce  terme, 

—  26",o8sin(p'4-4i°5o'+288i",o50. 
Enfin  la  partie 

—  0,00080787  (L'—  /')  sin(/i'^  +  e'—  aM^  —  1^  —  qt  —  k) 

de  l'expression  de  /,  trouvée  dans  l'article  XXII,  devient,  en  y  substi- 
tuant 3°  4' 48"  au  lieu  de  L'— /', 

—  8", 408  sin(p'-  2n  —  46° 56'+  52", 25/), 

et,  dans  les  éclipses, 

-h  3",4o8  sin(p'+ 46°56'- 52",250. 
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L'autre  partie  de  l'expression  de  s'  du  même  article  peut  être  né- 
gligée. 

En  rassemblant  donc  tous  les  termes  sensibles  de  l'expression  de  la 
latitude  du  second  satellite  dans  les  éclipses,  on  aura 

5'=  3°  4'5i",4sin(p'H-46-56'—       52%25i) 
-27'58%9sin(t''+  1 8°  53' +  43 199",  75/) 

—  ï'58",isin(p'+56<»44'H-    95 1 3", 45/) 

—  26",osin(p'+4i°5o'4-    238i",o5/  ). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  second  satellite,  nous  repren- 
drons la  formule  de  l'article  XII 

Test  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  du  satellite  dans  ses  nœuds; 
M.  de  Lambre  a  trouvé  cette  demi-durée  de  5170*.  La  valeur  de  p' 
donne,  à  fort  peu  près, 

X=— 0,018657  COS2(9'—ô")- 

6  est  le  moyen  mouvement  synodique  du  satellite  pendant  le  temps  T, 

et  l'on  a 

6  =  21820". 

Cela  posé,  on  formera  la  quantité  .  _     g>  et,  en  la  nommant  C,  on 

aura 

Ç=     0,547265    sin(p'+46°56'—       52',  25  0 

—  o,o83i53   sin((^'+  i8°53'+ 43I99^750 

—  0,0058275  sin(t^'+56°44'H-   95i3",440 

—  0,0012842  sin(p'+4i**5o'+    2381", o5f). 

Maintenant,  on  peut  dans  l'expression  de  /  négliger,  sans  erreur  sen- 

TlLs' ds' 
sible,  le  terme  —  -, ,.g  .  ,;  on  aura  ainsi 

(i  —  p)*6av' 
t  =  546% 9 y^  ± 5170» v/i-X-Ç*. 

Soit  T  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite,  en  supposant  son  orbite 
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dans  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter;  T  sera  donné  par  les  Tables  de 
cette  planète  et  par  l'expression  précédente  de  v'.  Il  est  clair  que  l'in- 
stant de  la  conjonction  réelle  du  satellite  retarde  sur  T  de  la  quantité 
'^^,  >  réduite  en  temps.  Cette  quantité  ainsi  réduite  est  égale  à 

235s  ç,^. 

l'instant  de  l'immersion  du  satellite  sera  donc 

T-3iiSo^-5i70»(x  +  X)v/i-X-Ç^ 

L'instant  de  l'émersion  sera 

T-3ii%o^  4-5i7o«(i  +  X)s/i-X-ÇS 

et  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 

io34o»(i  +  X)v/i-X-Ç2. 

Pour  corriger  ces  éléments,  on  formera  à  leur  moyen  des  Tables  pro- 
visoires du  second  satellite.  Son  mouvement  en  longitude  offre  trois 
corrections,  savoir  :  i°  celle  de  l'époque  de  la  longitude  moyenne  du 
satellite  en  1700,  soit  Se'  cette  correction  réduite  en  temps,  à  raison 
du  moyen  mouvement  synodique  du  second  satellite;  2**  celle  du  mou- 
vement annuel  des  moyennes  conjonctions,  soit  S/^'  cette  correction; 
3°  la  correction  du  coefficient  3848",  2  de  sin2(6'—  6"),  soit  Sy  cette 
correction  réduite  en  temps.  Pour  déterminer  ces  trois  inconnues, 
on  formera  des  systèmes  de  deux  éclipses  fort  voisines,  dans  l'une 
desquelles  l'immersion  a  été  observée,  tandis  que  l'émersion  a  été 
observée  dans  l'autre.  On  calculera  par  les  Tables  provisoires  l'instant 
de  l'immersion  dans  la  première  éclipse,  soit  q  l'excès  de  l'instant 
calculé  sur  l'instant  observé.  On  calculera  par  les  mêmes  Tables  l'in- 
stant de  l'émersion  dans  la  seconde  éclipse,  soit  q^  l'excès  de  l'instant 
observé  sur  l'instant  calculé;  on  aura  l'équation  de  condition  suivante  : 

9  +  grim  2  ôe'-i- (i -I- f,)  <5/î'+ 5/[sin2  (ô'~  0")  +  sin2(9;  — 9;  )]. 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  461 

i  et  ï,  sont  les  nombres  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1700 
jusqu'à  la  première  et  à  la  seconde  éclipse;  ô'— Ô"  sont  les  valeurs 
de  ces  angles  à  l'instant  de  la  conjonction  dans  la  première  éclipse; 
6',  —  0"  sont  les  valeurs  de  ces  mêmes  angles  à  l'instant  de  la  conjonc- 
tion dans  la  seconde  éclipse.  Plus  les  éclipses  que  l'on  aura  choisies 
seront  voisines,  plus  l'équation  de  condition  sera  exacte  et  indépen- 
dante des  éléments  de  la  durée  des  éclipses.  Si  les  deux  éclipses  se 
réduisaient  à  une  seule  dont  on  eût  observé  à  la  fois  l'immersion  et 
l'émersion,  on  aurait  alors 

irrti,  Q'-Q\  et  e''=Q\; 

- — ^  serait  l'excès  de  l'instant  observé  de  la  conjonction  sur  l'instant 

calculé;  mais  les  éclipses  de  ce  genre  sont  très  rares. 

On  formera  ainsi  un  grand  nombre  d'équations  de  condition,  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  corrections  Se',  ^n'  et  S/.  Si  ces 
corrections  ne  représentent  pas  les  observations,  ce  sera  une  preuve 
que  les  arbitraires  auxquelles  nous  n'avons  point  eu  égard  ont  un  eflet 
sensible.  Ces  arbitraires  sont  au  nombre  de  six,  savoir  :  l'excentricité 
de  l'orbite  du  premier  satellite  et  la  position  de  son  aphélie,  car  on  a 
vu  ci-dessus  que  cette  excentricité  est  plus  sensible  dans  le  mouve- 
ment du  second  satellite  que  dans  celui  du  premier;  ensuite  l'excen- 
tricité propre  au  second  satellite  et  la  position  de  son  aphélie;  enfin, 
les  deux  arbitraires  P  et  A  de  l'équation  de  la  libration.  Il  sera  fort  dif- 
ficile de  déterminer  ces  diverses  arbitraires  par  les  observations,  et 
c'est  ce  qui  rendra  la  théorie  du  second  satellite  très  compliquée  si 
ces  arbitraires  sont  sensibles.  On  ne  doit  donc  les  introduire  dans 
cette  théorie  qu'après  que  les  observations  en  auront  fait  sentir  la 
nécessité.  M.  de  Lambre  a  fait,  pour  les  reconnaître,  quelques  tenta- 
tives inutiles,  d'où  il  résulte  que  ces  arbitraires  sont  très  petites  et  du 
même  ordre  que  les  erreurs  des  observations  dans  lesquelles  elles  sont 
confondues. 

Pour  corriger  les  éléments  de  la  demi-durée,  on  rectifiera  d'abord 
le  premier  terme  de  l'expression  de  X,  au  moyen  des  corrections  déjà 
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faites  au  premier  terme  de  cette  expression  relative  soit  au  troisième, 
soit  au  quatrième  satellite;  car  les  éclipses  de  ces  deux  derniers  satel- 
lites donnent  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'orbite  de  Jupiter  et  la 
position  de  ses  nœuds  avec  beaucoup  plus  de  précision  que  les  éclipses 
du  premier  et  du  second.  On  calculera  ensuite  les  phases  des  éclipses 
observées  près  des  nœuds,  au  moyen  de  la  valeur  de  v'  corrigée,  et,  en 
nommant  q  l'excès  de  l'instant  observé  sur  l'instant  calculé,  on  aura  à 

fort  peu  près 

,7=:±<5T(i  +  X)v/i-X  — ÇS 

Bl  étant  la  correction  de  T,  le  signe  -h  ayant  lieu  pour  les  émersions 
et  le  signe  —  ayant  lieu  pour  les  immersions.  On  corrigera  ainsi  T  au 
moyen  d'un  nombre  suffisant  d'observations. 

On  considérera  les  éclipses  éloignées  des  nœuds  et  l'on  calculera, 
au  moyen  de  la  valeur  corrigée  de  ç',  l'instant  T  de  leurs  conjonctions, 
en  supposant  l'orbite  du  satellite  dans  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter. 
L'instant  de  l'émersion  ou  de  l'immersion  du  satellite  sera  à  fort  peu 
près 

T-3iiSo^±(5i7o«+ÔT)\/i-X-Ç^ 

soit  T' l'instant  observé  de  l'émersion  ou  de  l'immersion,  on  aura 

T'r=  T  —  3i  i%o^  ±  (5i7o«+ ÔT)  (i  +  X)  v/"r=ôr^. 

On  aura  donc  la  valeur  de 

d=  (5170^4- ÔT)(i  +  X)v/i-X  —  Ç2 


en  retranchant  T  de  T'  et  en  ajoutant  à  cette  différence  la  quan- 
tité  3ii*,  o^-f  qui,  vu  sa  petitesse, 
connue.  Soit  t'  cette  valeur,  on  aura 


tité  3ii%o^  qui,  vu  sa  petitesse,  peut  être  supposée  suffisamment 


V/4T^(i  +  X)  — ^^^ 
^""        3T(n-X) 

Ici,  on  a  trois  corrections  à  faire;  elles  sont  relatives  au  coeffî- 
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cient  —  o,83j53  du  second  terme  de  C.  à  l'angle  constant  i8°53'de 
ce  terme,  et  au  coefficient  43 199",  75  de  i  dans  ce  même  terme.  Ce  der- 
nier coefficient  étant  une  des  données  dont  nous  faisons  usage  pour 
avoir  les  masses  des  satellites,  il  doit  être  déterminé  avec  beaucoup  de 
précision,  et  pour  cela  il  est  nécessaire  d'employer  un  grand  nombre 
d'observations. 

XXX. 

Théorie  du  premier  satellite. 

M.  de  Lambre  a  trouvé,  par  la  comparaison  d'un  grand  nombre 
d'observations  de  ce  satellite,  son  moyen  mouvement  séculaire  égal 
à  20  645""^*=  7' 25** 29' 1 1", 4»  Pt  sa  longitude  moyenne  en  1700  égale  à 
2^i7°i5'47".  Soit  0  la  longitude  moyenne  du  satellite  calculée  par  ces 
données. 

On  n'a  point,  jusqu'ici,  reconnu  d'équations  du  centre  propres  au 
premier  et  au  second  satellite;  ainsi  nous  n'avons  à  examiner  que 
les  deux  équations  du  centre  qui  se  rapportent  aux  absides  du  troi- 
sième et  du  quatrième  satellite.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équa- 
tion relative  à  l'abside  du  troisième  est  insensible,  mais  la  quatrième 
des  valeurs  de  /  de  l'article  XXIV  donne 

/iz=:  0,0080527/1'^; 

ainsi  l'équation  du  centre  du  premier  satellite  relative  à  l'abside  du 

quatrième  est 

-9',4sin(9-Gj'). 

Cette  inégalité,  réduite  en  temps,  est  d'environ  une  seconde;  ainsi  on 
peut  la  négliger. 

Si  dans  l'expression  de  Q  de  l'article  XIX  on  met  successivement 
les  quatre  valeurs  de /de  l'article  XXIV,  on  aura 

Q—— 2,96667/4, 
Q=  i,5663oA', 
Qrz  o,336i3/t', 
Q~      0,020807  A"'. 
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A  et  A' sont  insensibles;  niais,  en  substituant  pour  A"  sa  valeur  ^555",  8, 

on  trouve  l'inégalité 

93",75sin(0  — 2  9'  +  ct"). 

En  substituant  pour  K"  sa  valeur  |3o82",  o,  on  trouve  l'inégalité 

Parmi  les  inégalités  dépendantes  de  l'action  du  Soleil,  et  que  nous 
avons  déterminées  dans  l'article  XX,  la  plus  considérable  est  celle-ci  : 

Cette  inégalité,  réduite  en  temps,  est  d'environ  une  seconde;  ainsi  l'on 
peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard. 

Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  S^  de  l'article  XVIII  au  lieu 
de  m!  sa  valeur  trouvée  dans  l'article  XXIII,  on  aura 

ô(^=—  i5",68sin  (0— Ô') 
+  i856",  iosin2(0- 0') 
+       5",93sm3(0-Ô'). 

Le  coefficient  du  second  terme  de  cette  expression  doit  être  un  peu 
diminué,  suivant  la  remarque  de  l'article  XXVIII,  à  cause  de  l'aug- 
mentation de  la  valeur  de  p  —  ^9.  On  trouve  qu'il  se  réduit  à  i825",o. 

On  a  ainsi 

v  =  B^     93",8sin    (0  — 20'  +  cj") 

+     3i",  I  sin    (6  —  20'  + tu'") 
—      i5",7sin    (0—    0') 
-hi825",osin2(0—    B') 
-h       5",9siii3(0—    0'). 

Pour  avoir  l'expression  de  la  latitude  du  premier  satellite,  au-dessus 
de  l'orbite  de  Jupiter,  nous  observerons  que  l'on  a,  par  l'article  XXV» 

V  =  o, 00063534  ; 

on  a  d'ailleurs 

vj;  =  3°6', 

d'où  l'on  tire 

(i-v)^j;r=3°5'53"; 
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on  aura  ainsi  pour  la  partie  de  la  latitude  du  satellite  relative  à  l'incli- 
naison de  l'équateur  sur  l'orbite  de  Jupiter 

3°5'53"sin(^-i-46"56'— 52",250. 

La  valeur  de  /  relative  à  la  première  valeur  de  q  de  l'article  XXV  a 
été  jusqu'à  présent  insensible.  Sa  valeur  relative  à  la  seconde  valeur 

de  q  est 

4-o,023i83/'r   —  39"; 

ainsi  cette  partie  de  la  latitude  sera 

—  39"sin(t^  -f- 18°53'4-  43199', 750- 

Mais,  comme  elle  ne  peut  affecter  que  de  i%6  la  demi-durée  des  éclipses, 
on  peut  la  négliger.  Les  valeurs  de  /relatives  aux  deux  autres  valeurs 
de  q  sont  insensibles. 

Enfin,  la  valeur  de  s  de  l'article  XXII  donne,  en  n'ayant  égard  qu'à 
la  partie 

—  o,oooi53i2(L'  —  /)  sin(n/;  -h£  —  2M<  —  2E  —  7<-hA) 

qui  dépend  de  l'action  du  Soleil,  et  en  y  substituant  S^'S'SS"  pour 

(L'-Z), 

—  i%7  sin(p  —  an  —  46°56'+  52",25/), 

quantité  qui,  dans  les  éclipses,  se  réunit  au  premier  terme  de  la  lati- 
tude, qui  devient  par  là 

3°5'54",7sin((;  +  46°56'-52",25/); 

c'est  à  ce  terme  que  se  réduit  sensiblement  la  valeur  de  s. 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  premier  satellite,  nous  repren- 
drons la  formule  de  l'article  XII 

OFMures  de  l..  —  \l.  Sq 
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T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  du  satellite  dans  ses  nœuds, 
et  cette  demi-durée  a  été  observée  de  407^';  ^  étant  le  moyen  mouve- 
ment du  satellite  durant  le  temps  T,  on  a 

ê  — 34536",  62; 
l'écruation  ^  --  — ~-—^  donnera  donc 

^  (I  — p)o 

Ç  =  0,34794  sin(p  H-  46° 56'—  52", 250- 
La  valeur  de  v  donne,  à  fort  peu  près, 

X=r— 0,0088480. 

Maintenant  on  peut,  dans  l'expression  de  t,  négliger  sans  erreur  sen- 

S  fis  * 

sible  le  terme  —  TX7 ,-^^^',  on  aura  ainsi 


t  =  -  682  v3  ^  ±  4075^1  +  X  )  v/i  -  X  -  c^ 

Soit  T  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite  en  supposant  son  orbite 
dans  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter;  T  sera  donné  par  les  Tables  de  cette 
planète  et  par  l'expression  précédente  de  v.  Il  est  clair  que  l'instant  de 

•        ï  S  ds 
la  conjonction  réelle  du  satellite  retarde  sur  T  de  la  quantité   -  -7— 

réduite  en  temps.  Cette  quantité  ainsi  réduite  est  égale  à  294%  3  -^— ; 
l'instant  de  l'immersion  sera  donc 

KdK 


T-388%o^  -  4075^(1 +  X)v/T^X-Ç2; 


l'instant  de  l'émersion  sera 


IdK 


T  -  388s o  ^  +  4075^(1+  X)  y/ 1  -  X  -  es 


et  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 

8 1 5o«  (  1  + X  )  v/ r^ X  ^^^ , 
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Le  coefficient  0,34794  du  premier  terme  de  l'expression  de  l  doit  être 
rectifié  en  le  faisant  varier  dans  le  rapport  de  l'inclinaison  de  l'équa- 
teur  de  Jupiter,  rectifiée  par  les  éclipses  du  troisième  et  du  quatrième 
satellite,  à  l'inclinaison  supposée  de  3**6'.  Enfin,  il  faut  employer 
l'angle  constant  46''56'  de  ce  même  terme,  corrigé  par  les  mêmes 
éclipses. 

Pour  corriger  les  autres  éléments  du  mouvement  du  premier  satel- 
lite, on  formera  des  Tables  provisoires  de  ce  satellite  avec  les  éléments 
précédents;  on  calculera  par  ces  Tables  une  phase  quelconque  observée 
d'une  éclipse;  soit^  l'excès  de  l'instant  observé  sur  l'instant  calculé; 
soit  Bz  la  correction  de  l'époque  de  la  longitude  en  1700,  réduite  en 
temps,  à  raison  du  mouvement  moyen  synodique  du  satellite;  soit  §w 
la  correction  du  mouvement  annuel  des  conjonctions  moyennes  du 
satellite;  soit  encore  By  la  correction  du  coefficient  de  sin2(ô  —  Ô') 
de  l'expression  de  ç»,  cette  correction  étant  réduite  en  temps;  enfin, 
soit  BT  la  correction  de  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  dans  les 
nœuds;  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  dans  les  plus  grandes 
latitudes  du  satellite  ne  différant  que  d'environ  4'  de  cette  demi- 
durée,  on  peut  supposer,  sans  erreur  sensible,  que  8T  est  la  correc- 
tion de  la  demi-durée  d'une  éclipse  quelconque.  Cela  posé,  on  aura 
l'équation  de  condition 

q  =  à£-h  ièn-hàysm2{9~Q')zçzàT, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  pour  les  immersions  et  le  signe  inférieur 
ayant  lieu  pour  les  émersions;  î  est,  comme  ci-dessus,  le  nombre  des 
années  juliennes  écoulées  depuis  1700. 

Il  serait  utile  d'ajouter  aux  quatre  indéterminées  précédentes  une 
cinquième  indéterminée  pour  la  correction  du  mouvement  de  la 
lumière.  Les  éclipses  du  premier  satellite  ont  fait  connaître  ce  mou- 
vement, et  je  suis  persuadé  qu'elles  peuvent  le  donner  avec  plus  de 
précision  que  l'aberration  des  fixes.  Il  faut  pour  cela  choisir  un  grand 
nombre  d'éclipsés  observées  fort  près  de  la  conjonction  de  Jupiter, 
et  en  pareil  nombre  avant  comme  après,  en  sorte  qu'il  y  ait  autant 
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d'immersions  que  d'émersions.  De  cette  manière,  les  erreurs  sur  la 
durée  de  ces  éclipses  auront  peu  d'influence  sur  leur  résultat  moyen, 
que  l'on  comparera  à  celui  d'un  grand  nombre  d'éclipsés  observées 
fort  près  de  l'opposition  de  Jupiter,  et  en  pareil  nombre  avant  comme 
après,  en  sorte  qu'il  y  ait  autant  d'immersions  que  d'émersions.  Si 
l'on  a  soin  de  choisir,  autant  qu'il  est  possible,  des  observations  faites 
par  les  mêmes  observateurs  ou  avec  des  lunettes  de  pareille  force  et 
dans  le  même  climat,  on  aura  avec  beaucoup  d'exactitude  l'équation 
de  la  lumière,  dont  la  détermination  précise  intéresse  toute  l'Astro- 
nomie. 

XXXI. 

Conclusion. 

J'ai  donné,  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  la  théorie  ana- 
lytique des  inégalités  des  satellites  de  Jupiter,  et  j'ai  fait  en  sorte  de 
n'omettre  aucune  de  celles  qui  peuvent  influer  d'une  manière  sen- 
sible sur  leurs  mouvements.  Dans  la  seconde  Partie,  j'ai  présenté  le 
résultat  de  leur  comparaison  avec  un  très  grand  nombre  d'observa- 
tions et  les  formules  nécessaires  pour  déterminer  les  mouvements  des 
satellites.  Je  vais  rappeler  ici  les  principaux  résultats  de  la  théorie 
et  des  observations,  pour  mieux  faire  sentir  l'exactitude  de  cette  théo- 
rie et  son  utilité  dans  cette  branche  délicate  et  importante  de  l'Astro- 
nomie. 

Les  moyens  mouvements  et  les  époques  des  trois  premiers  satellites 
de  Jupiter,  tirés  des  Tables  de  M.  Wargentin,  off'raient  un  résultat 
très  remarquable  :  le  moyen  mouvement  du  premier  satellite,  plus 
deux  fois  celui  du  troisième,  approchait  extrêmement  d'égaler  trois 
fois  le  moyen  mouvement  du  second. 

Pareillement,  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  en  1700, 
moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième, 
approchait  extrêmement  de  180°;  d'où  il  suivait  que  les  trois  premiers 
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satellites  ne  pourraient  être  à  la  fois  éclipsés  qu'après  un  très  grand 
nombre  de  siècles. 

Frappé  de  ces  résultats,  je  soupçonnai  que  ces  égalités  très  appro- 
chées, dont  cependant  les  Tables  différaient  encore  de  plusieurs  mi- 
nutes, étaient  rigoureuses,  et  que  les  différences  des  Tables  dépen- 
daient des  erreurs  dont  elles  étaient  encore  susceptibles.  Je  cherchai 
donc,  dans  la  théorie,  la  cause  de  ces  égalités,  et  je  trouvai,  en  l'ap- 
profondissant, que  l'action  mutuelle  des  trois  premiers  satellites  ren- 
dait les  rapports  précédents  rigoureusement  exacts;  d'où  je  conclus 
que,  en  déterminant  avec  plus  de  précision  qu'on  ne  l'avait  encore  fait 
les  mouvements  de  ces  satellites,  et  en  employant  des  observations 
plus  nombreuses  et  plus  éloignées  entre  elles,  ces  mouvements  appro- 
cheraient encore  plus  de  ces  rapports.  J'ai  eu  la  satisfaction  de  voir 
cette  conséquence  de  la  théorie  confirmée  par  les  recherches  de 
M.  de  Lambre.  On  a  vu  précédemment  que  la  comparaison  d'un  très 
grand  nombre  d'observations  lui  a  donné  : 

clr  s       o      '       " 

Moyen  mouvement  séculaire  du  premier  satellite 20645.7.25. 29. 11,4 

Moyen  mouvement  séculaire  du  deuxième  satellite...     10285. 3.23. 14. i3,o 
Moyen  mouvement  séculaire  du  troisième  satellite. . .       5io5.i  .11.  6.42,0 

Ces  résultats  donnent  le  moyen  mouvement  séculaire  du  premier  sa- 
tellite, moins  trois  fois  celui  du  second,  plus  deux  fois  celui  du  troi- 
sième, égal  à  —  3",  6.  On  ne  peut  désirer  un  accord  plus  satisfaisant 
entre  la  théorie  et  les  observations.  Pour  les  faire  coïncider  exacte- 
ment, M.  de  Lambre,  dans  ses  Tables,  a  ajouté  o",6  au  moyen  mouve- 
ment séculaire  du  premier  et  du  troisième  satellite,  et  a  retranché  o",6 
du  moyen  mouvement  séculaire  du  second. 

On  a  vu  pareillement  que  les  observations  ont  donné  à  M.  de  Lambre  : 

s        o        '        " 

Longitude  moyenne  du  premier  satellite,  en  1700 .'..  17. 15.47 

Longitude  moyenne  du  deuxième  satellite,  en  1700 2.i5.i3.32 

Longitude  moyenne  du  troisième  satellite,  en  1700 5. 14-12.12, 4 

ces  résultats  donnent  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  en 
1 700,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième. 
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égale  à  5" 29^59' 3 5",  8.  Suivant  la  théorie,  cette  quantité  doit  être 
de  6^;  il  n'y  a  donc  ici  qu'une  différence  de  24",  2  entre  la  théorie  et 
les  observations;  ainsi  elles  s'accordent  aussi  bien  qu'on  peut  le  dé- 
sirer. Pour  les  faire  coïncider  exactement,  M.  de  Lambre,  dans  ses 
Tables,  a  ajouté  4"  aux  longitudes  du  premier  et  du  troisième  satellite, 
en  1700,  et  il  a  retranché  4"  de  la  longitude  moyenne  du  second  satel- 
lite. 

Il  n'est  pas  nécessaire,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  XIV,  que  les 
rapports  précédents  entre  les  moyens  mouvements  et  les  longitudes 
des  trois  premier^  satellites  aient  eu  lieu  exactement  à  l'origine  de  ces 
mouvements;  il  suffit  que  ces  mouvements  s'en  soient  peu  écartés,  et 
alors  l'action  mutuelle  des  satellites  a  suffi  pour  établir  rigoureuse- 
ment ces  rapports.  La  différence  des  rapports  primitifs  aux  rapports 
actuels  a  donné  lieu  à  une  inégalité  d'une  étendue  arbitraire,  com- 
mune aux  trois  satellites,  et  que  j'ai  désignée  sous  le  nom  de  libration. 
Mais  la  discussion  d'un  grand  nombre  d'observations  n'ayant  point 
fait  reconnaître  cette  inégalité,  elle  doit  être  fort  petite  et  même  insen- 
sible. 

Les  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  sont  assujettis  à  une  inéga- 
lité dont  la  période  est  d'environ  4^7  jours,  et  que  les  observations 
ont  fait  connaître.  Cette  inégalité  est  due  à  l'action  mutuelle  de  ces 
trois  satellites,  et  sert  à  déterminer  leurs  masses.  Nous  en  avons  déve- 
loppé la  cause  dans  l'article  V. 

Les  orbites  des  deux  premiers  satellites  n'ont  point  d'excentricité 
sensible;  mais  les  excentricités  des  orbites  du  troisième  et  du  qua- 
trième sont  fort  sensibles.  La  plus  considérable  est  celle  du  quatrième; 
elle  se  répand  sur  les  orbites  des  trois  autres,  mais  plus  faiblement  à 
mesure  qu'ils  sont  plus  près  de  Jupiter.  En  se  combinant  avec  l'excen- 
tricité propre  à  l'orbite  du  troisième  satellite,  elle  produit  dans  son 
mouvement  une  équation  du  centre  variable  et  rapportée  à  une  abside 
dont  le  mouvement  est  variable.  Cette  double  excentricité  de  l'orbite 
du  troisième  satellite  a  fort  embarrassé  les  astronomes,  qui  l'auraient 
difficilement  reconnue  par  les  seules  observations. 
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Les  plans  des  orbites  des  satellites  de  Jupiter  sont  variables;  on 
peut  représenter  à  peu  près  leurs  mouvements,  en  concevant  chacune 
d'elles  mue  uniformément  sur  un  plan  qui  passe  constamment  par 
l'intersection  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  entre  ces  deux 
plans,  et  qui  est  incliné  à  l'équateur  d'un  angle  plus  grand,  à  mesure 
que  les  satellites  sont  plus  éloignés  de  Jupiter.  Cette  différence  d'in- 
clinaison a  été  reconnue  par  les  astronomes  sans  qu'ils  en  aient  de- 
viné la  cause;  car,  suivant  la  Table  des  éléments  des  satellites  que 
M.  de  la  Lalande  a  insérée  dans  la  troisième  édition  de  son  Astro- 
nomie, n**  3025,  les  inclinaisons  moyennes  des  orbites  sur  l'orbite  de 
Jupiter  dans  l'hypothèse  circulaire  sont  :  3°! 8' 38"  pour  le  premier 
satellite,  3**i6'o"  pour  le  second,  et  3°i3'58"  pour  le  troisième;  en 
sorte  que  la  différence  des  inclinaisons  moyennes  des  orbites  du  pre- 
mier et  du  troisième  satellite  est  4'4o''»  différence  qui,  suivant  la 
théorie  précédente,  est  d'environ  6'. 

Depuis  l'époque  de  la  découverte  des  satellites  de  Jupiter,  l'incli- 
naison de  l'orbite  du  quatrième  est  parvenue  à  son  minimum;  elle  a 
donc  été  stationnaire  pendant  un  assez  grand  nombre  d'années,  et  ses 
nœuds  ont  eu  un  mouvement  annuel  direct  d'environ  4'  sur  l'orbite  de 
Jupiter.  Cette  circonstance,  que  les  observations  ont  fait  connaître,  a 
été  saisie  par  les  astronomes  pour  calculer  les  éclipses  de  ce  satellite; 
mais,  depuis  plusieurs  années,  les  observations  ont  fait  apercevoir 
dans  l'inclinaison  un  accroissement  très  sensible,  qui,  sans  le  secours 
de  la  théorie,  eût  rendu  très  difficile  la  formation  des  Tables  de  ce 
satellite. 

Ainsi  la  théorie  a  non  seulement  expliqué  la  cause  des  inégalités 
que  les  observations  ont  fait  connaître,  mais  elle  a  développé  les  lois 
de  toutes  les  inégalités  qui,  en  se  combinant  entre  elles,  offraient  aux 
astronomes  des  résultats  trop  compliqués  pour  qu'ils  aient  pu  démêler 
les  inégalités  simples  dont  ils  étaient  formés.  Elle  a  banni  tout  empi- 
risme des  Tables  des  satellites  de  Jupiter,  et  celles  que  M.  de  Lambre 
vient  de  publier  dans  la  troisième  édition  de  V Astronomie  de  M.  de  la 
Lande  étant  fondées  sur  la  théorie  de  la  pesa'nteur  universelle,  elles 
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ont  l'avantage  de  s'étendre  à  tous  les  temps,  en  rectifiant  les  données 
que  l'observation  seule  peut  déterminer. 

La  grande  influence  de  l'aplatissement  de  Jupiter  sur  les  varia- 
tions des  orbites  des  satellites  détermine  avec  beaucoup  de  précision 
cet  aplatissement.  On  a  vu,  dans  l'article  XXIII,  qu'il  s'accorde  par- 
faitement avec  les  mesures  directes  les  plus  exactes.  Cet  accord  prouve 
que  la  gravitation  des  satellites  de  Jupiter  vers  cette  planète  se  com- 
pose de  leur  gravitation  vers  chacune  de  ses  molécules,  puisque  c'est 
dans  cette  hypothèse  que  nous  avons  calculé  les  variations  des  orbites 
des  satellites.  La  vérité  de  cette  hypothèse  résulte  du  principe  de 
l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction  ;  car,  tous  les  corps  à  la  surface  de 
la  Terre  pesant  vers  son  centre,  il  est  nécessaire  que  la  Terre  pèse  vers 
chacun  d'eux,  et  qu'ainsi  il  y  ait  entre  toutes  les  molécules  de  la  ma- 
tière une  action  réciproque,  d'où  résulte  la  sphéricité  des  corps  cé- 
lestes et  leur  force  attractive;  mais  les  phénomènes  de  l'aplatissement 
de  la  Terre,  de  la  variation  de  la  pesanteur  à  sa  surface  et  des  varia- 
tions des  orbites  des  satellites  de  Jupiter,  démontrent,  a  posteriori, 
cette  loi  de  la  nature. 

J'ai  observé,  dans  l'article  XXX,  que  les  éclipses  du  premier  satel- 
lite pouvaient  donner  la  quantité  de  l'aberration  avec  plus  de  préci- 
sion encore  que  les  observations  directes.  M.  de  Lambre  ayant  bien 
voulu,  à  ma  prière,  discuter  dans  cette  vue  un  grand  nombre  d'éclipsés 
de  ce  satellite,  il  a  trouvé  10" )-  pour  la  valeur  entière  de  l'aberration. 
Cette  valeur  est  exactement  celle  que  Bradley  a  fixée  par  ses  obser- 
vations. Il  est  curieux  de  voir  un  aussi  parfait  accord  entre  deux 
résultats  conclus  par  des  méthodes  aussi  diff^érentes.  11  suit  de  cet 
accord  que  la  vitesse  de  la  lumière  est  uniforme  dans  tout  l'espace 
compris  par  l'orbe  terrestre;  en  effet,  la  vitesse  de  la  lumière  donnée 
par  les  observations  de  l'aberration  est  celle  qui  a  lieu  sur  l'orbite 
terrestre,  et  qui,  en  se  combinant  avec  le  mouvement  de  la  Terre,  pro- 
duit le  phénomène  de  l'aberration.  La  vitesse  de  la  lumière,  conclue 
des  éclipses,  est  déterminée  par  le  temps  que  la  lumière  emploie  à  tra- 
verser l'orbe  terrestre;  ainsi,  ces  deux  vitesses  étant  les  mêmes,  la 
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vitesse  de  la  lumière  est  uniforme  dans  toute  la  longueur  du  diamètre 
de  l'orbe  do  la  Terre.  Cette  uniformité  est  une  nouvelle  raison  de 
penser  que  la  lumière  du  Soleil  est  une  émanation  de  cet  astre;  car,  si 
elle  était  produite  par  les  vibrations  d'un  fluide  élastique,  il  y  a  tout 
lieu  de  penser  que  ce  fluide  serait  plus  élastique  et  plus  dense  en 
approchant  du  Soleil,  et  qu'ainsi  la  vitesse  de  ses  vibrations  ne  serait 
pas  uniforme. 


OEuvres  de  L.  —  XI.  .  6o 


SUR  QUELQUES  POINTS 


DU 


SYSTÈME    DU    MONDE. 


SUR  QUELQUES  POINTS 

DU 

SYSTÈME    DU    MONDE. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1789;  l'an  II 

do  la  République. 


î. 

Sur  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter. 

J'ai  donné  dans  le  Volume  de  l'Académie  pour  l'année  1788  ('  )  une 
théorie  des  inégalités  des  satellites  de  Jupiter,  dans  laquelle  j'ai  fait 
en  sorte  de  ne  rien  négliger  de  ce  qui  peut  influer  d'une  manière  sen- 
sible sur  les  mouvements  de  ces  astres.  La  longueur  de  cet  Ouvrage 
ne  m'a  pas  permis  d'en  publier  la  suite  dans  le  même  Volume.  J'y 
déterminais  par  une  première  approximation  les  masses  des  satellites, 
l'aplatissement  de  Jupiter  et  tous  les  éléments  du  mouvement  des 
satellites,  et  j'indiquais  en  même  temps  la  marche  qu'il  fallait  suivre 
pour  corriger  mes  premiers  résultats,  par  des  approximations  succes- 
sives, et  pour  former  des  Tables  des  satellites  aussi  exactes  que  les 
observations  le  comportent.  Ces  résultats  ont  été  publiés  en  partie 
dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1792.  M.  de  Lambre,  à  qui  j'ai 
communiqué  toutes  mes  recherches  sur  cet  objet,  a  suivi  la  marche 
que  j'avais  indiquée.  En  discutant  un  très  grand  nombre  d'observa- 
tions d'éclipsés  de  satellites  et  en  les  comparant  à  mes  formules,  il  est 
parvenu  à  de  nouveaux  résultats  beaucoup  plus  précis  que  les  miens, 
et  il  en  a  tiré  de  nouvelles  Tables  plus  exactes  que  celles  dont  on  fai- 

(»)  Foir  plus  haut,  p.  Sog. 
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sait  usage,  et  qui  ont  de  plus  l'avantage  d'être  uniquement  fondées 
sur  la  loi  de  la  pesanteur  universelle  :  ces  Tables  viennent  de  paraître 
dans  la  troisième  édition  de  V Astronomie  de  M.  de  la  Lande.  Pour  sentir 
toute  l'étendue  de  ce  travail,  il  faut  considérer  que  les  indéterminées, 
dont  les  observations  seules  peuvent  fixer  la  valeur,  sont  au  nombre  de 
vingt-neuf,  savoir  :  les  vingt-quatre  éléments  des  quatre  orbites  des 
satellites,  leurs  masses  et  l'aplatissement  de  Jupiter.  A  la  vérité,  les 
deux  rapports  que  j'ai  trouvés  entre  les  époques  des  longitudes  et  les 
moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  réduisent  à  vingt- 
deux  les  vingt-quatre  arbitraires  que  donnent  les  éléments  des  orbites; 
mais  il  y  a  deux  nouvelles  arbitraires  qui  dépendent  d'un  mouvement 
particulier  à  ces  trois  satellites,  et  que  j'ai  nommé  libration;  en  sorte 
que  le  nombre  entier  des  indéterminées  s'élève  toujours  à  vingt-neuf. 
Pour  les  déterminer  par  les  observations,  il  faut  revenir  plusieurs  fois, 
par  des  calculs  longs  et  pénibles,  sur  la  théorie  de  chaque  satellite, 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  trouvé  les  valeurs  qui  représentent  le  plus  exac- 
tement les  éclipses  observées;  et,  comme  ces  observations  sont  fort 
incertaines,  on  doit  en  considérer  un  très  grand  nombre  pour  faire 
disparaître  de  leurs  résultats  moyens  les  erreurs  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. Tel  est  l'immense  travail  que  M.  de  Lambre  vient  d'exé- 
cuter avec  autant  de  sagacité  que  de  patience.  Mais,  indépendamment 
de  l'utilité  de  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  pour  la  navigation, 
cette  théorie  offre  des  résultats  si  curieux,  et  sa  correspondance  avec 
les  observations  est  si  parfaite,  que  le  géomètre  et  l'astronome  sont 
par  là  pleinement  dédommagés  de  leurs  peines. 

Quoique  les  observations  exactes  des  satellites  ne  remontent  guère 
au  delà  d'un  siècle,  cependant  les  mouvements  de  ces  astres  sont  si 
rapides  que,  dans  ce  court  intervalle,  leur  système  nous  a  présenté, 
relativement  à  leurs  inégalités  séculaires,  les  mêmes  phénomènes  que 
le  système  planétaire  ne  développe  que  dans  un  grand  nombre  de 
siècles. 

M,  de  Lambre  a  retrouvé,  par  la  comparaison  d'un  grand  nombre 
d'observations  et  avec  une  précision  très  remarquable,  les  deux  théo- 
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rëmes  auxquels  la  théorie  m'a  conduit  sur  les  époques  et  sur  les 
moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites.  Ces  théorèmes  con- 
sistent :  1°  en  ce  que  le  moyen  mouvement  du  premier  satellite,  plus 
deux  fois  celui  du  troisième,  est  exactement  et  constamment  égal  à 
trois  fois  celui  du  second;  2°  en  ce  que  la  longitude  moyenne  du  pre- 
mier satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du 
troisième,  est  exactement  et  constamment  égale  à  180°.  L'équation  de 
la  libration  lui  a  paru  insensible. 

Les  observations  des  éclipses  du  premier  satellite  de  Jupiter  ont 
fait  découvrir  le  mouvement  successif  de  la  lumière.  Il  m'a  paru  que, 
en  en  considérant  un  grand  nombre  disposées  d'une  manière  avanta- 
geuse, on  devait  obtenir  ce  mouvement  avec  plus  de  précision  encore 
que  parle  phénomène  de  l'aberration.  J'avais  engagé  les  astronomes 
à  le  déterminer  de  cette  manière;  c'est  ce  que  M.  de  Lambre  a  fait  : 
il  a  trouvé  pour  l'aberration  .en  longitude  2o"j,  exactement  comme 
Bradley  l'avait  conclue  des  observations  directes.  Il  en  résulte  que  le 
mouvement  de  la  lumière  est  uniforme,  au  moins  dans  tout  l'espace 
compris  par  l'orbe  terrestre. 

M.  de  Lambre  n'a  point  remarqué  d'équation  du  centre  sensible, 
propre  au  premier  et  au  second  satellite;  l'équation  du  centre  du  troi- 
sième se  communique  aux  deux  premiers  et  au  quatrième;  l'équation 
du  centre  du  quatrième  satellite  se  communique  sensiblement  aux 
trois  autres,  mais  plus  faiblement,  à  mesure  qu'ils  en  sont  plus  éloi- 
gnés. La  partie  de  cette  équation,  que  le  troisième  satellite  emprunte 
du  quatrième,  est  un  peu  plus  petite  que  je  ne  l'avais  trouvée.  Elle 
est  une  des  données  les  plus  avantageuses  que  l'on  puisse  employer 
pour  déterminer  la  masse  du  quatrième  satellite.  Elle  explique  en 
même  temps  les  inégalités  singulières  du  mouvement  du  troisième 
satellite,  que  M.  Wargentin  a  représentées  empiriquement  dans  ses 
Tables,  mais  d'une  manière  imparfaite,  parce  qu'il  en  ignorait  les 
lois  et  la  cause,  que  la  théorie  seule  pouvait  faire  connaître. 

Les  mouvements  des  orbites  des  satellites  offrent  des  phénomènes 
très  remarquables.  La  théorie  m'a  fait  voir,  et  l'observation  a  con- 
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firme,  que  ces  orbites  ne  se  meuvent  point  sur  l'équateur  de  Jupiter, 
mais  sur  des  plans  qui,  lui  étant  différemment  inclinés,  sont  situés 
entre  le  plan  de  l'équateur  et  celui  de  l'orbite  et  passent  tous  par  la 
commune  intersection  de  ces  deux  plans.  Il  en  résulte  que  les  incli- 
naisons des  orbites  des  satellites  sur  celle  de  Jupiter  et  les  positions 
de  leurs  nœuds  sont  très  variables;  mais,  dans  leurs  mouvements 
périodiques,  les  orbites  parviennent  à  une  disposition  telle  que  l'in- 
clinaison de  l'orbite  du  quatrième  satellite  change  fort  peu  durant 
un  long  intervalle  de  temps.  C'est  en  vertu  de  cette  disposition  des 
orbites,  qui  a  eu  lieu  depuis  la  fin  du  dernier  siècle  jusqu'en  1760, 
que  l'inclinaison  de  l'orbite  du  quatrième  satellite  a  paru  constante 
pendant  cet  intervalle,  tandis  que  ses  nœuds  ont  eu  un  mouvement 
annuel  direct  et  d'environ  4'i- 

Les  masses  des  satellites,  que  M.  de  Lambre  a  conclues  de  ses 
recherches,  diffèrent  beaucoup  de  celles  que  j'avais  trouvées,  ce  qui 
tient  principalement  au  mouvement  de  l'abside  du  quatrième  satel- 
lite que  je  supposais  trop  petit.  Elles  ont  probablement  encore  besoin 
de  quelques  corrections,  que  de  nouvelles  observations  et  de  nouveaux 
calculs  feront  connaître;  mais  ces  corrections  influeront  peu  sur  les 
inégalités  des  satellites. 

Enfin,  en  considérant  l'influence  de  l'aplatissement  de  Jupiter  sur 
les  mouvements  des  nœuds  et  des  aphélies  des  orbites,  le  rapport  des 
axes  de  Jupiter,  auquel  M.  de  Lambre  est  parvenu,  est  celui  de  4o 
à  43,  ce  qui  se  rapproche  extrêmement  de  celui  de  i3  à  i4  que  Short 
a  trouvé  par  des  mesures  directes.  Cet  accord  nous  montre  évidem- 
ment que  l'action  de  Jupiter  sur  les  satellites  se  compose  de  l'action 
de  toutes  ses  molécules,  et  il  fournit  la  preuve,  peut-être  la  plus  déci- 
sive, de  l'attraction  mutuelle  de  toutes  les  parties  de  la  matière.  La 
valeur  de  p  — jç»  que  j'ai  supposée,  dans  l'article  XVIII  de  mes 
recherches,  égale  à  0,0194222,  a  été  trouvée  par  M.  de  Lambre  égale 
à  0,02177944-  Cette  valeur  influe  sur  les  inégalités  des  trois  premiers 
satellites  dépendantes  de  leur  configuration  mutuelle;  les  valeurs 
numériques  de  ces  inégalités,  que  j'ai  données  dans  l'article  cité. 
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doivent  donc  être  un  peu  changées.  Il  n'y  a,  par  l'article  V  de  mes 
recherches,  que  les  grands  termes  de  ces  inégalités  qui  puissent  subir 
ainsi  des  changements  sensibles;  et  il  résulte  du  même  article  que 
les  grands  termes  des  expressions  de  Br  et  de  Bu  doivent  être  changés 
dans  le  rapport  inverse  de  la  valeur  de  2/z  —  2/1'—  N  à  la  valeur  sup- 
posée pour  cette  quantité.  Pareillement,  les  grands  termes  des  expres- 
sions de  Br'  et  de  ou'  doivent  être  changés  dans  le  rapport  inverse  de 
la  valeur  de  n  —  n' —  W  k  h  valeur  supposée  pour  cette  quantité; 
enfin,  les  grands  termes  des  expressions  de  Br"  et  de  Bu"  doivent  être 
changés  dans  le  rapport  inverse  de  n'  —  n"  —  N"  à  la  valeur  supposée 
pour  cette  quantité. 

Quoique  ces  changements  soient  très  petits,  il  seja  bon  d'y  avoir 
égard  dans  les  nouvelles  recherches  que  l'on  voudra  entreprendre 
pour  perfectionner  les  Tables  des  satellites.  M.  de  Lambre  doit  publier 
son  travail  sur  cet  objet,  dans  lequel  il  exposera  la  marche  qu'il  a 
suivie.  Par  cette  raison,  je  me  dispenserai  de  publier  la  suite  que  je 
me  proposais  de  joindre  h  ma  théorie;  puisque  cette  suite  ne  renfer- 
mait que  mes  premiers  résultats  et  la  méthode  de  les  perfectionner, 
l'Ouvrage  de  M.  de  Lambre  la  rend  inutile. 

II. 

Sur  les  variations  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  du  mouvement 
des  èquinoxes  en  longitude  et  de  la  longueur  de  l'année. 

On  sait  que  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  ter- 
restre fait  rétrograder  les  èquinoxes,  et  que,  en  supposant  fixe  le  plan 
de  l'écliptique,  elle  conserve  toujours  sensiblement  à  l'axe  de  la  Terre 
la  même  inclinaison  sur  ce  plan,  à  un  mouvement  près  de  nutation, 
dont  l'étendue  est  d'environ  1 8"  ou  20",  et  dont  la  période  est  la  même 
que  celle  du  mouvement  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire.  L'obliquité 
moyenne  de  l'écliptique  sur  l'équateur  serait  donc  invariable,  sans 
l'action  des  planètes  sur  la  Terre,  qui  change  à  chaque  instant  la  posi- 
tion de  son  orbite.  Il  en  résulte  dans  cette  obliquité  une  diminution 
confirmée  par  toutes  les  observations  anciennes  et  modernes,  et  qu'il 

OEuvret  de  L.  —  \l.  6l 
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n'est  plus  possible  maintenant  de  révoquer  en  doute.  Cette  diminu- 
tion est  indépendante  de  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre;  mais  l'ac- 
tion du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  ce  sphéroïde,  en  se  combinant  avec  les 
variations  du  plan  de  l'écliptique,  doit  l'altérer  et  en  changer  les  lois. 
Supposons,  en  effet,  que  l'on  rapporte  à  un  plan  fixe  la  position  de 
l'orbite  de  la  Terre  et  le  mouvement  de  son  axe  de  rotation  ;  il  est  clair 
que  l'action  du  Soleil  produira  dans  cet  axe,  en  vertu  des  change- 
ments de  l'écliptique,  un  mouvement  d'oscillation  analogue  à  celui 
de  la  nutation,  avec  cette  différence  que,  la  période  des  variations  du 
plan  de  l'orbite  terrestre  étant  incomparablement  plus  longue  que 
celle  des  variations  du  plan  de  l'orbite  lunaire,  l'étendue  de  cette 
oscillation  doit  être  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  la  nutation. 

L'action  de  la  Lune  produit  dans  l'axe  de  la  Terre  un  mouvement 
semblable  à  celui  que  nous  venons  de  considérer,  car  j'ai  fait  voir, 
dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1786,  page  25i  ('),  que  l'inclinaison 
moyenne  de  son  orbite  sur  celle  de  la  Terre  reste  toujours  la  même,  et 
qu'ainsi  les  plans  de  ces  deux  orbites  sont  assujettis  aux  mêmes  varia- 
tions séculaires.  L'obliquité  de  l'écliptique  sur  l'équateur  doit  donc 
changer  d'une  manière  très  sensible  par  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune,  combinée  avec  le  déplacement  de  l'écliptique,  et  cette  variation 
doit  être  ajoutée  à  celle  qui  résulte  de  ce  déplacement.  Il  est  d'autant 
plus  essentiel  d'y  avoir  égard,  que  si  le  mouvement  des  équinoxes  était 
très  rapide  par  rapport  aux  variations  du  plan  de  l'orbite  terrestre, 
l'inclinaison  de  ce  plan  sur  l'équateur  serait  constante,  l'action  du  So- 
leil et  de  la  Lune  ramenant  sans  cesse  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  à  la 
même  inclinaison  sur  l'écliptique. 

On  doit  appliquer  des  réflexions  semblables  aux  variations  du  mou- 
vement des  équinoxes  en  longitude  et  de  la  longueur  de  l'année.  Dans 
la  recherche  de  tous  ces  phénomènes,  il  est  nécessaire  de  combiner 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  avec  les 
changements  de  l'écliptique. 

Les  résultats  suivants  sont  le  développement  de  cette  remarque,  que 

(M  Voir  ci-dessus,  p.  258. 
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j'ai  déjà  indiquée  dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1786,  page  25 1  (*). 
Pour  les  rendre  utiles  aux  astronomes,  j'ai  eu  égard  à  tout  ce  qui  peut 
avoir  une  influence  sensible  sur  les  phénomènes  dont  il  s'agit.  En  par- 
tant des  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  planètes,  je  donne 
des  expressions  numériques  très  simples  de  la  variation  del'écliptiquc 
et  de  l'équation  de  la  précession  des  équinoxes,  due  aux  variations  du 
plan  de  l'orbite  terrestre,  équation  à  laquelle  il  est  indispensable 
d'avoir  égard  lorsque  l'on  veut  comparer  les  observations  du  Soleil 
faites  par  Hipparque  aux  observations  modernes.  Ces  résultats  font 
partie  d'un  Ouvrage  que  je  me  propose  de  publier  sur  l'Astronomie 
physique;  mais,  au  lieu  de  rapporter  l'analyse  qui  m'y  a  conduit,  il 
sera  plus  simple  ici  d'employer  les  formules  connues  de  la  précession 
et  de  la  nutation. 

III. 

Si  l'on  désigne  par  t  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis 
une  époque  donnée,  telle  que  le  commencement  de  1700;  par  'j"  la 
quantité  dont  les  équinoxes  ont  rétrogradé  depuis  cette  époque,  et  par 
nt  la  partie  moyenne  de  leur  mouvement,  n  étant,  suivant  les  observa- 
tions, très  peu  diff'érent  de  5o";  si  l'on  nomme  ensuite  6  l'obliquité  de 
l'écliptique  sur  l'équateur;  oG  sa  variation;  c  l'inclinaison  moyenne  de 
l'orbite  lunaire  sur  l'écliptique;  à  -t-  A  la  distance  moyenne  du  nœud 
ascendant  de  cette  orbite  à  l'équinoxe  du  printemps;  enfin,  si  l'on  dé- 
signe par  [7-  la  masse  du  Soleil  divisée  par  le  cube  de  sa  moyenne  dis- 
tance à  la  Terre;  par  [jl'  la  masse  de  la  Lune  divisée  par  le  cube  de  sa 
moyenne  distance  à  la  Terre;  on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'action 
du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  Terre, 

dd)  u.'      cos'ô  — sin'0  ,.        .. 

-r='H — 7 :— 7ï 7i — ne cos(U -h  A), 

dt  h'-'^i^       sin9cos9 

69  = ^,  ^cos(iV  + A). 

Ces  deux  formules,  auxquelles  M.  d'Alembert  est  parvenu  le  premier, 

(*)  Foir  ci-dessus,  p.  258. 
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sont  un  des  résultats  les  plus  intéressants  de  la  théorie  de  la  pesanteur 
universelle;  elles  ont  généralement  lieu  quelle  que  soit  la  figure  de  la 
Terre,  en  la  supposant  môme  recouverte  d'un  fluide  d'une  profondeur 
et  d'une  densité  quelconques,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  ailleurs. 

Considérons  maintenant  l'écliptique  en  mouvement  par  l'action  des 
planètes,  et  rapportons' la  position  de  l'écliptique  vraie  et  de  l'équa- 
teur  à  un  plan  fixe,  par  exemple  à  l'écliptique  de  1700;  0  sera  l'incli- 
naison de  l'équateur  sur  ce  plan,  et  ^  sera  la  quantité  dont  les  équi- 
noxes  ont  rétrogradé  sur  le  même  plan  depuis  l'époque  donnée.  On 
sait  que  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  solaire  sur  ce  plan, 
multipliée  par  le  sinus  de  la  distance  de  son  nœud  ascendant  à  l'équi- 
noxe  du  printemps,  est  exprimée  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 
csin(iV  +  A);  nous  représenterons  cette  suite  par  ZcsinÇà  -h  A),  la 
caractéristique  S  des  intégrales  finies  servant  ici  à  désigner  la  somme 
des  termes  de  la  forme  précédente,  dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des 
planètes.  Pareillement,  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  solaire, 
multipliée  par  le  cosinus  de  la  distance  de  son  nœud  ascendant  à  l'équi- 
noxe  du  printemps,  sera  représentée  par  la  fonction  Zccos(it  4- A), 
dans  laquelle  se  change  Scsin(tVH- A),  en  augmentant  dans  cette  der- 
nière fonction  tous  les  angles  à  de  90".  L'expression  précédente  de  §ô, 
due  à  un  terme  semblable  que  produit  la  variation  du  plan  de  l'orbite 
lunaire,  donnera  donc  pour  la  variation  de  0,  qui  résulte  de  l'action  du 
Soleil  combinée  avec  le  déplacement  de  l'écliptique, 

è9  = fi—  y  ^cos(iV-H  A). 

La  formule  2csin(iV  +  A)  représente  encore  la  tangente  de  l'incli- 
naison moyenne  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  fixe,  multipliée  par  le 
sinus  de  la  distance  de  son  nœud  ascendant  à  l'équinoxe,  en  y  ajou- 
tant le  terme  de  la  forme  csin(iV  +  A)  dû  au  mouvement  propre  des 
nœuds  de  l'orbite  lunaire.  [Voir  les  Mémoires  de  l'Académie  pour 
l'année  1786,  page  25 1  (').]  Nous  ferons  ici  abstraction  de  ce  dernier 

(•)  Voir  ci-dessus,  p.  208. 
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terme  d'où  résulte  la  nutation.  On  aura  donc,  par  l'action  de  la  Lune, 

$6  = ^y^cos(/f +  A); 

ainsi,  par  les  actions  réunies  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  aura 

ÔO=r— V  ~C0S(i7H- A). 

Pour  avoir  la  variation  de  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'écliptique 
vraie,  il  faut  ajouter  à  cette  valeur  de  §0  la  variation  qui  résulte  du 
déplacement  seul  de  l'écliptique,  et  qui  est  égale  à  Sccos(iV -h  A), 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  En  désignant  donc  par  oO' l'accrois- 
sement de  l'obliquité  de  l'écliptique  vraie,  on  aura 

Considérons  maintenant  le  mouvement  des  équinoxes;  on  aura,  en 
vertu  des  actions  du  Soleil  et  de  la  Lune  combinées  avec  le  déplace- 
ment de  l'écliptique, 

d'il  (cos^O  — sin^^)  „ 

dt  smôcosô 

La  quantité  n  est  proportionnelle  au  cosinus  de  l'obliquité  du  plan 
fixe  sur  l'équateur;  elle  est  par  conséquent  de  cette  forme  Kcos6,  ce 

qui  donne 

n  z=  n{i  —  èôtàngô), 

/2  el  0  étant  constants  dans  le  second  membre  de  cette  équation.  L'ex- 
pression précédente  de  ~  deviendra  ainsi,  en  substituant  pour  56  sa 

valeur  —  V -^cos(i'/  +  A)  et  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  c\ 

■—-  =  /i  -^^    {  ~  ~"'  )  '^"o^-i-  cosô   /iccos(«7  4- A); 
ce  qui  donne,  en  intégrant, 

^=znt-h  const.H-'V    (-  — I  )  tango  -t-  cosô    -r- sin(«i -h  A). 
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Ainsi  la  variation  de  l'angle  ^  ou  du  mouvement  des  équinoxes,  varia- 
tion que  nous  désignerons  par  ^']^,  est 

a^l^^V    r-l  — I  j  tango +  COS0    ^sin(f7  + A). 

Pour  avoir  la  variation  de  cet  angle  relativement  à  l'écliptique 
vraie,  il  faut  retrancher  de  ^^  la  variation  du  mouvement  des  équi- 
noxes en  longitude  due  au  seul  déplacement  de  l'écliptique,  et  qui 
est  égale  à  SccotG  sin(i/  -+-  A).  En  nommant  donc  B'\t'  la  variation  du 
mouvement  rétrograde  des  équinoxes  par  rapport  à  l'écliptique  vraie, 
on  aura 

ê'f  zzz^/'n- "lang^ô^  f'4  —  i\c  cote  s\n{it -h  A). 

Il  est  facile  de  condure  de  cette  formule  la  variation  de  l'année 
tropique,  car  on  aura  son  accroissement  en  multipliant -^  par 

iJ  ou  par  86/400"  de  temps,  et  en  le  divisant  par  5ç)'S",3,  mouvement 
journalier  du  Soleil,  ce  qui  revient  à  réduire  en  secondes  les  coeffi- 
cients des  sinus  et  des  cosinus  de ~-  et  à  les  multiplier  par 

24,3497. 

IV. 

.  On  peut  observer  sur  les  valeurs  précédentes  de  Sô'  et  de  S^'  qu'elles 
seraient  nulles  à  très  peu  près,  si  i  était  peu  différent  de  /i;  ce  cas 
aurait  lieu  si  le  mouvement  des  équinoxes  était  très  rapide  relative- 
ment à  celui  du  plan  de  l'orbite  de  la  Terre,  car  alors  les  angles 
(n  —  i)t,  dont  ce  dernier  mouvement  dépend,  seraient  très  petits  par 
rapport  à  nt. 

Si  l'on  choisit  pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  à  une  époque 
donnée,  et  que  l'on  fixe  l'origine  de  ^  à  cette  époque,  la  tangente  de 
l'inclinaison  de  l'orbite  terrestre  sur  le  plan  fixe  sera  nulle  avec  t.  Or 
le  carré  de  cette  tangente  est 

[le  cos{it  +  A)]2+  [2c  sin(«7  +  A)]^; 
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on  aura  donc,  à  l'époque  donnée, 

2csinAi=:o,        2ccosA=:o. 

Ainsi,  en  réduisant  l'expression  de  SO'  dans  une  suite  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  t  et  en  ne  conservant  que  la  première  puis- 
sance, on  aura 

ô9'=  — V  -ccosA  —  2a7sinA. 

La  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  sera  donc  à  cette  époque 
égale  à  —  Sci^sinA,  et  par  conséquent  elle  sera  la  même  qui  résulte 
du  seul  déplacement  de  l'écliptique. 

La  fonction  2csin(iV -+- A)  dépend  des  masses  des  planètes,  et, 
comme  plusieurs  de  ces  masses  sont  encore  inconnues,  cette  fonction 
n'a  pu  être  jusqu'ici  exactement  déterminée.  M.  de  la  Grange  l'a  cal- 
culée dans  deux  hypothèses  différentes  sur  ces  masses.  {Voir  les  Mé- 
moires de  l'Académie  pour  l'année  1774»  ^^  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  1782.)  Si  l'on  fait  usage  de  la  dernière  de  ces  déterminations, 
on  trouve  que  la  variation  de  l'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  sur 
l'écliptique  fixe  de  1700,  variation  dont  les  limites  sont  ±  5° 23',  pro- 
duit dans  l'obliquité  de  l'écliptique  vraie  sur  l'équateur  une  variation 
dont  les  limites  sont  ±  i°2i'28",5;  en  sorte  que  l'action  du  Soleil  et 
de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  réduit  au  quart  l'étendue  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'écliptique  qui  auraient  lieu  si  la  Terre 
était  une  sphère. 

Pareillement  les  limites  ±  2"i7%  7,  que  M.  de  la  Grange  assigne  aux 
variations  de  la  longueur  de  l'année,  se  trouvent  réduites  par  nos  for- 
mules à  celles-ci  ±  5i%9;  d'où  l'on  voit  la  nécessité  d'avoir  égard  aux 
considérations  précédentes. 

V. 

L'incertitude  où  l'on  est  encore  sur  les  masses  de  plusieurs  pla- 
nètes ne  permet  pas  d'avoir  exactement  les  fonctions  Scsin(i/  4- A) 
et  Sccos(i;  4-  A).  On  en  déterminera  facilement,  par  la  méthode  sui- 
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vante,  des  valeurs  approchées  qui  pourront  s'étendre  à  toutes  les  ob- 
servations anciennes,  et  qu'il  sera  aisé  de  rectifier,  à  mesure  que  les 
phénomènes  célestes  feront  mieux  connaître  les  masses  des  planètes; 
car,  jusqu'à  ce  que  ces  masses  soient  connues  avec  beaucoup  de  préci- 
sion, il  sera  inutile  de  calculer  par  des  formules  rigoureuses  les  fonc- 
tions dont  il  s'agit. 

Soit  (p  l'inclinaison  de  l'orbite  terrestre  sur  un  plan  fixe,  que  nous 
supposerons  être  celui  de  l'écliptique  à  l'époque  où  /  =  o.  Supposons 
que  t  soit  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque;  soit  'C  la  distance  du  nœud  ascendant  de  cette  orbite  à  un 
point  fixe  pris  sur  ce  plan.  Si  l'on  fait 

/?  =  tang9sinC,         ^=:  tang9  cosÇ, 

on  déterminera,  par  les  formules  connues,  les  valeurs  de  ^  et  de  -j^> 
lorsque  /  =  o.  Soient  a  et  b  ces  valeurs  ;  on  déterminera  de  la  même 
manière  les  valeurs  de  -—  et  de  -£■>  après  le  nombre  T  d'années  écou- 
lées depuis  la  première  époque.  Soient  a'  et  b'  ces  valeurs.  Cela  posé, 

on  fera 

pz=A'  s'mgt  -hB'{i-~  cosg' t)f 

q  =  B'  s'mg't  —  A'  (i  —  cosgt); 

on  aura 

A'g  =  a,         B'g'=b, 

k'g  cosg  T  H-  B'^'sin^'T  =  a', 
B'g'cosg'T  —  A'gsmgT  =  b'. 

Si  T  est  tel  que  les  angles  ^T  et  g'T  soient  peu  considérables,  ce 
qui  aura  toujours  lieu  lorsque  T  n'excédera  pas  looo  ou  1200,  on 
pourra  supposer  ces  angles  égaux  à  leurs  sinus  et  leurs  cosinus  égaux 
à  l'unité,  ce  qui  donne 

A'^-  +  B'g^'T  =  a',         B'g'-A'gn-  =  b'; 
les  quantités  négligées  ne  seront  que  de  l'ordre  ^'T^  et  par  consé- 
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quent  insensibles;  on  aura  donc 

b-h'  , _  a'-a 

^  ~     aT    '  ^  ~     b'ï    ' 

"  «''^  B'z=:-^1I-. 


"  h  —  ir 

Maintenant,  m  étant  le  mouvement  rétrograde  des  équinoxes  depuis 
l'origine  de  t,  si  l'on  suppose  X,  nul  à  cette  origine,  la  tangente  de  l'in- 
clinaison de  l'orbite  terrestre,  multipliée  par  le  sinus  de  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant,  sera  tang9sin(^ -h/i/)  ou /^cos/i; -+- ysin/^/; 
ce  sera,  par  conséquent,  la  valeur  de  la  fonction  Scsin(fV  -f-  A),  ce  qui 
donne 

Ic&m^it-^-  k)——  A'sinn^4-B'cosni  + A'sin(n  +  ^)<  — B'cos(n4-^')/. 

On  aura  pareillement 

Iiccos(ïfH- A)=:lang9C0s(Ç-+-  nt)  =  q  cos nt —ps'mnt, 

d'où  Ton  tire 

2ccos(/^  + A)  =— A'cosn^  —  B'sinn^H- A'cos(/i  -\- g)t -\-B's\n{n  -^  ^')t; 

en  sorte  que  la  fonction  Scsin(ïV  +  A)  se  change  en  Jlccos(it  h-  A), 
en  augmentant  les  angles  it  de  90°,  comme  cela  doit  être. 

Vï. 

Pour  appliquer  des  nombres  à  ces  formules,  nous  commencerons 
par  déterminer  les  masses  des  planètes.  Le  moyen  le  plus  précis 
d'avoir  celle  de  la  Terre  est  de  faire  usage  de  la  longueur  observée  du 
pendule  à  secondes;  et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  Ton  nomme  m 
la  masse  de  la  Terre,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour  unité;  {jl  le  rap- 
port de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  au  rayon  terrestre;  t:  la  pa- 
rallaxe du  Soleil,  et  T  le  temps  de  sa  révolution  sidérale  exprimé  en 
secondes;  on  a,  en  supposant  la  Terre  sphérique, 

m  =:||uLT*sin'7:. 

Les  valeurs  de  (x  et  de  u  ne  sont  pas  les  mêmes  sur  toute  la  surface 

OFMcres  de  L.  —  \\.  6a 
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de  la  Terre,  et,  quoique  leurs  variations  soient  peu  considérables,  il 
est  cependant  utile  d'y  avoir  égard.  Or  il  résulte  des  recherches  que 
j'ai  données  dans  nos  Mémoires  de  1 782  et  1 783  (  *  )  sur  la  figure  des  pla- 
nètes et  de  la  Terre,  que,  sous  le  parallèle  dont  le  sinus  de  latitude  est 
v/j,  la  quantité  ^[xT^sin'ir  est  égale  à  la  masse  de  la  Terre,  multipliée 
par  l'unité,  moins  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
l'équateur;  en  sorte  que,  pour  avoir  cette  masse,  il  suffit  de  diviser  la 
quantité  précédente  par  ce  multiplicateur.  En  supposant  donc  les  deux 
axes  de  la  Terre  dans  le  rapport  de  i  à  i,oo3ht,  rapport  qui  répond 
bien  à  tous  les  phénomènes;  en  supposant  ensuite,  comme  M.  du  Sé- 
jour l'a  trouvé  par  l'ensemble  des  observations  des  deux  passages  de 
Vénus  sur  le  disque  du  Soleil,  que  la  parallaxe  horizontale  polaire  du 
Soleil  dans  les  moyennes  distances  est  8",  81 28,  je  trouve  le  loga- 
rithme de  la  masse  de  la  Terre  égal  à  4»4837748,  et  par  conséquent 
cette  masse  égale  à  j^iî^. 

Le  logarithme  de  la  masse  de  Vénus  qui  m'a  paru  le  mieux  répondre 
à  tous  les  phénomènes  sur  lesquels  cette  planète  a  de  l'influence  est 
4, 4166456. 

Suivant  les  observations  de  M.  Herschel,  la  révolution  synodique  du 
second  satellite  de  la  nouvelle  planète  est  de  i3J ii^5™  i*, 5,  et  sa  plus 
grande  élongation,  vue  à  la  moyenne  distance  de  la  planète  au  Soleil, 
est  de  44">23.  En  supposant  donc  cette  moyenne  distance  égale  à 
19,182558,  je  trouve  le  logarithme  de  la  masse  de  la  nouvelle  planète 
égal  à  5,7099085,  et  par  conséquent  cette  masse  égale  à  j^^. 

Quant  aux  masses  des  autres  planètes,  j'ai  adopté  les  déterminations 
que  M.  de  la  Grange  en  a  données  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  1782,  et  suivant  lesquelles  on  a 

log  de  la  masse  de  Mercure 3 ,6984015 

log  de  la  masse  de  Mars 3 ,7337488 

log  de  la  masse  de  Jupiter 6,9717561 

log  de  la  masse  de  Saturne 6,4738674 

sur  quoi  l'on  peut  observer  que  ces  deux  derniers  logarithmes  sont  les 

(1)  OEuvres  de  Laplace,  T.  X  el  XI. 
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seuls  auxquels  on  doive  avoir  confiance  ;  mais  heureusement  les  masses 
des  autres  planètes  ont  très  peu  d'influence. 

Cela  posé,  j'ai  trouvé  pour  le  commencement  de  1700,  et  en  prenant 
pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  à  cette  époque,  où  je  fixerai  l'ori- 
gine de  t, 

«=:  O^oSoSSS,  ft  r=  —  O",  500O. 

En  faisant  ensuite  T  =  —  1000,  j'ai  trouvé 

a'  —  a  =3  —  o",  042220, 
b'—  6  — —  o^oI265, 
d'où  j'ai  conclu 

gz=-    32",/18i4,        g'=—     i7%4o88, 
A'=z-5io",  i5,  B'=      5924',  17; 

et  par  conséquent,  la  précession  moyenne  des  équinoxes  dans  ce  siècle 
étant  de  5o"  j  par  année,  on  a 

2c  sin(f7  +  A)  —  5io", i5sin(5o'', 250  +  ^9'^^''y^l  cos(5o",25/) 

—  5io",£5sin(i7",76860  — 5924'',i7  cos(32^84I2/), 

iccos(iV  H-  A)  =  —  5924",  17  sin(5o'', 25/)  +  5io",i5  008(50", 25 f) 

+  5924",i7  sin(32",84i20  —  5io",i5  ces (  17', 7686 0; 

ces  valeurs  donnent 

àQ'—       932",56cos(i7",76860-3i4o",34sin(32",84i20, 
ô|'r=— 3292",28  sin(i7",76860  — 93i5",65cos(32",84i20, 

d'où  l'on  tire,  pour  le  mouvement  rétrograde  '^'  des  équinoxes  depuis 
1700, 

v}>'=:5o",53353/  — 3292%28sin(r7'',76860  +  93i5%65[i  — cos(32%84i20]. 

En  en  retranchant  5o",25^,  on  aura  l'équation  séculaire  du  Soleil  rela- 
tivement aux  équinoxes,  et  l'on  trouvera  l'accroissement  de  l'année 

égal  à 

—  36",ii4sin(32",84i20  — 6",9o39[i  — cos(i7%76860]; 

en  sorte  qu'au  temps  d'Hipparque  l'année  était  plus  longue  d'environ 
10"^  qu'aujourd'hui. 
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VII. 

Les  astronomes  rapportent  les  catalogues  d'étoiles  à  une  époque  dif- 
férente de  celle  de  leur  formation,  en  tenant  compte  des  mouvements 
des  étoiles  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  dus  à  la  préeession 
des  équinoxes.  La  précision  des  observations  modernes  exige  une 
grande  exactitude  dans  cette  réduction  ;  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir 
au  moyen  des  formules  précédentes.  Pour  cela,  soient  £  l'ascension 
droite  d'une  étoile  et  y  sa  déclinaison  boréale;  soient  c?£  et  chyles  varia- 
tions annuelles  de  ces  angles;  soient  d'^  et  dB  les  variations  annuelles 
de  ^  et  de  6.  On  trouvera  facilement,  par  les  formules  différentielles 
de  la  Trigonométrie  sphérique, 

dy  =:d^  s'xnO  cos£ -h  dd  sine, 

Il  ce cos{it  -+-  A) 


de  =  d'^icosO  4-  d<]i  sin9  langy  sine  —  dO  tangy  cose  — 


sin( 


La  valeur  de  d^  se  déduit  du  mouvement  annuel  des  équinoxes  par 
rapport  à  l'écliptique  vraie,  que  nous  désignerons  par  d^\  au  moyen 

de  l'équation 

,,        ,,,      Hc  cos(it  -+-  A) 

''+=''+  +  — tsp — 

Mais  on  a,  par  l'article  précédent,  dans  ce  siècle  où  /  =  o, 

lie  cos {it  H-  A )  —  o", o8o333 ; 

on  a  ensuite 

d^  =  Ine  sinA  =  o; 

enfin  les  observations  donnent 

^^'=50",  25. 

On  aura  donc 

d'\  =  5o",  4349, 

dy  =  50", 4349  sinôcoss, 
d£  =^d^  cos 9  -h  d'\)smO  tangy  sine  —  o",2oi6, 

équations  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  pour  6,  y  et  £  leurs  va- 
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leurs  à  l'époque  de  la  formation  des  catalogues,  ou,  plus  exactement, 
à  l'époque  moyenne  entre^  celle  de  leur  formation  et  celle  de  leur  ré- 
duction. Ces  équations  supposent  que  la  valeur  5o"  {  de  la  précession 
annuelle  est  exacte;  elles  supposent  encore  la  variation  séculaire  de 
l'obliquité  de  l'écliptique  égale  à  5o".  Ces  deux  suppositions  ont  peut- 
être  besoin  de  quelques  corrections;  mais,  dans  l'état  actuel  de  l'As- 
tronomie, les  équations  précédentes  me  paraissent  les  plus  précises 
dont  on  puisse  faire  usage. 

VIII. 

Sur  les  degrés  mesurés  des  méridiens  et  sur  les  longueurs  observées 

du  pendule. 

Je  me  propose  ici  de  discuter  les  mesures  des  degrés  des  méridiens 
et  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  et  d'examiner  si  l'on  peut,  sans 
faire  trop  de  violence  aux  observations,  concilier  ces  mesures  avec  une 
figure  elliptique.  Je  considère  d'abord  les  degrés  des  méridiens.  Si, 
par  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  et  par  le  zénith  d'un  lieu  de  sa  sur- 
face, on  imagine  un  plan  prolongé  jusqu'au  ciel,  ce  plan  y  tracera  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  qui  sera  le  méridien  de  ce  lieu.  Tous 
les  points  de  la  surface  de  la  Terre  qui  auront  leur  zénith  sur  cette  cir- 
conférence seront  sous  le  même  méridien  céleste,  et  ils  formeront  sur 
cette  surface  une  courbe  qui  sera  le  méridien  terrestre  correspondant. 

Pour  déterminer  cette  courbe,  représentons  par  fx  =  o  l'équation  de 
la  surface  de  la  Terre,  fx  étant  une  fonction  des  trois  coordonnées  or- 
thogonales X,  y,  z.  Soient  oc',y\  z'  les  trois  coordonnées  de  la  verticale 
qui  passe  par  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre  déterminé  par  les  coor- 
données x,y^z\  on  aura,  par  la  théorie  des  surfaces  courbes,  les  deux 
équations  suivantes, 

dx   -^        dy 

dx  âz 

en  ajoutant  la  première,  multipliée  par  une  indéterminée  X,  à  la  se- 
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conde;  on  en  tirera 

dx 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan  quelconque  parallèle  à  la  verticale 

dont  nous  venons  de  parler;  cette  verticale,  prolongée  à  l'infini,  se 

réunissant  au  méridien  céleste,  tandis  que  son  pied  n'est  éloigné  que 

d'une  quantité  finie  du  plan  de  ce  méridien,  peut  être  censée  parallèle 

à  ce  plan  ;  l'équation  différentielle  de  ce  plan  peut  donc  coïncider  avec 

la  précédente.  Soit 

dz'  =  a  dx'  +  b  dy' 

cette  équation;  en  la  comparant  à  la  précédente,  on  en  tirera 

^    '  dz  dx         dy        ' 

Pour  avoir  les  constantes  a  et  b,  on  supj)Osera  connues  les  coordon- 
nées de  l'extrémité  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  et  celles  d'un  lieu 
donné  de  sa  surface.  En  substituant  ces  coordonnées  dans  l'équation 
précédente,  on  aura  deux  équations  au  moyen  desquelles  on  détermi- 
nera a  et  b. 

L'équation  {a),  combinée  avec  l'équation  pi  =  o  de  la  surface,  don- 
nera la  courbe  du  méridien  terrestre  qui  passe  par  le  lieu  donné.  Cette 
courbe  ne  se  confond  avec  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  du 
méridien  céleste,  que  dans  le  cas  où  la  Terre  est  un  solide  de  révolu- 
tion. Si  la  Terre  est  un  ellipsoïde  quelconque,  [jl  sera  une  fonction 
rationnelle  et  entière  du  second  degré  en  x,y,  z-,  l'équation  (a)  sera 
donc  alors  celle  d'un  plan  dont  l'intersection  avec  la  surface  de  la  Terre 
formera  le  méridien  terrestre;  dans  les  autres  cas,  ce  méridien  est  une 
ligne  à  double  courbure.  Mais,  si  l'on  regarde  comme  une  quantité 
très  petite  du  premier  ordre  la  différence  de  la  figure  de  la  Terre  à  celle 
d'une  sphère,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  pourra,  aux  quantités  près  du 
second  ordre,  supposer  la  longueur  du  méridien  terrestre  égale  à  celle 
de  la  courbe  formée  par  l'intersection  de  la  surface  terrestre  avec  le 
plan  du  méridien  céleste. 
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Les  mesures  géodésiques  donnent  la  ligne  la  plus  courte  tracée  entre 
deux  points  situés  sous  le  même  méridien,  et  cette  ligne  n'est  point 
celle  du  méridien  terrestre;  mais  on  peut  encore  s'assurer  facilement 
que  la  longueur  de  l'arc  du  méridien  est,  aux  quantités  près  du  second 
ordre,  la  même  que  celle  de  la  ligne  la  plus  courte  menée  entre  les 
deux  extrémités  de  cet  arc. 

Si  l'on  nomme  ds  l'élément  de  la  courbe  du  méridien  terrestre  et  r 
son  rayon  osculateur,  on  aura 

ds* 


v/(rf*a?)*+(û?«7)*+(ûP«)*-(^'*)' 

En  prenant  pour  le  plan  des  a?  et  des  y  le  plan  même  du  méridien 
céleste,  z  sera  une  quantité  très  petite  du  premier  ordre,  puisqu'elle 
serait  nulle,  si  la  Terre  était  une  sphère.  On  aura  donc,  en  négligeant 
les  quantités  du  second  ordre, 


ds  =  ^dx-  4-  dy*, 
ds^ 


\J{d^xY-^{d*yy  —  {d^s)' 


le  rayon  osculateur  du  méridien  terrestre  peut  donc  être  supposé  le 
même  que  celui  de  la  courbe  formée  par  l'intersection  de  la  surface 
de  la  Terre  et  du  méridien  céleste. 

Le  plan  'mené  par  la  verticale,  parallèlement  au  plan  du  méridien 
céleste,  se  confond  avec  lui,  lorsque  la  Terre  est  un  solide  de  révolu- 
tion ;  dans  les  autres  cas,  ces  deux  plans  s'écartent  l'un  de  l'autre. 
Leur  distance  mutuelle  est  insensible  relativement  aux  étoiles;  mais 
elle  peut  être  sensible  pour  la  Lune.  Des  observations  multipliées 
d'écIipses  de  Soleil  et  d'occultations  d'étoiles,  faites  sous  des  longi- 
tudes très  différentes,  peuvent  nous  éclairer  sur  cet  objet. 

IX. 

On  a  déjà  mesuré  un  assez  grand  nombre  de  degrés  des  méridiens; 
ces  mesures  ont  été  combinées  de  beaucoup  de  manières  pour  en 
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déduire  la  figure  elliptique  qui  s'accorde  le  mieux  avec  elles,  car,  la 
Terre  n'étant  pas  sphérique,  cette  figure  est  la  plus  simple  qu'on 
puisse  lui  supposer;  d'ailleurs,  elle  résulte  de  la  pesanteur  univer- 
selle si  cette  planète  a  été  primitivement  fluide  et  si,  en  se  durcis- 
sant, elle  a  conservé  sa  figure  d'équilibre.  Mais  les  combinaisons 
des  mesures  des  degrés  ont  donné  pour  la  figure  des  méridiens  des 
ellipses  qui  s'éloignent  trop  des  observations  pour  pouvoir  être 
admises;  d'où  l'on  a  conclu  que  la  figure  de  la  Terre  s'éloignait 
sensiblement  de  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Cependant,  avant 
que  de  renoncer  entièrement  à  la  figure  elliptique,  il  faut  déterminer 
celle  dans  laquelle  le  plus  grand  écart  des  degrés  mesurés  est  plus 
petit  que  dans  toute  autre  figure  elliptique  et  voir  si  cet  écart  est 
dans  les  limites  des  erreurs  des  observations.  J'ai  donné  dans  nos 
Mémoires  de  1783  (')  une  méthode  pour  résoudre  ce  problème  et  je  l'ai 
appliquée  aux  quatre  mesures  des  degrés  du  Nord,  de  France,  du  cap 
de  Bonne-Espérance  et  du  Pérou;  mais  cette  méthode  devient  très 
pénible  lorsque  l'on  considère  à  la  fois  un  grand  nombre  de  degrés. 
La  méthode  suivante  est  beaucoup  plus  simple. 

Soient  «,  «,,  a^,  a^,  ...  les  degrés  du  méridien;  soient p, p,,p2,  . . . 
les  carrés  des  sinus  des  latitudes  correspondantes;  supposons  que, 
dans  l'ellipse  cherchée,  le  degré  du  méridien  soit  représenté  géné- 
ralement par  z  -hpy.  En  nommant  ce,  x^,  x^,  x^,  ...  les  erreurs  des 
observations,  on  aura  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  nous 
supposerons  que  p, Pi,p2*  •  •  •  forment  une  progression  croissante 


(A) 


a  —  z  - 

-p  y  =  ^, 

«1  —  z  - 

-Piy  =  ^u 

a^  —  z- 

-p^y  =  x^. 

a^  —  z  - 

-pzy  —  x%> 

a^—  Z—pny  =  Xn^ 


(1)  Voir,  plus  haut,  p.  3. 
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Cela  posé,  concevons  que  Xi  soit,  abstraction  faite  du  signe,  la  plus 

grande  des  erreurs  ^r,  ^,, J'observe  d'abord  qu'il  doit  exister  une 

autre  erreur  a;,'  égale  et  de  signe  contraire  à  Xi\  autrement  on  pour- 
rait, en  faisant  varier  z  convenablement  dans  l'équation 

ai  —  z—piy  —  Xi, 

diminuer  l'erreur  Xi  en  lui  conservant  la  propriété  d'être  l'erreur 
extrême,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  J'observe  ensuite  que  Xi  et 
Xi>  étant  les  deux  erreurs  extrêmes,  l'une  positive,  l'autre  négative, 
et  qui  doivent  être  égales,  par  ce  que  l'on  vient  de  dire,  il  doit  exister 
une  troisième  erreur  Xi»  égale,  abstraction  faite  du  signe,  à  a?,.  En 
effet,  si  l'on  retranche  l'équation  correspondante  à  a?,-  de  l'équation 
correspondante  à  Xi-,  on  aura 

tti —  ai—{pi —  Pi)  y  —  Xf  —  Xi, 

Le  second  membre  de  cette  équation  est,  abstraction  faite  du  signe,  la 
somme  des  erreurs  extrêmes,  et  il  est  clair  que,  en  faisant  varier  con- 
venablement y,  on  peut  la  diminuer  en  lui  conservant  la  propriété 
d'être  la  plus  grande  de  toutes  les  sommes  que  l'on  peut  obtenir  par 
l'addition  ou  par  la  soustraction  des  erreurs  Xy  a?,,  x^,  ...,  pourvu 
cependant  qu'il  n'y  ait  point  une  troisième  erreur  Xi»  égale,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  à  Xi  :  or,  la  somme  des  erreurs  extrêmes  étant 
diminuée,  et  ces  erreurs  étant  rendues  égales  au  moyen  de  la  valeur  s, 
chacune  de  ces  erreurs  est  diminuée,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il 
existe  donc  trois  erreurs  a?,,  a?/',  Xi»  égales  entre  elles,  abstraction  faite 
du  signe,  et  dont  l'une  a  un  signe  contraire  à  celui  des  deux  autres. 

Supposons  que  ce  soit  a?,-;  alors  le  nombre  i  tombera  entre  les  deux 
nombres  i  et  i".  Pour  le  faire  voir,  imaginons  que  cela  ne  soit  pas  et 
que  i'  tombe  en  deçà  ou  au  delà  des  nombres  i  et  i"\  en  retranchant 
l'équation  correspondante  à  i'  successivement  des  deux  équations 
correspondantes  à  «  et  à  î",  on  aura 

ai  —  (li —  {Pi  —  Pi'  )y  =  ^i  —  oci-y 
af—  ai>—  {pi'  —  Pc)  y  =  Xi'—Xc 

OEuvrcs  de  L.  —  W.  63 
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Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  égaux  et  de  même 
signe;  ils  sont  encore,  abstraction  faite  du  signe,  la  somme  des 
erreurs  extrêmes  :  or  il  est  clair  que,  faisant  varier  convenable- 
ment y,  on  peut  diminuer  chacune  de  ces  sommes,  puisque  le  coef- 
ficient de  j  est  du  même  signe  dans  les  deux  premiers  membres;  on 
peut  donc  alors  diminuer  chacune  des  erreurs  extrêmes,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse;  ainsi  le  nombre  i'  doit  tomber  entre  les  nombres  i 
et  i". 

Déterminons  maintenant  lesquelles  des  erreurs  x,  a?,,  x.^,  ...  sont 
les  erreurs  extrêmes.  Pour  cela,  on  retranchera  la  première  des  équa- 
tions (A)  successivement  des  suivantes,  et  Ton  aura  cette  suite 
d'équations 

(B) 


«1- 

-a—  {p^~p)y  =  xi-~x, 

«2  — 

-  a  —  {p^  —  p) y  —  x^—  X, 

«3- 

-a  —  {p^--p)y  =  x^-x, 

Supposons  j  infini;  les  premiers  membres  de  ces  équations  seront 

négatifs,  et  alors  la  valeur  de  x  sera  plus  grande  que  x^,  x^, En 

diminuant  continuellement  y,  on  arrivera  enfin  à  une  valeur  qui 
rendra  positif  l'un  de  ces  premiers  membres;  mais,  avant  que  d'ar- 
river à  cet  état,  il  deviendra  nul.  Pour  connaître  celui  de  ces  mem- 
bres qui,  le  premier,  devient  égal  à  zéro,  on  formera  les  quantités 


Pi  — /^        Pi  —  P        Pz  —  P 

Nommons  ^  la  plus  grande  de  ces  quantités  et  supposons  qu'elle  soit 


Pv  —  p 


S'il  y  a  plusieurs  valeurs  égales  à  p,  nous  considérerons  celle  qui  cor- 
respond au  nombre  rie  plus  grand.  En  substituant  ^  pour  j,  dans  la 
^iéme  jgg  équations  (B),  Xr  sera  égal  à  x,  et,  en  diminuant  y,  il  l'em- 
portera sur  a?,  le  premier  membre  de  la  r"^^"^^  équation  devenant  alors 
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positif.  Par  les  diminutions  successives  de  y,  il  croîtra  plus  rapide- 
ment que  les  premiers  membres  des  équations  qui  le  précèdent, 
puisque  son  coefficient  de  —  j  est  plus  considérable  ;  ainsi  ce  membre 
devenant  nul  lorsque  les  précédents  sont  encore  négatifs,  il  est  visible 
que,  dans  les  diminutions  successives  de  y,  il  sera  toujours  plus  grand 
qu'eux,  ce  qui  prouve  que  Xr  sera  constamment  plus  grand  que  x,  a?, , 
X.,,  . .. , Xr_^  lorsque  j  sera  moindre  que  p.  Les  premiers  membres  des 
équations  qui  suivent  la  r'^™®  seront  d'abord  négatifs,  et  tant  que  cela 
aura  lieu,  Xr+^,  x^^^,  ...  seront  moindres  que  x,  et  par  conséquent 
moindres  que  x^.  Ainsi  x^  sera  la  plus  grande  de  toutes  les  erreurs  x, 
Xt,  ...,  x^  lorsque  y,  en  diminuant,  sera  moindre  que  P;  mais,  en 
continuant  de  diminuer  j,  on  parviendra  à  une  valeur  de  y  telle  que 
quelques-unes  des  erreurs  Xr+,,  x^+i,  . . .  commenceront  à  l'emporter 
sur  Xr. 

Pour  déterminer  cette  valeur  de  y,  on  retranchera  la  (r  -\-  1)»^™»  des 
équations  (A)  successivement  des  suivantes,  et  l'on  aura 

«1-^1  —  «»•—  iPr+l  —  Pr)f  =  ^r+l  ~  ^ r, 
^r+2         ^v        \Pr-^ï  —  Pr) y  ^^  ^ r-\-'i.  —  ^ ry 


On  formera  les  quantités 

^r+i         ^r         ^/•-t-2  —  ^r 
Pr+\—Pr         Pr-\-2—Pr^ 

Nommons  ^,  la  plus  grande  de  ces  quantités,  et  supposons  qu'elle  soit 

a^i —  Or 

Pv  —  Pv 

Si  plusieurs  de  ces  quantités  sont  égales  à  p,,  nous  supposerons  que 
r'  est  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  elles  répondent.  Cela  posé, 
Xr  sera  la  plus  grande  des  erreurs  a?,  a?,,  . . .,  x^  tant  que  y  sera  com- 
pris entre  p  et  ^,  ;  mais,  lorsque,  en  diminuant  j,  on  sera  arrivé  à  p,, 
alors  Xr'  commencera  à  l'emporter  sur  x^  et  à  devenir  la  plus  grande 
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des  erreurs.  Pour  déterminer  dans  quelles  limites,  on  formera  les 
quantités 


<^r'+l         <^r'  (^r'-V  2         ^» 


Pr'+i—Pr'         Pr+i  —  Pr' 

Soit  (^2  la  plus  grande  de  ces  quantités,  et  supposons  qu'elle  soit 

a,.'> —  a,.' 

Pv"  —  Pr' 

Si  plusieurs  de  ces  quantités  sont  égales  à  (^o,  nous  supposerons  que 
r"  est  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  elles  répondent,  a?/  sera  la 
plus  grande  de  toutes  les  erreurs,  depuis  j  =  Pi  jusqu'à  j  =  |32. 
Lorsque  j  =  p2»  alors  ^r^/  commence  à  être  cette  plus  grande  erreur. 
En  continuant  ainsi,  on  formera  les  deux  suites 

l    .ty      ce  y,      CV,.-,      CVr")       '  '  -f      ^nf 

(  00»     P,       Pi,      (32,       ...,     (3ç,     —00. 

La  première  indique  les  erreurs  x,  x^,  x/,  x//,  . . .  qui  deviennent  les 
plus  grandes;  la  seconde  suite,  formée  de  quantités  décroissantes, 
indique  les  limites  de  y  entre  lesquelles  ces  erreurs  sont  les  plus 
grandes;  ainsi  x  est  la  plus  grande  erreur  depuis  j  =  qo  jusqu'à 
j  =  P;  Xr  est  la  plus  grande  erreur  depuis  y=  P  jusqu'à  y::^i^^; 
x/  est  la  plus  grande  erreur  depuis  j  =  P,  jusqu'à  y  =  ^2  ;  ainsi  de 
suite. 

Reprenons  maintenant  les  équations  (B),  et  supposons  j  négatif  et 
infini;  les  premiers  membres  de  ces  équations  seront  positifs;  x  sera 
donc  alors  la  plus  petite  des  erreurs  x,  x^, En  augmentant  conti- 
nuellement y,  quelques-uns  de  ces  membres  deviendront  négatifs  et 
alors  X  cessera  d'être  la  plus  petite  des  erreurs.  Si  l'on  applique  ici  le 
raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  le  cas  des  plus  grandes 
erreurs,  on  verra  que,  si  l'on  nomme  X  la  plus  petite  des  quantités 


flti  —  a       r?2 — a       a^ — a 
Px  —  a       Pi—p'     P%  —  p^ 
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et  si  Ton  suppose  qu'elle  soit 


Ps—p 


s  étant  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  répond  X  si  plusieurs  de 
ces  quantités  sont  égales  à  X,  a?  sera  la  plus  petite  de  toutes  les  erreurs 
depuis7  =  —  co  jusqu'à  y  =  X.  Pareillement,  si  l'on  nomme  Xj  la  plus 
petite  des  quantités 

Ps->-i  —  Ps        Ps-hi—Ps^ 

et  que  l'on  suppose  qu'elle  soit 

X  a.-  —  fl« 


Ps Ps 


s'  étant  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  répond  X,  si  plusieurs  de 
ces  quantités  sont  égales  à  X, ,  a;  sera  la  plus  petite  de  toutes  les  erreurs 
depuis  j  =  X  jusqu'à  j  =  X,,  et  ainsi  de  suite.  On  formera  de  cette 
manière  les  deux  suites 


(D) 


^f  «^s»      ^s'>      ^s'y      •  •  •»      "^«» 

—  00,       A,  11,         ^2,  ...,       CCq'j       ÛO. 


La  première  indique  les  erreurs  x,  x^,  a?/, . . .  qui  sont  successivement 
les  plus  petites  à  mesure  que  l'on  augmente  j;  la  seconde  suite,  formée 
des  termes  croissants,  indique  les  limites  des  valeurs  de  y  entre  les- 
quelles chacune  de  ces  erreurs  est  la  plus  petite;  ainsi  x  est  la  plus 
petite  des  erreurs  depuis  y  =  —  co  jusqu'à  y  =  X  ;  ic^  est  la  plus  petite 
erreur  depuis  j  =  X  jusqu'à  j  =  X, ,  et  ainsi  de  suite  du  reste. 

Cela  posé,  la  valeur  de  y  qui  appartient  à  l'ellipse  cherchée  sera 
l'une  des  quantités  3»  P»»  Pa»  •  •  •  »  ^»  ^i»  ^2» Elle  sera  dans  la  pre- 
mière suite  si  les  deux  erreurs  extrêmes  de  même  signe  sont  posi- 
tives; en  effet,  ces  deux  erreurs  étant  alors  les  plus  grandes,  elles 
sont  alors  dans  la  suite  a?,  a?^,  a?/,  ...  ;  et,  puisqu'une  même  valeur 
dey  les  rend  égales,  elles  doivent  être  consécutives,  et  la  valeur  dey 
qui  leur  convient  ne  peut  être  qu'une  des  quantités  p,  p,, . . . ,  puisque 
deux  de  ces  erreurs  ne  peuvent  être  à  la  fois  rendues  égales,  et  les 
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plus  grandes,  que  par  l'une  de  ces  quantités.  Voici  maintenant  de 
quelle  manière  on  déterminera  celle  des  quantités  ^,  p,,  ...  qui  doit 
être  prise  pour  j. 

Concevons,  par  exemple,  que  p,  soit  cette  valeur;  il  doit  alors  se 
trouver,  par  ce  qui  précède,  entre  cCr  et  cc/,  une  erreur  qui  sera  le 
minimum  de  toutes  les  erreurs,  puisque  x^  et  cv/  seront  les  maxima 
de  ces  erreurs.  Ainsi,  dans  la  suite  x,  x^,  ... ,  quelqu'un  des  nombres  s, 
s',  . . .  sera  compris  entre  r  et  r'.  Supposons  que  ce  soit  s.  Pour  que  x, 
soit  la  plus  petite  des  erreurs,  la  valeur  dey  doit  être  comprise  depuis 
X  jusqu'à  X, .  Donc,  si  [3,  est  compris  entre  ces  limites,  il  sera  la  valeur 
cherchée  de  y,  et  il  sera  inutile  d'en  chercher  d'autres.  En  effet,  sup- 
posons que  l'on  retranche  celle  des  équations  (A)  qui  répond  à  x^ 
successivement  des  deux  équations  qui  répondent  a  x^  et  k  x/,  on 

aura 

a,.  —  a,—  {p,.  —  ps)y  =  x,.  —  Xs, 

a,.  —  as—  iPr'  —  Ps)f  =  .Xr'—Xs- 

Tous  les  membres  de  ces  équations  étant  positifs,  en  supposant 
j  =  ^,,  il  est  clair  que,  si  l'on  augmente  j,  la  quantité  x^  —  x^  aug- 
mentera; la  différence  des  erreurs  extrêmes  en  sera  donc  augmentée. 
Si  l'on  diminue  au  contraire  y,  la  quantité  x^'—  x^  en  sera  augmentée 
et  par  conséquent  aussi  la  différence  des  erreurs  extrêmes.  La  valeur 
cherchée  de  y  ne  peut  donc  pas  être  plus  grande  ou  plus  petite  que  (3,  ; 
ainsi  elle  est  égale  à  p,. 

On  essayera  de  cette  manière  les  valeurs  de  ]3,  (3, ,  po,  . . . ,  ce  qui  se 
fera  très  aisément  par  leur  inspection  seule;  et,  si  l'on  arrive  à  une 
valeur  qui  remplisse  les  conditions  précédentes,  on  sera  sûr  d'avoir 
la  valeur  de  y. 

Si  aucune  des  valeurs  de  p  ne  remplit  ces  conditions,  alors  la  valeur 

de  j  sera  quelqu'un  des  termes  de  la  suite  'k,'k^,'k^, Concevons, 

par  exemple,  que  ce  soit  'k^.  Les  deux  erreurs  x^  et  x^'  seront  alors 
négatives  et  il  y  aura,  par  ce  qui  précède ,  une  erreur  intermédiaire 
qui  sera  un  maximum  et  qui  tombera  par  conséquent  dans  la  suite 
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X,  Xry  x/y  —  Supposons  que  ce  soit  x^,  r  étant  alors  nécessaire- 
ment compris  entre  s  et  /;  \^  devra  donc  être  compris  entre  P  et  p,. 
Si  cela  est,  ce  sera  une  preuve  que  j  est  égal  à  X,.  On  essayera  donc 
ainsi  tous  les  termes  de  la  suite  X,  X,,  Xo,  .. .,  jusqu'à  ce  que  Ton 
arrive  à  un  terme  qui  remplisse  les  conditions  précédentes;  ce  terme 
sera  la  valeur  cherchée  de  j. 

Lorsque  l'on  aura  ainsi  déterminé  la  valeur  de  j,  on  aura  facilement 
celle  de  z.  Pour  cela,  supposons  que  p,  soit  la  valeur  de  j  et  que  les 
trois  erreurs  extrêmes  soient  x^,  a?/  et  x^^  on  aura 

Xg  :rr        Xf. 

et,  par  conséquent. 


ar—  z—  p,.y=      X,. 

a,  —  z  —  psy  =  —Xr 

d'où  l'on  tire 

^_ar-^as         Pr  +  Ps 

7; 

on  aura  ensuite  la  plus  grande  erreur  x^,  au  moyen  de  l'équation 


X. 

Appliquons  la  méthode  précédente  aux  degrés  déjà  mesurés.  Je 
réduis  ces  degrés  aux  suivants,  savoir  : 

i^  Le  degré  du  Pérou,  à  zéro  de  latitude,  et  que  M.  Bouguer  a 
trouvé  de  56  738  toises. 

2°  Le  degré  du  cap  de  Bonne-Espérance,  par  33°  18' de  latitude  aus- 
trale, et  que  M.  l'abbé  de  la  Caille  a  trouvé  de  67  037  toises. 

3°  Le  degré  de  Pensylvanie,  par  39*'! 2'  de  latitude,  mesuré  par 
MM.  Mason  et  Dixon,  et  que  M.  Maskelyne  a  fixé,  d'après  ces  mesures, 
à  56  888  toises. 

4°  Le  degré  de  Rome,  par  43*^  1'  de  latitude,  que  les  PP.  Boscovich 
et  Le  Maire  ont  trouvé  de  56979  to'ses. 
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5*^  Le  degré  de  France,  par  45°43'  de  latitude,  que  M.  l'abbé  de  la 
Caille,  dans  nos  Mémoires  de  1758,  a  fixé  à  57  o34  toises. 

G**  Le  degré  de  Vienne,  par  48*^43'  de  latitude,  et  que  le  P.  Lies- 
ganig  a  trouvé  de  57  086  toises. 

7°  Le  degré  de  Paris,  de  49° ^3'  de  latitude,  et  que,  après  plusieurs 
vérifications,  on  a  fixé  enfin  à  57  074'^,  5. 

8°  Le  degré  de  Hollande,  par  52^4 1'  de  latitude,  mesuré  primitive- 
ment par  Snellius,  et  ensuite  rectifié  par  MM.  de  Cassini,  qui  l'ont 
fixé  à  57145  toises.  La  grandeur  de  ce  degré  vient  d'être  confirmée 
par  les  nouvelles  mesures  que  l'on  a  faites  en  Angleterre,  et  avec  les- 
quelles elle  est  à  fort  peu  près  d'accord. 

9''  Le  degré  deLaponie,  que  je  fixe  à  67405  toises,  M.  de  Mauper- 
tuis  l'a  trouvé  de  57  438  toises;  mais  il  faut  en  retrancher  16  toises, 
à  cause  de  la  réfraction  qu'il  avait  négligée.  J'en  retranche  encore 
17  toises,  en  prenant  un  milieu  entre  les  résultats  des  douze  suites  de 
triangles,  d'où  l'on  peut  conclure  la  grandeur  de  ce  degré,  ce  qui  la 
réduit  à  67  4o5  toises. 

On  pourrait  joindre  à  ces  degrés  tous  ceux  que  Ton  a  mesurés 
depuis  Dunkerque  jusqu'à  Perpignan  ;  mais  il  suffît,  dans  la  suite  des 
degrés  mesurés  en  France,  d'en  considérer,  comme  nous  l'avons  fait, 
deux  placés  vers  les  extrêmes.  Je  ne  considère  point  ici  le  degré  de 
Turin,  ni  celui  de  Hongrie,  parce  que  l'un  et  l'autre  laissent  une 
grande  incertitude  dans  les  mesures.  Voici  maintenant  une  Table  des 
neuf  degrés  précédents,  disposés  suivant  l'ordre  des  latitudes,  en  ob- 
servant que  ces  latitudes  correspondent  au  milieu  de  chaque  degré  : 

Latitudes.  Degrés. 

o  toises 

O .    O 56753 

33.18 57037 

39.12 56888 

43.  I 56979 

45.43 57034 

48.43 57086 

49-23 57074,5 

52.  4 57145 

66.20 57405 
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Les  équations  (A)  de  l'article  IX  deviennent  donc  ici 

/  56753  —3  —  0,000007  =  0?, 

57087  — 5  —  o,3oi43  7  =  ^,, 

56888  —5  —  0,399467  =  0:,, 

56979  -5  —  0,465417  =  0:3, 

(E)  {    57034      — - — 0,5l25l7nr  07^, 

57086  —    Z    —    0,564697    =Z    X^y 

57074,5  —  z  —  0,5762 1 7  =  a:«, 

57145     — z  —  0,622097  =  077, 

\  574o5    —5  —  0,838877  =  078. 

Les  deux  suites  (C)  du  même  article  deviennent 


505 


o:, 

00. 


0", 


07. 


942,17,      +684,73,      —00, 

et  les  deux  suites  (D)  deviennent 


00, 


07,,  07g,  07g, 

337,96,     H- io55,2,     +1258,4,    00. 


Il  est  aisé  d'en  conclure,  par  l'article  précédent, 

7  =  684^73, 
ce  qui  donne,  par  le  même  article, 

z  =  56722''',  54, 

071  =  078=: —  07,=  108''',  062. 

Ainsi,  de  quelque  manière  que  l'on  combine  les  neuf  degrés  précé- 
dents, quelque  rapport  que  l'on,  choisisse  pour  celui  des  deux  axes 
de  la  Terre,  il  est  impossible  d'éviter  dans  l'ellipse  une  erreur  dv 
108  toises;  et,  comme  cette  erreur  étant  la  limite  de  celles  qui  peuvent 
être  admises,  elle  est  par  cela  même  infiniment  peu  probable,  il  fau- 

OEuvrcs  de  L.  —  XI.  64 
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drait,  pour  admettre  une  figure  elliptique,  supposer  des  erreurs  plus 
grandes  encore  que  io8  toises  dans  quelques-uns  de  ces  degrés. 

La  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  y  donne  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  dans  le  rapport  de  249  à  25o.  Dans  cette  ellipse,  les 
trois  plus  grandes  erreurs  tomberaient  sur  les  degrés  de  Pensylvanie, 
du  Cap  de  Bonne-Espérance  et  du  Nord.  En  considérant  avec  attention 
les  mesures  de  ces  trois  degrés,  il  me  semble  impossible  qu'il  se  soit 
glissé  dans  chacun  d'eux  une  erreur  de  108  toises,  surtout  après  les 
réductions  que  j'ai  déjà  faites  au  degré  du  Nord.  11  me  parait  donc 
prouvé,  par  les  mesures  précédentes,  que  la  variation  des  degrés  des 
méridiens  terrestres  s'écarte  sensiblement  de  la  loi  du  carré  du  sinus 
de  la  latitude,  qui  résulte  d'une  figure  elliptique. 

XL 

L'ellipse  déterminée  dans  l'article  précédent  sert  à  reconnaître  si  la 
supposition  d'une  figure  elliptique  est  dans  les  limites  des  erreurs  des 
observations;  mais  elle  n'est  pas  celle  que  les  degrés  mesurés  indi- 
quent avec  le  plus  de  vraisemblance.  Cette  dernière  ellipse  me  paraît 
devoir  remplir  les  deux  conditions  suivantes  :  1°  que  la  somme  des 
erreurs  soit  nulle;  2.°  que  la  somme  des  erreurs  prises  toutes  avec  le 
signe  +  soit  un  minimum.  M.  Boscovich  a  donné  pour  cet  objet  une 
méthode  ingénieuse,  qui  est  exposée  à  la  fin  de  l'édition  française  de 
son  Voyage  astronomique  et  géographique  ;  mais,  comme  il  l'a  inutile- 
ment compliquée  de  la  considération  des  figures,  je  vais  le  présenter 
ici  sous  la  forme  analytique  la  plus  simple. 

Reprenons  les  équations  (A)  de  l'article  IX.  En  les  ajoutant  en- 
semble; en  nommant  A  la  somme  des  quantités  a,  a,,  a.^,  ...  divisée 
par  leur  nombre  ;  en  nommant  F  la  somme  des  quantités  /?,  /?< ,  ^2»  •  •  • 
divisées  par  le  même  nombre,  la  condition  que  la  somme  des  erreurs 

soit  nulle  donnera 

A  —  ^  —  P/  =  o, 

d'où  l'on  tire 


DU 

SYSTEME  1 

[)U  MONDE. 

En  faisant  donc 

a  ■ 

-Ai 

=  6, 

a,—  A  : 

=  b„ 

a,- 

-A  =  6„ 

p- 

-P  = 

=  ^. 

P^-V: 

=  9u 

Pz- 

-P  =  7.» 

les 

équations 

(A) 

deviei 

idront 

b  - 
b,~ 

-9  y 
-<ïty 

807 


Formons  les  quotients  ->  —  >  — >  •••>  et  disposons-les  suivant  leur 
ordre  de  grandeur,  en  commençant  par  le  plus  grand;  les  premiers 
membres  des  équations  précédentes  donneront  une  suite  de  cette 
forme,  en  écrivant  les  premiers  ceux  auxquels  répondent  les  plus 
grands  quotients,  et  en  changeant  le  signe  de  ceux  dans  lesquels  j'  a 
un  coefficient  négatif, 

(F)  ày  —  c,     hiy  —  Ci,     h^y  —  c^,     h^y  —  c^,     

Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  faisant  j  infini,  chacun  des  termes  de 
cette  suite  devient  infini  ;  mais  ils  diminuent  en  diminuant  j,  et  finis- 
sent par  devenir  négatifs  :  d'abord  le  premier,  ensuite  le  second,  et 
ainsi  du  reste.  En  diminuant  toujours  j)',  les  termes  une  fois  parvenus 
à  être  négatifs  continueront  de  l'être  et  diminueront  sans  cesse.  Pour 
avoir  la  valeur  de  y,  qui  rend  la  somme  de  ces  termes  pris  tous  avec 
le  signe  -h  un  minimum,  on  ajoutera  les  quantités  h,  hf^  h^,  ...  jus- 
qu'à ce  que  leur  somme  commence  à  surpasser  la  moitié  de  la  somme 
entière  de  toutes  ces  quantités.  Ainsi,  en  nommant  F  cette  somme,  on 
déterminera  r,  de  sorte  que 

h-\-  hi+  hi+.  ..+  hr     >îF, 

je  dis  qu'alors  on  aura 

Cr 

y=T- 
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Pour  le  faire  voir,  supposons  que  l'on  augmente  y  de  la  quantité  By, 
de  manière  que  j-  -hBy  soit  compris  entre  -p^  et  j^;  les  r  premiers 
termes  de  la  série  (F)  seront  encore  négatifs,  comme  dans  le  cas  où 
l'on  avait  y  =  p-,  mais,  en  les  prenant  avec  le  signe  4-,  leur  somme 
diminuera  de  la  quantité 

(A  +  Ai  +  ..  .+  /î,._i)ôj. 

Le  (r  +  i)ième  jermc  de  cette  suite,  qui  est  nul  lorsque  j  =  t^>  devien- 
dra positif  et  égal  à  h^^y;  la  somme  de  ce  terme  et  des  suivants,  qui 
sont  tous  positifs,  augmentera  de  la  quantité 

{h,.-hh,.+i  +  ...)dy. 

Mais  on  a,  parla  supposition, 

/i  +  A,  -+-  A2  4- .  .  .  4-  hr-i  <  A;.  +  h,.+i  4- .  . . . 

La  somme  entière  des  termes  de  la  suite  (F),  pris  tous  avec  le  signe  -h, 
sera  donc  augmentée,  et  comme  elle  est  égale  à  la  somme  des  erreurs 
œ,  Xt,  ...  prises  toutes  avec  le  signe  -h,  cette  dernière  somme  sera 

augmentée  par  la  supposition  de  y  =  r^  h-ôj.  11  est  facile  de  s'assurer 

de  la  même  manière  qu'en  augmentant  j,  de  sorte  qu'il  soit  compris 

entre  r^^  et  v^^»  ou  entre  -—^  et  -—^i  ••-,  la  somme  des  erreurs 

prises  avec  le  signe  -+-  sera  toujours  plus  grande  que  lorsque  y  =  -p. 
Diminuons  présentement  y  de  la  quantité  §j,  en  sorte  que  jr-  —  ^y 
soit  compris  entre  r^  et  y^;  la  somme  des  termes  négatifs  de  la 
série  (F)  augmentera,  en  changeant  leur  signe*  de  la  quantité 

(^  +  /ll^-/^2^-..  .-hhr)dyf 

et  la  somme  des  termes  positifs  de  la  même  série  diminuera  de  la 

quantité 

{h,.+i-{- hr+i -}-... )ây. 
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et,  puisque  l'on  a 

A -H /ti  H- .  .  . -h  Ar  >  ^r+i -h  A,.+, -+- .  .  . , 

il  est  clair  que  la  somme  entière  des  erreurs  prises  avec  le  signe  -f- 
sera  augmentée.  On  verra  de  la  même  manière  qu'en  diminuant/  de 
sorte  qu'il  soit  entre  j^^  et  ^^S  ou  entre  |^'  et  ^S  •  •  •>  la  somme 
des  erreurs  prises  avec  le  signe  h-  est  toujours  moindre  que  lorsque 
y  —  -j^'  Cette  valeur  de  y  est  donc  celle  qui  rend  cette  somme  un  mi- 
nimum.  La  valeur  de  y  donne  celle  de  z  au  moyen  de  l'équation 

z  =  A-py. 

XII. 

Pour  appliquer  cette  méthode  aux  équations  (E)  de  l'article  X,  on 
en  tirera  d'abord  l'équation 

3  =  57o44>6i  —  0,47563  y. 

La  suite  (F)  de  l'article  précédent  sera  formée  des  premiers  mem- 
bres des  équations  suivantes,  écrits  dans  le  même  ordre  que  ces  équa- 
tions, 

0,01022  J —  65,6 1  rr  X3, 
0,07617/ — l56,6l  =:  ^i, 
o,36324j-  360,39=: — ^8> 
o, 14646  j—  100,39=— ;r7, 
0,47563  r  —  291,91=:  X, 
0,08906/ —  4i>39=:  —  Xs, 
o,ioo58/—  29,89  =  —  Xi, 
0,17420/—  7,61=  a:,, 
o,o3688  /  +    1 0,6 1  =  —  0:4. 

La  demi-somme  des  coefficients  de/,  dans  les  premiers  membres  de 
ces  équations,  est  0,78622.  Les  quatre  premiers  coefficients  de  /  sont 
moindres  que  cette  demi-somme;  mais  les  cinq  premiers  la  surpas- 


510  SUR  QUELQUES  POINTS 

sent,  d'où  il  suit  que  la  valeur  cherchée  de  y  est  égale  à 

291,61 


o, 47563 


ou  à     6i3,io. 


Dans  ce  cas,  l'erreur  a;  est  nulle,  et  l'expression  générale  du  degré  du 

méridien  est 

56753T+6i3'r,iosin20, 

6  étant  la  latitude  correspondante.  Le  rapport  des  axes  de  la  Terre  est 
alors  celui  de  278  à  279;  mais  l'expression  précédente  donne  une 
erreur,  en  plus,  de  187'^,  7  dans  le  degré  du  Nord,  et  une  erreur,  en 
moins,  de  109"^,  9  dans  celui  de  Pensylvanie,  ce  qui  ne  peut  pas  être 
admis.  On  voit  ainsi  qu'il  n'est  pas  possible  de  concilier  avec  une 
figure  elliptique  les  degrés  du  méridien.  Voyons  s'il  est  possible  de 
concilier  avec  cette  figure  les  longueurs  du  pendule  à  secondes. 


xin. 

En  examinant  avec  attention  les  longueurs  observées  du  pendule  à 
secondes,  il  m'a  paru  que  dans  les  treize  suivantes  les  erreurs  ne  sur- 
passent pas  douze  ou  quatorze  centièmes  de  ligne. 

Longueurs  observées 
du 
Latitudes.  pendule  à  secondes. 

.     ,      „  lie 

o.   o.  o 439,21 

9-34.  o 439,30 

18.27.   o 439,47 

33.18.  o 440,14 

41.54.  o 440, 38 

48.i2.3o 440, 56 

48 . 5o .  o 440 567 

5i.3i.  o 440,75 

58. i5.  o 441,07 

58.26.  o 44iîio 

59.56.  o 44i>2i 

66.48.  o 44ij27 

67.  4.3o 441,41 

Ces  longueurs  sont  réduites  au  vide,  au  niveau  de  la  mer,  et  à  la 
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température  d'environ  i4«  du  thermomètre  de  Réaumur.  Les  trois  pre- 
mières ont  été  mesurées  par  M.  Bouguer,  sous  l'équateur,  à  Portobello, 
et  au  petit  Goave. 

La  quatrième  a  été  mesurée  au  Cap  de  Bonne-Espérance  par  M.  l'abbé 
de  la  Caille. 

La  cinquième  a  été  mesurée  à  Rome  par  les  PP.  Jacquer  et  Sueur. 

La  sixième  a  été  mesurée  à  Vienne  par  le  P.  Liesganig. 

La  septième  a  été  mesurée  à  Paris  par  M.  Bouguer. 

La  huitième  a  été  conclue  de  la  précédente,  en  supposant,  avec 
M.  de  Maupertuis,  que  le  pendule  à  secondes  de  Paris,  transporté  à 
Londres,  fait  7,7  oscillations  de  plus  dans  un  jour. 

La  neuvième,  la  dixième  et  la  onzième  ont  été  observées  par  M.  Gris- 
cow  à  Arensbourg,  à  Pernavia  et  à  Pétersbourg  {Nouveaux  Mémoires  de 
Pétersbourg,  Tome  VII).  Cet  habile  observateur  a  mesuré  directement 
la  longueur  du  pendule  à  secondes  à  Arensbourg,  et  j'en  ai  conclu 
celles  de  Pernavia  et  de  Pétersbourg,  d'après  les  différences  qu'il  a 
observées  dans  le  nombre  des  oscillations  du  même  pendule  dans  ces 
trois  lieux. 

La  douzième  longueur  est  celle  de  Pello.  Je  l'ai  conclue  de  celle  de 
Paris  et  de  l'observation  de  M.  de  Maupertuis,  suivant  laquelle  le  pen- 
dule k  secondes  de  Paris,  transporté  à  Pello,  fait  59  oscillations  de 
plus  par  jour. 

Enfin  la  treizième  a  été  conclue  de  celle  de  Pétersbourg  et  de  l'ob- 
servation de  M.  Mallet  qui,  par  la  comparaison  des  oscillations  d'un 
même  pendule  à  Ponoi  et  à  Pétersbourg,  a  trouvé  o''«,20  pour  l'excès 
du  pendule  à  secondes  de  Ponoi  sur  celui  de  Pétersbourg  {Nouveaux 
Mémoires  de  Pétersbourg,  Tome  XIV,  II*  Partie). 

Représentons  maintenant  par  x  ->rpy  la  longueur  du  pendule  à  se- 
condes, p  étant,  comme  dans  l'article  IX,  le  carré  du  sinus  de  la  lati- 
tude; on  formera  les  équations  suivantes  : 
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H 
439, 

21  - 

—  /S  — 

0,00000 y  = 

X, 

439, 

3o^ 

-^  — 

-0,02762/  = 

Xi, 

439,47- 

-  z  — 

0, 10016/=: 

Xi, 

44o, 

i4- 

—  z  — 

■  o,3oi43/  = 

^3> 

440 

38- 

-z  — 

■o,446ooy  = 

:Xi, 

440 

56- 

r"    ^ 

-0, 55588/  = 

-^s> 

440 

67- 

% 

-  0,56670/  = 

--^6, 

440 

>75- 

~  z  — 

-  0,61276/  = 

-  ^7» 

441 

,07- 

—  z  — 

-o,723io/  = 

-  "^8> 

441 

,10- 

—  z  — 

-0,72596/  = 

zXg, 

441 

,21  - 

—  z  — 

-0,74899/  = 

-  ^10» 

441 
\  44i 

»27 

—  z- 

-0,8448./  = 

-Xn, 

,4i 

—  z  - 

-0,84827/  = 

=  37,2. 

Ces  équations  répondent  aux  équations  (A)  de  l'article  IX.  Les  deux 
suites  (C)  du  même  article  deviennent 

X,  X\,  X3,  ^10»  ^12j 

00,     -h  3,2585,     -4-3,0678,     -t- 2,3907,     -+-2,0145,     —00. 
Les  deux  suites  (D)  deviennent 

X,  X^,  ^Mi  ^ii 

—  00,     -4-2,4286,     -4-2,4573,     -4-4q>472,     00. 

Il  est  facile  d'en  conclure,  par  l'article  IX, 

y:=i  2,4286, 

ce  qui  donne,  par  le  même  article, 

« 

^  =  439,3090, 

iC  =:  ^5=: —  a?3=r —  0,09897. 

Ainsi,  de  quelque  manière  que  l'on  combine  les  treize  mesures  pré- 
cédentes de  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  quelque  rapport  que 
l'on  choisisse  pour  celui  des  axes  de  la  Terre,  il  est  impossible  d'éviter, 
dans  l'hypothèse  elliptique,  une  erreur  de  -^  de  ligne,  à  fort  peu  près; 
cette  erreur  est  dans  les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont 
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susceptibles.  La  loi  d'un  accroissement  dans  la  longueur  du  pendule, 
proportionnel  au  carré  du  sinus  de  la  latitude,  est  donc  à  fort  peu  près 
celle  de  la  nature.  Un  dixième  de  ligne  dans  cette  longueur  répond  à 
i3  toises  et  un  tiers  dans  la  longueur  du  degré.  Nous  avons  vu,  dans 
l'article  X,  que  la  loi  d'un  accroissement  proportionnel  au  carré  du 
sinus  de  la  latitude  s'écartait  au  moins  de  108  toises  des  mesures  des 
degrés  des  méridiens;  cette  loi  se  rapproche  donc  environ  huit  fois 
plus  des  observations  dans  la  longueur  du  pendule  que  dans  la  gran- 
deur des  degrés. 

XIV. 

Pour  avoir  la  loi  des  longueurs  du  pendule,  la  plus  vraisemblable, 
nous  appliquerons  aux  équations  (G)  de  l'article  précédent  la  méthode 
de  l'article  XI;  nous  aurons  d'abord 

5  =  44o,5o3  —  o,5ooi3/. 

La  suite  (F)  du  même  article  sera  formée  des  premiers  membres 
des  équations  suivantes,  écrits  dans  le  même  ordre  que  ces  équations  : 

o,24886y  — 0,707=  — jr,o, 
o, 22583  j  —  0,597  ^= —  -^s' 
o,  34814/  —  0,907  =:  —  ar,2, 
o ,  5oo  1 3  /  —  1 ,  293  =r      X, 
O' 399977— i,o33=      -^2' 

0,47251/ —  I,203=:  X^, 
0,22297/  —  0,567  ~  — -2^»» 
0,06657/ —■  O,  167  ^=  —  ^6» 

o,o54i3/  —  0,123=:      Xi,, 
0,34468/  — 0,767  =  — j:,,. 
o,  1 1263/  —  0,247  =:  —  X-y 
o ,  1 9870/  —  o ,  363  r=      Xif 

o  ,  05575/  —  o ,  057  =:  —  X5. 

La  demi-somme  des  coefficients  de  /  dans  les  premiers  membres  de 
ces  équations  est  i, 62543.  Les  quatre  premiers  coefficients  sont  moin- 

OKuvres  de  L.  —  XI.  65 


X    r=r  — 

-  0,001, 

œ^  — 

0,017, 

OC  ^  "^^z^ 

0,000, 

x^  — 

0,1 5o, 

x^  = 

0,017, 

^5  =  - 

0,087, 

^6  — - 

o,oo5. 
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dres  que  cette  demi-somme,  mais  les  cinq  premiers  la  surpassent; 
d'où  il  suit  que  la  valeur  de  y  est  égale  à 

i,o33  , 

— 7i ou  a     2,5827. 

0,39997 

Dans  ce  cas,  x.^  est  nul,  z  est  égal  à  439,211,  et  l'expression  géné- 
rale de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  est 

439"?,  211  +  2i's,  5827  sin^  ô, 

ô  étant  la  latitude  correspondante.  Cette  expression  donne  les  erreurs 

suivantes  : 

Xt  r=  —  o,o44, 
x^  ——0,009, 

^9  =r  0,0l4, 
Jîio  =  0,064, 
a;i,  =  — 0,123, 
^12=      0,008. 

Ces  erreurs  sont  dans  les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont 
susceptibles.  Les  deux  seules  qui  surpassent  ^  de  ligne  tombent  sur 
les  mesures  du  pendule  au  Cap  et  en  Laponie.  Mais  il  est  possible 
qu'elles  ne  tiennent  pas  uniquement  aux  observations,  et  qu'elles  dé- 
pendent de  la  disposition  intérieure  des  parties  de  la  Terre,  qui  peut 
écarter  les  variations  des  longueurs  du  pendule  de  la  loi  du  carré  du 
sinus  de  la  latitude.  11  résulte  des  observations  de  M.  Grischow  qu'à 
Arensbourg,  à  Pernavia  et  à  Pétersbourg  les  oscillations  d'un  même 
pendule  ne  suivent  pas  exactement  cette  loi;  mais  nous  sommes  fondés 
à  croire,  d'après  les  observations  précédentes,  que  sur  la  surface 
entière  du  globe  les  longueurs  du  pendule  à  secondes  rt'e  s'éloignent 
de  cette  loi  que  d'environ  -^  de  ligne. 

Il  existe,  entre  la  différence  des  longueurs  du  pendule  à  secondes  au 
pôle  et  à  l'équateur  et  entre  la  différence  des  deux  axes  de  la  Terre, 
un  rapport  remarquable,  qui  détermine  l'une  de  ces  quantités  au 
moyen  de  l'autre.  Ce  rapport  consiste  en  ce  que,  si  l'on  ajoute  la  diffé- 
rence des  deux  axes  de  la  Terre,  divisée  par  la  demi-somme  de  ces 
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axes,  à  la  différence  des  longueurs  du  pendule  au  pôle  et  à  Téquateur, 
divisée  par  la  demi-somme  de  ces  longueurs,  le  résultat  doit  être  égal 
à  cinq  fois  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur, 
rapport  qui,  comme  on  sait,  est  y^.  Ce  résultat  a  généralement  lieu 
quelle  que  soit  la  figure  de  la  Terre,  pourvu  que  les  variations  des  lon- 
gueurs du  pendule  suivent,  à  fort  peu  près,  la  loi  du  carré  du  sinus  de 
la  latitude,  ce  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  est  le  cas  de  la  nature. 
[Voir  nos  Mémoires  pour  l'année  1788  (').]  De  là  et  de  l'expression 
précédente  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  on  conclut  que  les 
deux  axes  de  la  Terre  sont  entre  eux  comme  358  est  à  359,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  l'aplatissement  de  la  Terre  est  ^J^.  Cet  aplatisse- 
ment est  plus  petit  que  celui  qui  résulte  de  la  mesure  des  degrés  des 
méridiens;  en  l'adoptant  avec  une  figure  elliptique,  on  aurait  une 
erreur  de  3o5  toises  à  répartir  entre  les  deux  degrés  du  Nord  et  de 
Pensylvanie,  ce  qui  est  contre  toute  vraisemblance;  on  peut  donc 
encore  moins  concilier  avec  une  figure  elliptique  l'ensemble  des  me- 
sures des  degrés  des  méridiens  et  du  pendule,  que  les  mesures  des 
degrés  entre  eux;  ainsi  tout  concourt  à  nous  faire  rejeter  la  figure 
elliptique  dans  le  calcul  de  la  variation  des  degrés. 

L'aplatissement-^  est  moindre  que  celui  de  ~j,  auquel  je  me  suis 
arrêté  dans  nos  Mémoires  de  1783;  mais  il  y  a  lieu  de  croire  qu'il  n'est 
pas  trop  petit,  par  les  raisons  suivantes  : 

i**  Il  résulte  d'un  grand  nombre  de  bonnes  observations  de  la  longueur 
du  pendule,  avec  lesquelles  il  s'accorde  d'une  manière  fort  précise. 

2°  Il  suit  des  recherches  sur  la  figure  de  la  Terre,  que  j'ai  données 
dans  nos  Mémoires  pour  1783,  que,  si  l'on  suppose  l'action  de  la  Lune 
triple  de  celle  du  Soleil  dans  les  phénomènes  de  la  précession  des 
équinoxes  et  des  marées,  ainsi  que  je  l'ai  trouvé  par  la  comparaison 
d'un  grand  nombre  d'observations  des  marées,  la  nutation  entière  de 
l'axe  de  la  Terre  est  de  2o",ï663;  et,  dans  ce  cas,  si  l'on  suppose, 
comme  cela  est  fort  probable,  que  la  densité  des  couches  de  la  Terre 
diminue  du  centre  à  la  surface,  l'aplatissement  de  cette  planète  doit, 

(» )  Ci-dessus,  p.  3. 
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pour  satisfaire  aux  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation,  être 
compris  entre  ~  et  ~.  L'aplatissement  -^  tombe  entre  ces  limites,  et 
il  s'éloigne  assez  de  la  limite  -^  que  donne  le  cas  de  l'homogénéité, 
pour  pouvoir  être  admis  avec  vraisemblance. 

3°  Les  mouvements  observés  des  nœuds  et  des  aphélies  des  satel- 
lites de  Jupiter  ont  donné,  avec  une  grande  précision,  les  deux  axes 
de  cette  planète  dans  le  rapport  de  4o  à  4^.  En  supposant  que,  pour  la 
Terre  comme  pour  Jupiter,  l'aplatissement  soit  la  même  partie  ali- 
quote  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité  sous  l'équateur,  on 
aura  ^J^  pour  l'aplatissement  de  la  Terre,  ce  qui  est  encore  au-dessous 
de  celui  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  reste  maintenant  à  expliquer  pourquoi  la  figure  elliptique,  qui 
s'accorde  si  bien  avec  les  variations  de  la  pesanteur  et  les  mouvements 
de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité,  s'en  éloigne  sensiblement 
dans  la  variation  des  degrés;  mais,  ayant  discuté  cet  objet  dans  nos 
Mémoires  de  1788,  je  me  contente  d'y  renvoyer.  J'observerai  seulement 
ici  que,  dans  le  calcul  des  parallaxes,  on  doit  faire  usage  de  l'hypo- 
thèse elliptique  et  de  L'aplatissement  déterminé  par  les  observations 
du  pendule,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  dans  les  Mémoires  cités;  d'où  il 
suit  que  l'aplatissement  ~  donne  certainement  des  variations  trop 
grandes  dans  les  parallaxes  de  la  Lune,  et  que  les  astronomes  qui  font 
usage  du  rapport  de  177  à  178  s'éloignent  autant  de  la  vérité,  en  plus, 
que  ceux  qui  calculeraient  dans  l'hypothèse  sphérique  s'en  écarte- 
raient en  moins. 

XV. 

Sur  la  figure  de  la  Terre. 

J'ai  fait  voir,  dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1782  (*),  que,  si  l'on 
suppose  la  Terre  fluide  et  homogène,  sa  figure  ne  peut  être  que  celle 
d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Je  me  propose  ici  d'étendre  ce  résultat 
au  cas  où  la  Terre,  ayant  été  primitivement  fluide,  serait  formée  de 
couches  de  densités  variables.  M.  Glairaut  a  déjà  fait  voir  que  la  figure 

(»)  OEuvres  de  Laplace,  T.  X. 
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oUiptiquo  remplit,  dans  ce  cas,  les  conditions  de  l'équilibre;  mais  il 
s'agit  de  prouver  qu'elle  est  la  seule  qui  satisfasse  à  ces  conditions. 
Pour  cela,  je  vais  rappeler  quelques  propositions  que  j'ai  démontrées 
dans  les  Mémoires  cités. 

Soit  6  l'angle  formé  par  un  rayon  r,  mené  du  centre  de  gravité  de  la 
Terre  à  un  point  quelconque  d'une  de  ses  couches  et  par  l'axe  de 
rotation  de  cette  planète;  soit  cosô=ra.  Nommons  ct l'angle  que  forme 
le  plan  qui  passe  par  ce  rayon  et  par  l'axe  de  rotation  avec  un  méridien 
invariable.  Soit  Y,  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  l'ordre  i  des 
trois  quantités  (jl,  y  i  —  K-''  sinnj  et  y/i  —  (x^coscy,  et  qui  soit  assujettie 
à  l'équation  aux  différences  partielles 


4<-'>f] 


d^Yi 


La  surface  de  la  couche  du  sphéroïde,  dont  le  rayon  est  r,  étant  sup- 
posée très  peu  différer  d'une  surface  sphérique,  on  pourra  toujours 
exprimer  r  par  une  suite  de  cette  forme 

a  +  a  a  (  Yo  +  Y,  +  Y,  +  Y3  -f- . . .  ), 

a  étant  un  très  petit  coefficient  dont  nous  négligerons  le  carré. 

Nommons  p  la  densité  de  la  couche  dont  le  rayon  est  r,  et  II  la  pres- 
sion du  fluide  à  sa  surface.  La  densité  p  étant  supposée  la  même  dans 
toute  l'étendue  de  sa  surface,  elle  sera  une  fonction  de  a;  de  plus,  la 
pression  II  est,  comme  on  sait,  la  même  sur  toute  cette  surface,  en 
sorte  qu'elle  est  fonction  de  a.  Cela  posé,  on  aura  l'équation  suivante, 
donnée  par  les  conditions  de  l'équilibre  [Mémoires  de  l'Académie  pour 
l'année  1782,  page  i79(')l» 


(/?  = 

:       an    /  pda- 

•+  4«Tn  1  pdla- 

Yo-4-^Y.+ 

5 

Y, 

(a) 

)    < 

1 

\ 

4-  - —  1  pd    a^ 

i-h  rz3-h  r^z^  + 

a» 
5/» 

Y, 

('  )  OFMvres  de  Loplace,  T. 

X,  p.  4o3. 
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On  doit  observer  dans  cette  équation  :  i°  que  y)  est  le  rapport  de  la 
demi-circonférence  au  rayon  ;  2"  que  les  signes  intégral  J  et  différen- 
tiel d  se  rapportent  à  la  variable  a;  y  que,  dans  le  second  membre, 
les  deux  premières  intégrales  doivent  être  prises  depuis  a~a  jusqu'à 
a  égal  à  sa  valeur  à  la  surface  de  la  Terre,  valeur  que  nous  prendrons 
pour  l'unité;  4°  que  les  deux  dernières  intégrales  de  ce  même  membre 
doivent  être  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  a  ;  5°  que  la  fonction 

exprime  la  somme  des  intégrales  de  toutes  les  forces  étrangères  à 
l'attraction  des  molécules  du  sphéroïde  terrestre,  multipliées  respec- 
tivement par  les  éléments  de  leurs  directions,  cette  somme  étant  déve- 
loppée en  série,  de  manière  que  5,  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  l'ordre  i  des  quantités  [jt.,  y/i  —  ]x-  sincr,  y  i  —  P-'  cosw,  qui 
satisfait  à  l'équation  aux  différentielles  partielles 

On  peut  toujours  ainsi  développer  les  forces  étrangères  lorsqu'elles 
sont  produites  par  les  attractions  et  par  la  force  centrifuge,  et,  dans  ce 
cas,  z^  est  nul.  Relativement  à  la  figure  de  la  Terre,  on  ne  doit  consi- 
dérer que  cette  dernière  force,  et,  en  la  nommant  cng,  on  aura 

a.z^~-^,  as,  =  0,  a.z^—  —  ^{\i}—\). 

(Voir  les  Mémoires  cités  de  V Académie.)  6"  Enfin  on  doit  observer, 
après  les  différentiations  et  les  intégrations,  de  changer  r  dans 

a -f-aa(Yo+ Yi+ Y2  +  .  .  .)• 

Cela  posé.  Y,-  et  s,  étant  des  fonctions  semblables,  si  dans  l'équa- 
tion («)  on  compare  les  fonctions  semblables,  on  aura  d'abord 

-f-  1^  j  pda^—  y^- Yo  /  pda^  -\ l  pd{a^Y^)  -+-  aa^z^, 
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les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de  cette  équation 
étant  prises  depuis  a  =  a  jusqu'à  a  =  i,  et  les  trois  dernières  étant 
prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  ~  a.  Cette  équation  ne  détermine  ni  a, 
ni  Yo  :  elle  donne  seulement  un  rapport  entre  ces  deux  quantités,  en 
sorte  que  Yo  est  arbitraire  et  peut  être  déterminé  à  volonté. 
On  aura  ensuite 


o  —     .—  -   I  pd-^-   —  ^"  Y/  /  p  da^ 
■i  J  ^     a'-*        3a     J  ^ 


2  1 

(b)  < 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  a  =  a  jusqu'à  «  —  i,  et  les 
deux  autres  étant  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  a.  Cette  équation 
donnera  la  valeur  de  Y/  relative  à  chaque  couche  fluide,  lorsque  la  loi 
des  densités  p  sera  connue. 

Pour  réduire  ces  différentes  intégrales  dans  les  mêmes  limites,  soit 

4t)     r    .  Y,  ^  4vî      , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  î;  z'.  sera  une  quantité 
indépendante  de  a,  puisque  la  fonction  s,-  en  est  indépendante  ;  l'équa- 
tion (b)  deviendra  ainsi 

o  =  (2/ +  i)a'Y;  fp  da^  +  3a"+'  Çp  d  —j-,  -  3  /"prfCa'+'Y,)  -  Sa"-»-»^;, 

toutes  les  intégrales  étant  prises  depuis  0  =  0  jusqu'à  a  =  a. 

On  peut  faire  disparaître  les  signes  d'intégration  par  des  différen- 
tiations,  et  l'on  a  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

d-\i\i(i  +  i)  6pa"|^ ôpa»    dY, 


—  r'lL±_L] ÊL^]  Y  — 


<^«'        L      "^^  j'pda}\  fpda^  <^« 

L'intégrale  de  cette  équation  donnera  la  valeur  de  Y,  avec  deux  con- 
stantes arbitraires,  qui  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de 
l'ordre  i  des  quantités  ti,,  \/i  —  (x'^sincr  et  y'i  —  [x^cosct,  telles  qu'en 
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les  représentant  par  U/,  elles  satisferont  à  l'équation  aux  différences 
partielles 

ôt^    -^-^+--— ,  +  .(.  + ou. 

L'une  de  ces  constantes  se  déterminera  au  moyen  de  la  fonction  s,, 
qui  a  disparu  par  les  différentiations;  elle  sera  un  multiple  de  cette 
fonction.  Quant  à  l'autre  constante,  si  l'on  suppose  que  le  fluide 
recouvre  un  noyau  solide,  elle  se  déterminera  au  moyen  de  l'équation 
à  la  surface  du  noyau,  en  observant  que  la  valeur  de  Y^  relative  à  la 
couche  fluide  contiguë  à  cette  surface  est  la  même  que  celle  de  cette 
surface.  On  voit  ainsi  que,  dans  ce  cas,  la  figure  du  sphéroïde  dépend 
de  la  figure  du  noyau  intérieur  et  des  forces  qui  sollicitent  le  fluide. 

Si,  comme  nous  le  supposons,  le  sphéroïde  est  entièrement  fluide, 
rien  ne  paraissant  alors  déterminer  une  des  constantes  arbitraires,  il 
semble  qu'il  doit  y  avoir  une  infinité  de  figures  d'équilibre;  c'est  ce 
qu'il  s'agit  d'examiner.  Pour  cela,  nous  observerons  d'abord  que  les 
couches  du  sphéroïde  doivent  diminuer  de  densité,  en  allant  du  centre 
à  la  surface;  car  il  est  clair  que,  si  une  couche  plus  dense  était  placée 
au-dessus  d'une  couche  moins  dense,  ses  molécules  pénétreraient  dans 
celle-ci,  de  même  qu'un  corps  s'enfonce  dans  un  fluide  de  moindre 
densité;  le  sphéroïde  ne  serait  donc  point  en  équilibre.  Mais,  quelle 
que  soit  sa  densité  au  centre,  elle  ne  peut  être  que  finie;  en  réduisant 
donc  l'expression  de  p  dans  une  suite  ascendante  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  cette  suite  sera  de  la  forme  p  —  ya"  -h. . .,  p,  y  et  /i  étant 
positifs  ;  on  aura  ainsi 


et  l'équation  différentielle  en  Y^  deviendra 

Oa^        <^    L  (/i  -h  3)|3  J       a 

Pour  intégrer  cette  équation,  supposons  que  Y,  soit  exprimé  par 


ùa 
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une  suite  de  cette  forme 

Y/=:U/a'+ U;a*'+...; 

l'équation  diiïérentiolle  précédente  donnera 

d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  puissances  semblables  de  a, 

5(54- 5)  =  e(f -M)  —  6 
et,  par  conséquent, 

s= ^^ -i 

2 

ce  qui  donne 

S=i — 2  et  5rr — i  —  3. 

Chacune  de  ces  valeurs  de  s  donne  une  série  particulière  qui,  étant 
multipliée  par  une  arbitraire,  sera  une  intégrale  de  l'équation  diffé- 
rentielle en  Y,.  La  somme  de  ces  deux  intégrales  en  sera  l'intégrale 
complète. 

Dans  le  cas  présent,  la  suite  qui  répond  à  s  =  —  i  —  3  doit  être 
rejetée,  car  il  en  résulterait  pour  «Y,  une  valeur  infinie  lorsque  a 
serait  infiniment  petit,  ce  qui  rendrait  infinis  les  rayons  des  couches 
infiniment  voisines  du  centre.  Ainsi,  des  deux  intégrales  particulières 
de  l'expression  de  Y,,  celle  qui  répond  à  s  =  i—  2.  doit  être  seule 
admise.  Cette  expression  ne  renferme  plus  alors  qu'une  arbitraire  qui 
sera  déterminée  par  la  fonction  s^,  dont  elle  ne  peut  être  qu'un  mul- 
tiple. 

La  fonction  s,  étant  nulle,  Y,  est  pareillement  nul  et  le  centre  de 

gravité  de  chaque  couche  est  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde.  Pour 

le  faire  voir,  nous  observerons  que  l'équation  différentielle  en  Y, 

donne 

d^Y,  _  /  6pa'  \  Y,         6prt«    dY, 
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On  satisfera  à  cette  équation  en  faisant  Y,  =  —  >  U,  étant  une  fonc- 
tion indépendante  de  a-,  cette  valeur  de  Y,  est  celle  qui  correspond  à 
l'équation  s  =  i  —  i\  elle  est  par  conséquent  la  seule  que  l'on  doive 
admettre.  En  la  substituant  dans  l'équation  (6)  et  supposant  z^  =  o, 
la  fonction  \]^  disparaît,  et  par  conséquent  reste  arbitraire;  mais  la 
condition  que  l'origine  des  rayons  r  est  au  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde terrestre  la  rend  nulle.  En  effet,  si  l'on  suppose 

y=Yo  +  Y,  +  Y2-h..., 

en  sorte  que  r— a-i-aaj,  l'expression  d'une  molécule  quelconque 
du  sphéroïde  sera 

la  première  caractéristique  c? se  rapportant  uniquement  à  la  variable  a. 
Les  distances  de  cette  molécule  aux  trois  plans,  de  l'équateur,  du 
méridien  que  nous  avons  supposé  invariable  et  d'oii  nous  comptons 
l'angle  tj,  et  du  méridien  qui  lui  est  perpendiculaire  sont 


(a-h  ocaf)}!.,     (a  + aaj)  y/i  —  p.'^sinc7,     (a  +  aaj) y/i  — /jl^cosgt. 

On  aura  donc,  par  la  nature  du  centre  de  gravité,  les  trois  équations 

0=1  j  f  j  pixdixdrjjd{a  ~h  (xayy, 

^^=^jjj  P  di^dxs  y/i  —  jx^  sincT^(a +  ««/)*, 

les  triples  intégrales  étant  prises  depuis  cr  =  o  jusqu'à  cy  =  36o^, 
depuis  \k  =  —  i  jusqu'à  [x  =  i  et  depuis  a  =  o  jusqu'à  «  =  i.  En 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a%  ces  trois  équations  se  réduisent 
aux  suivantes  : 

^=ffjpi^d^drsd{ay), 

o=:JJJpdiJ.dts\/i  —  ^^smTx!d{a''f), 

o  ^^jjjp  dix  dijs  sji  —  II*  COSGJ  d( a*7 ). 
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Pour  obtenir  ces  intégrales,  je  vais  rappeler  un  théorème  que  j'ai 
démontré  dans  les  Mémoires  cités  de  l'Académie.  Y,  et  U,-  étant  deux 
fonctions  rationnelles  et  entières  de  |x,  sji  —  \i?  sinrj  et  \li  —  (x'' coso, 
la  première  de  l'ordre  i,  la  seconde  de  l'ordre  i',  et  telles  que  l'on  ait 


ÔTH  ...  .  ^. 


on  a  généralement,  lorsque  i  et  i'  sont  deux  nombres  différents, 

ff^i  Ur  dy.  dtjj  =  o, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  u  =  o  jusqu'à  tj  =  36o°,  et  depuis 
[X  =  —  I  jusqu'à  (Jt,  =  I.  Cela  posé,  si  dans  les  trois  dernières  équa- 
tions relatives  au  centre  de  gravité  on  substitue  pour  y  sa  valeur 
Yo  + Y, -f-Ya-h.. .,  elles  se  réduiront,  en  vertu  de  ce  théorème,  aux 

suivantes  : 

o  :=  rrj pix dix dxss d{a^Y i), 

o  =1  jjjp  d^Â  drn  ^  i  —  fx*  sincy£/(a*Y,), 

o  z=zJ'J'fpd[j.dxss\Ji  —  |jL*cosGTc?(a*Yj). 

Maintenant  on  a 

U, 


Y, 


a 


et  U,  étant  une  fonction  linéaire  de  [x,  y^i  —  {x^  sincr  et  \lt  —  (x^*  coso, 
il  est  compris  dans  la  forme 

Hjji  +  H'v/i  — /A'sincj  +  H"v/^  — l^'cosGT, 

H,  H',  H"  étant  des  constantes  arbitraires  qui,  dans  ce  cas,  sont  indé- 
pendantes de  a,  puisque  U,  en  est  indépendant;  en  substituant  donc 
cette  valeur  de  Y,  dans  les  équations  précédentes,  on  trouvera 

o  =  Ufpda\        o=:R'fpda\        o=:Wfpda\ 


\ 
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d'où  H  =  o,  H'=  o,  H"r=  o;  partant  Y,  =  o,  et  il  est  aisé  d'en  con- 
clure que  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  terrestre  est  le  centre  dé 
gravité  de  chacune  de  ses  couches,  puisque,  relativement  à  chacune 
d'elles,  on  a 

Y,=:0. 

Reprenons  maintenant  l'expression  précédente  de  Y,-  par  une  suite 
ascendante  relativement  aux  puissances  de  a. 

Dans  cette  suite,  s  est,  comme  on  l'a  vu,  égal  à  «  —  2  ;  ainsi  i  étant  sup- 
posé égal  ou  plus  grand  que  2,  s  est  zéro  ou  positif.  De  plus,  les  fonc- 
tions U],  U,J,  . . .  sont  données  en  U/,  en  sorte  que  l'on  a 

Y,=  /iU„ 

h  étant  fonction  de  «,  et  U,  en  étant  indépendant.  Si  l'on  substitue 
cette  valeur  de  Y,-  dans  l'équation  (c),  on  aura 

d-h        \ .,.        ,  60 a*   "1  A  fSpa^     dli 

—  •  f(t4-i)—        ^  '  ^ 


1- 


Le  produit  «(«  +  i)  est  égal  ou  plus  grand  que  6  lorsque  i  est  égal 
ou  plus  grand  que  2,  et  la  fonction  -~ est  moindre  que  l'unité; 

I  p  da^ 

en  effet,  son  dénominateur  ip  da^  est  égal  à  pa'  —  Ta'  «5?p,  et  la  quan- 
tité —  fa^  dp  est  positive,  puisque  p  diminue  du  centre  à  la  surface. 

Cela  posé,  si  A  et  -j-  ont  le  même  signe  en  partant  du  centre,  ils  con- 
serveront le  même  signe  jusqu'à  la  surface.  Pour  le  faire  voir,  suppo- 
sons que  ces  deux  quantités  soient  positives  au  centre  ;  dh  doit  devenir 
négatif  avant  h,  et  il  est  clair  qu'il  doit  pour  cela  passer  par  zéro.  Mais, 
dès  l'instant  où  il  serait  nul,  d^h  deviendrait  positif  en  vertu  de  l'équa- 
tion précédente,  et  par  conséquent  dh  commencerait  à  croître;  il  ne 
peut  donc  jamais  devenir  négatif,  d'où  il  suit  que  h  et  dh  conservent 
constamment  le  même  signe  du  centre  à  la  surface. 
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Maintenant,  ces  deux  quantités  ont  le  même  signe  au  centre,  car 
on  a,  par  ce  qui  précède, 

s'z=s-hn  =  i-\-n  —  a, 

partant 


(/iH-  3)(f4-«  — 2)  (/-f-n-f-  3)^' 

on  aura  donc 


h  =  a'->  -h 


ônya'-^"-* 


(rt-+-3)  (f-hAi  —  3)(f-h/H-3)^  ' 

dh       ,  .         .    ,.   ,  6/iy«*^'»-* 

da       ^  '         ^(„-H3)(t-h/i4-3)P'*"---' 

y,  P  et  /i  étant  positifs,  on  voit  que,  au  centre,  h  et  dh  ont  le  même 
signe  lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  2;  ils  sont  donc  constam- 
ment positifs  du  centre  à  la  surface. 

Cela  posé,  relativement  à  la  Terre,  s,  est  nul  lorsque  i  est  égal  ou 
plus  grand  que  3;  l'équation  (b)  devient  donc  alors 

0=  ha*i^'fpd-^^  -  {21  -h  i)a'  h  fp  da^  -h  S  fp  dia^^^  h)\l]i, 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  a  =  a  jusqu'à  a  =  i,  et  les 
deux  autres  étant  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  a.  La  fonction 

—  {2i-hi)a'hfpda^+Sfpdia^+^k) 

est  une  quantité  négative.  En  effet,  elle  est  égale  à 

—  (21  —  2)a^+^ ph  -h  {21  -^  i)a' hj'a^  dp  —  S  fa'-^^ h  dp. 

h  augmentant  du  centre  à  la  surface  et  p  diminuant,  on  a 

(2i-hi)a^hJ^a*dp  — S fa'+^ h  dp  <oi 

ainsi,  «étant  égal  ou  plus  grand  que  2,  la  fonction  précédente  est  néga* 
tive. 
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II  suit  de  là  que,  clans  l'équation  précédente,  le  premier  facteur 

n'est  pas  nul  à  la  surface  extérieure.  Le  second  facteur  Uj-  est  donc 

nul,  ce  qui  donne 

Y,  — o        pour  i^3. 

L'expression  du  rayon  du  sphéroïde  terrestre  se  réduit  donc  à 

a4-aa(Yo+ Y2). 

Sg  est,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus,  égal  à  —  -((Jt.^  —  i)î  ^^  formule  (b) 
deviendra  donc 

{€)     o:=[|r]a«/prfA-^^/p^a«+^/prf(a»A)]u,-|a«(fx^-i). 
A  la  surface,  l'intégrale  fpdh  =  o;  on  aura  donc  à  cette  surface,  où 


«  =  T, 

U, 


-T(^'-3) 


l-nhfpda^-^fpd{a^h) 


Soit  aç  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur; 
l'expression  de  la  pesanteur  étant,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a, 
égale  à  l^iCp  da^*  on  aura 

partant 


ifpd{a>h) 

2  A  - 


y3 

I 


Le  rayon  du  sphéroïde  terrestre,  à  la  surface,  sera  donc 


i-t-aYo  — 


\fpd{a^h) 

2.ll- 


On  peut  comprendre  dans  la  quantité  arbitraire  que  nous  avons  prise 
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pour  unité  la  fonction 


a<x9 


\fç>d{a^h) 


fpda* 
et  alors  le  rayon  du  sphéroïde  terrestre,  à  sa  surface,  sera 

a  A  9  (  I  —  jut'  ) 


I  4- 


ifpd{a^h) 
2h  —    * 


fp  da^ 

Ce  rayon  est  celui  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  le  demi  petit  axe 
est  l'unité  et  dont  le  demi  grand  axe  est 


1  + 


\j'pd{a'h) 


h  1  p  da^ 

la  figure  de  la  Terre  supposée  fluide  ne  peut  donc  être  que  celle  d'un 
ellipsoïde  de  révolution.  De  plus,  il  n'y  a  qu'un  seul  ellipsoïde  qui 
puisse  satisfaire  à  l'équilibre,  lorsque  la  loi  des  densités  p  est  détermi- 
née; car  s'il  y  avait  deux  valeurs  de  h  qui  satisfissent  à  l'équation  (e), 
en  nommant  h  la  première,  h'  la  seconde,  la  valeur  h'  —  h  satisfe- 
rait au  cas  où  9  serait  nul,  et  où  l'on  aurait  par  conséquent  z^—  oi 
mais  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  ci-dessus  que,  dans  ce 
cas,  h' —  A  =  o,  ce  qui  donne  h  =  h';  il  n'y  a  donc  qu'une  seule  figure 
d'équilibre,  très  peu  diff'érente  de  la  sphère,  qui  soit  possible;  et  il  est 
facile  de  s'assurer  que  les  limites  de  l'aplatissement  de  cette  figure 
sont  —  et  ^a^,  dont  la  première  répond  au  cas  où  toute  la  masse  du 
sphéroïde  serait  réunie  au  centre,  et  la  seconde  répond  au  cas  où  cette 
masse  serait  homogène. 

XVI. 

Sur  la  stabilité  de  la  figure  de  la  mer, 

La  figure  de  la  mer  varie  sans  cesse  par  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune;  les  vents  et  les  tremblements  de  terre  troublent  encore  l'état 
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d'équilibre  qu'elle  prendrait  en  vertu  des  forces  constantes  qui  l'a- 
niment. L'expérience  nous  montre  que  les  causes  qui  agitent  chaque 
jour  cette  grande  masse  fluide  n'y  produisent  que  des  mouvements 
d'oscillation,  en  sorte  que  son  état  d'équilibre  est  stable  relativement 
à  l'action  de  ces  causes;  mais,  si  cette  stabilité  n'est  pas  absolue,  on 
peut  alors,  en  vertu  d'une  cause  extraordinaire,  supposer  à  la  mer  un 
ébranlement,  qui,  quoique  très  petit  en  lui-même,  pourrait  cependant 
apporter  de  grands  changements  dans  sa  figure  et  l'élever  au-dessus 
des  plus  hautes  montagnes,  ce  qui  expliquerait  plusieurs  phénomènes 
d'Histoire  naturelle.  Il  est  donc  important  de  rechercher  les  conditions 
nécessaires  à  la  stabilité  de  la  figure  de  la  mer,  et  d'examiner  si  ces 
conditions  ont  lieu  dans  la  nature. 

On  a  depuis  longtemps  fait  cette  curieuse  remarque  :  savoir,  que,  si, 
la  mer  et  le  noyau  qu'elle  recouvre  ayant  une  figure  elliptique  dans 
l'état  d'équilibre,  on  allonge  ou  on  aplatit  la  figure  de  la  mer,  en  sorte 
qu'elle  soit  toujours  elliptique,  elle  tendra,  au  premier  instant,  à 
revenir  à  son  état  d'équilibre,  si  la  densité  moyenne  du  noyau  surpasse 
les  trois  cinquièmes  de  la  densité  de  la  mer,  et  si  cette  densité  est  plus 
petite,  la  mer  tendra  à  s'éloigner  de  son  état  d'équilibre.  On  en  a  con- 
clu que,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  de  la  mer,  il  suffît  que  sa  den- 
sité soit  moindre  que  f  de  la  densité  du  noyau;  mais  cette  consé- 
quence n'est  relative  qu'au  dérangement  particulier  que  l'on  suppose 
primitivement  à  la  mer;  d'ailleurs,  il  ne  suffit  pas  de  considérer  la  ten- 
dance du  fluide  au  premier  instant  du  mouvement,  il  faut  encore  avoir 
égard  à  cette  tendance  dans  tous  les  instants,  et  par  conséquent  il  est 
nécessaire  de  considérer  les  oscillations  du  fluide  pour  prononcer  sur 
la  stabilité  de  son  équilibre.  En  envisageant  ainsi  la  question,  j'ai  fait 
voir,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1776  ('  ),  que,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  la  stabilité  de  l'équilibre  exige  pour  condition 
que  la  densité  moyenne  du  noyau  terrestre  surpasse  celle  de  la  mer.  J'ai 
prouvé,  de  plus,  dans  les  Mémoires  de  1782  (^),  que  si,  la  Terre  n'ayant 

(*)  OE livres  de  Laplace,  T.  IX. 
(*)  Ibid.,.T.  X. 
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point  de  mouvement  de  rotation,  la  profondeur  de  la  mer  est  con- 
stante, l'équilibre  est  stable  toutes  les  fois  que  la  condition  précédente 
est  remplie.  Je  vais  maintenant  généraliser  ce  théorème  et  faire  voir 
qu'il  a  lieu  quels  que  soient  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  et  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Rappelons,  pour  cela,  les  équations  générales  du  mouvement  de  la 
mer.  Considérons  une  molécule  dm  de  sa  surface,  dont  [x  soit  le  sinus 
de  la  latitude  dans  l'état  d'équilibre,  et  vs  la  longitude  comptée  d'un 
méridien  fixe  sur  la  Terre.  Supposons  que  aw  soit  la  quantité  dont  la 
latitude  de  la  molécule  est  plus  petite  que  dans  l'état  d'équilibre,  et 
que  a(^  soit  la  quantité  dont  la  longitude  est  plus  grande,  a  étant  un 
très  petit  coefficient.  Supposons  encore  que  cette  molécule  soit  élevée 
de  la  quantité  ay  au-dessus  de  la  surface  d'équilibre  de  la  mer.  Nom- 
mons I  le  demi-axe  de  la  Terre;  /y  la  profondeur  de  la  mer,  /  étant  un 
coefficient  fort  petit,  et  y  étant  une  fonction  de  [x  et  de  ct.  Soient  g  la 
pesanteur,  t  le  temps  et  ni  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  Soit 
enfin  aV  la  somme  de  toutes  les  molécules  d'une  couche  aqueuse  dont 
le  rayon  intérieur  est  l'unité  et  dont  le  rayon  extérieur  est  i  -h  aj, 
divisées  par  leurs  distances  respectives  à  la  molécule  dm^  plus  la 
somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  Lune,  divisées  par  leurs  distances 
à  la  même  molécule,  les  molécules  de  la  couche  aqueuse  devant  être 
supposées  négatives  dans  tous  les  points  où  ay  est  négatif.  Cela  posé, 
les  trois  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  Terre,  que  nous 
avons  données  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1776, 
page  178  (*),  deviendront 

â^u  dv      I ;         dy  , r      dV  1 = 

d}v ,  ,,  du      I ;  dY       dW 

(»)  OEuvres  de  Laplace.  T.  IX,  p.  i88. 

OEuvres  de  L.  —  XI.  67 
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c'est  de  l'intégration  de  ces  trois  équations  que  dépend  la  théorie  des 
oscillations  de  la  mer. 

Si  l'on  multiplie  la  seconde  par  7-77  et  qu'on  l'ajoute  à  la  troisième, 


dt 


multipliée  par  y^»  on  aura,  en  faisant,  pour  abréger,  y =7» 


^K^)'^^(^'y^'~'''^]  ^y     du, ,  dy'     d. 

— wt -^^^f^y-dt'^^^-^s-L'^di- 

Multiplions  maintenant  cette  équation  par  d\^dx5y  et  prenons  les  in- 
tégrales de  ses  deux  membres  depuis  jx  =  —  i  jusqu'à  |ji  =  i  et  depuis 
cy  =  o  jusqu'à  vs  =  360*^.  On  aura 

r  ,  ày'    du  I 

^^j'^^-k'^-di'J'-^ 

du  , r      ^{'^^'^'~^') 

C  étant  une  fonction  arbitraire  indépendante  de  [x.  Or  j'  et  u  ne  peu- 
vent être  infinis  dans  aucun  point  de  l'intégrale,  en  sorte  que  le  terme 

2.gy^  ^  V^i  —  [jt.^  est  nul  aux  deux  extrémités  de  l'intégrale  ;  on  a  donc 

C  =  o, 
et,  par  conséquent. 


r,    .   dy'    du  , C  ,^   j   ^Vdi"^ 


On  a  ensuite,  en  intégrant  par  rapport  à  ct, 

r,    dy'    dv  ,    dv  C  ,j    ^y'di)       r^, 

c  étant  une  fonction  arbitraire  indépendante  de  cy;  ory,  Y  et  ^  étant 
des  fonctions  de  sincy  et  de  coscx,  le  terme  —  igy'^-j-  est  le  même 
aux  deux  extrémités  de  l'intégrale,  en  sorte  que  C—  igy^4-  est  une 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  5S1 

fonction  nulle;  on  aura  donc 

partant  on  aura 

./,..^[(^:y->-(g)'(.-,,] 

di 

L'expression  précédente  de  y  donne  le  second  membre  de  cette 
équation  égal  à 

on  aura  donc 


(A) 


Concevons  présentement  que  y  soit  développé  dans  une  suite  de  cette 

forme 

y=ry„  +  Y,  +  Y,  +  Y3-i-..., 

Y(,,  Y,,  Ya,  ...  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  (jl, 
\Ji  —  (X-  sino  et  v''i  —  fJ"-'  costr,  telles  que  Ton  a  généralement 

il  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie pour  l'année  1782,  page  147  (*)»  ^^®'  si  l'on  représente  par 
l'unité  la  densité  de  la  mer,  et  si  l'on  fait  abstraction  de  l'action  des 
astres,  on  a 

Vz=4ï)(Yo+^Y,  +  iY,+  ^  Y, +  ...), 

(»)  Œuvres  de  Laplace,  T.  X,  p.  378. 
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7]  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon.  Si  l'on  nomme 
ensuite  p  la  moyenne  densité  de  la  Terre,  on  a,  à  fort  peu  près, 


on  aura  donc 


4 


La  condition  de  la  masse  fluide  constante  donne 

Jy  d^j.  dw  =3  o, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  ^  =  —  i  jusqu'à  [ji,  =  i  et  depuis 
tj  =r  o  jusqu'à  CI  =  360**;  mais  on  a  généralement,  lorsque  i  est  diffé- 
rent de  i'f 

fYi  U,'  dix  dw  =  o, 

U,'  étant  une  fonction  de  la  même  nature  que  Y,;  on  aura  donc 

Jy  d^  dns  =  yY^  d^i.  dm  =  o, 

ce  qui  donne 

Yo  =  o. 

On  aura,  cela  posé, 

y=(._l)v.^(.-^l)y..-(.-A)Y,^..., 

d'où  Ton  tire,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

ff'^^di.dm 

=/.,..[(.-.)v,-..(.-^)y,^.(,-1)v/^....], 

l'équation  (A)  donnera  donc,  en  l'intégrant  par  rapport  au  temps  ^, 

/r''^-[(ÊJ-(g)'<-'")] 

=  M-f/</H<^«[(.-^)Yf+(.-A)Y;H-(.-l)Yi  +  ..,]. 
M  étant  une  quantité  indépendante  de  t. 
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Supposons  p  ;>  I  ;  alors  la  quantité 

(B)  _f/^^rf.[(,_i)Y.-.(-^)Y.^...] 

est  négative;  la  valeur  de  M  doit  donc  être  une  quantité  positive  con- 
stamment plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  que  cette  quantité, 
puisque,  y  étant  nécessairement  positif,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion précédente  est  toujours  positif.  Cette  valeur  de  M  dépend  de  l'état 
et  de  la  vitesse  initiale  de  la  mer,  et,  puisque  nous  la  supposons  très 
peu  dérangée,  à  l'origine,  de  son  état  d'équilibre,  M  est  nécessaire- 
ment une  très  petite  quantité.  L'intégrale  (B)  sera  donc  toujours  fort 
petite,  ce  qui  exige  que  Y,,  Y^,  ...  ne  renferment  point  le  temps  l 
sous  la  forme  d'arcs  de  cercle  ou  d'exponentielles.  La  valeur  de  y  ne 
contient  donc  que  des  fonctions  périodiques  du  temps,  et  par  consé- 
quent la  mer  ne  s'éloigne  jamais  que  très  peu  de  sa  figure  d'équilibre, 
si  sa  densité  est  moindre  que  la  moyenne  densité  de  la  Terre. 

Quoique  cette  démonstration  soit  fort  générale,  elle  suppose  cepen- 
dant que  le  fluide  est  ébranlé  de  manière  que,  relativement  à  toutes 
les  molécules  de  la  mer  situées  sur  le  même  rayon  mené  du  centre  de 
gravité  de  la  Terre  à  sa  surface,  les  valeurs  de  m  et  de  (^  sont  à  très  peu 
près  les  mêmes,  car  les  trois  équations  fondamentales  du  mouvement 
de  la  mer  sont  fondées  sur  cette  supposition,  la  seule  que  l'on  doive 
admettre  lorsque  l'on  considère  les  ébranlements  produits  par  l'action 
des  astres;  mais,  si  l'ébranlement  est  produit  par  les  vents  ou  par  des 
tremblements  de  terre,  cette  supposition  cesse  d'avoir  lieu,  et  cepen- 
dant il  importe  encore  d'avoir,  dans  ce  cas,  les  conditions  de  la  sta- 
bilité de  la  figure  de  la  mer.  On  peut  y  parvenir  fort  simplement  au 
moyen  du  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Ce  principe,  appliqué  au  mouvement  d'un  système  de  corps  qui 
s'attirent  mutuellement,  consiste  en  ce  que  la  somme  des  molécules 
du  système,  multipliées  respectivement  parles  carrés  de  leurs  vitesses, 
est  égale  à  une  constante,  plus  au  double  de  la  somme  des  produits  des 
molécules  considérées  deux  à  deux,  divisés  par  la  distance  respective 
des  molécules. 
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Cela  posé,  nommons  R  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la 
Terre  à  une  de  ses  molécules  quelconque,  que  nous  désignerons  par 
dm.  Soit  [x  le  cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  R  fait  avec  l'axe  primitif 
de  rotation  de  la  Terre  qui  passe  par  son  centre  de  gravité  que  nous 
supposerons  immobile  au  premier  instant,  et  qui  le  sera  par  consé- 
quent durant  toute  la  durée  du  mouvement,  puisque  nous  n'avons 
égard  ici  qu'à  l'action  mutuelle  des  parties  de  la  Terre.  Soit  nt-^u 
l'angle  que  fait  avec  un  plan  fixe  passant  par  l'axe  primitif  de  rotation 
un  plan  qui  passe  par  cet  axe  primitif  et  par  la  molécule  dm,  plan  que 

nous  nommerons  son  méridien.  Supposons  que  a-^-  soit  la  vitesse  de 
la  molécule,  perpendiculairement  à  R,  et  dans  le  plan  du  méridien, 
a  étant  un  coefficient  très  petit.  Soit  encore  n  +  ol-t-  la  vitesse  angu- 
laire de  la  molécule,  perpendiculairement  à  son  méridien.  La  somme 
des  molécules  de  la  Terre,  multipliées  respectivement  par  le  carré  de 
leur  vitesse,  sera 


(C) 


-r-  étant  de  l'ordre  a.  Supposons  que  le  rayon  mené  du  centre  de  gra- 
vité de  la  Terre  à  sa  surface  soit  R'  dans  l'état  d'équilibre  et  que,  dans 
l'état  troublé,  il  devienne  R'+aj;  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  molécules  de  la  Terre,  divisés  par  leur  distance  mutuelle, 
sera  égale  :  i°  à  cette  somme  telle  qu'elle  était  dans  l'état  d'équi- 
libre; 2°  à  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  molécules  d'une 
couche  aqueuse  dont  le  rayon  intérieur  est  R'  et  le  rayon  extérieur  est 
R'  -h  aj,  comparées  aux  molécules  de  la  Terre  telle  qu'elle  était  dans 
l'état  d'équilibre,  ces  produits  étant  divisés  par  la  distance  mutuelle 
des  deux  molécules  que  l'on  compare;  3°  à  la. somme  des  produits 
deux  à  deux  des  molécules  de  la  couche  aqueuse  divisés  par  leur  dis- 
tance mutuelle. 
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La  première  somme  est  évidemment  une  constante  indépendante  du 
temps  t. 

Pour  avoir  la  seconde  somme,  nous  observerons  que,  si  la  Terre 
était  une  sphère,  on  aurait  cette  somme  en  multipliant  chaque  molé- 
cule de  la  couche  aqueuse  par  la  masse  de  la  Terre,  que  nous  désigne- 
rons par  M,  en  divisant  ce  produit  par  la  distance  de  la  molécule  au 
centre  de  la  sphère  et  en  ajoutant  ces  divers  produits.  Représentons 
par  l'unité  le  rayon  de  la  sphère  et  par  i  +  s  la  distance  d'une  molé- 
cule aqueuse  à  son  centre,  et  prenons  pour  unité  de  densité  celle  de 
la  mer.  La  masse  de  la  molécule  sera 

{1  +  zY  dzdii  dm  ; 

en  la  divisant  par  la  distance  i  -+-  s  de  la  molécule  au  centre  de  la 

sphère,  on  aura 

M{i-i-  z)  dz  dix  drs 

pour  la  différentielle  de  la  somme  dont  il  s'agit,  et,  en  l'intégrant  depuis 
s  =  o  jusqu'à  z  =  aj,  on  aura 

«M  AjH-  \<xy^)diJLdTS 

pour  cette  somme.  Mais,  puisque  la  masse  fluide  est  supposée  con- 
stante, on  doit  avoir 

j{\-{-zydz  dyi  dxjs  ==  o, 

ce  qui  donne,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a', 

o  =:  a  A /  +  a/*)  dy. dis, 
La  somme  précédente  deviendra  donc 

Mfy*  dfx  dm. 

Si  l'on  a  égard  à  l'excentricité  du  sphéroïde  terrestre,  on  aura  de  nou- 
veaux termes  qui  seront  multipliés  par  cette  excentricité.  Mais,  dans 
l'équation  que  donne  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 
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nous  négligerons  tout  ce  qui  dépend  de  l'excentricité  de  la  Terre  pour 
ne  comparer  que  les  termes  qui  en  sont  indépendants. 

Considérons  enfin  la  troisième  somme  formée  des  produits  deux  à 
deux  des  molécules  de  la  couche  aqueuse,  divisés  par  leur  distance 
mutuelle.  En  négligeant  l'excentricité  de  la  Terre,  le  rayon  intérieur 
de  la  couche  aqueuse  sera  l'unité,  et  son  rayon  extérieur  sera  i  -+-  a  j. 
On  pourra  représenter  par  cny  d\^dx3  une  de  ses  molécules;  soit  aj"  la 
somme  de  toutes  les  molécules  de  la  couche,  divisées  par  leurs  dis- 
tances respectives  à  cette  molécule,  la  troisième  somme  cherchée  sera 
—  fyy"  d\kdv5.  Elle  n'est  que  la  moitié  de  l'intégrale  cf.'^Jyy"d\i.du, 
parce  que,  en  comparant  chaque  molécule  de  la  couche  avec  la  couche 
entière,  on  a  le  double  des  produits  des  molécules  prises  deux  à  deux. 
On  aura  donc,  en  négligeant  tout  ce  qui  dépend  de  l'excentricité  de  la 
Terre, 

K M  j  y^d^x-dw  -\ /  //"  dix  dw 

pour  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  molécules  de  la  Terre, 
divisés  par  leur  distance  mutuelle,  K  étant  une  quantité  indépen- 
dante de  t.  Nommons  p  la  moyenne  densité  de  la  Terre,  on  aura 

la  fonction  précédente  deviendra  ainsi,  en  la  divisant  par  g,    . 

Examinons  maintenant  la  fonction  (C),  en  la  divisant  pareillement 
par  g.  Si  l'on  projette  chaque  molécule  de  la  Terre  sur  le  plan  de 
l'équateur  primitif,  le  principe  des  aires  donnera  l'équation  suivante 


R«  c?m(i  —  jjt^)  ( /i  +  a -^  )  =  H, 


/"  -'"V— '-^V^   '   ^dt 
H  étant  une  constante  indépendante  de  z;  on  aura  donc 
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Les  termes  de  l'ordre  a'  du  développement  de  ^  TR'  dm{i  —  (x')  sont 
évidemment  de  l'ordre  —oL-yr;  en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes 
de  Tordre  a-jS  qui  ne  sont  multipliés  ni  par  l'excentricité  de  la  Terre, 
ni  par  la  très  petite  fonction  —,  la  fonction  (G),  divisée  par  g,  se 
réduira  à  une  constante,  plus  à  l'intégrale 

le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  donnera  donc,  en  ne 
comparant  que  les  termes  de  l'ordre  a^, 

=  a*Q  —  a^gj  ydu  dxs\v  -  ^  j, 

Q  étant  indépendant  de  t. 

Supposons,  comme  ci-dessus,  y  égal  à  ¥«  4-  Y,  -i-  Ya  -+-  . . . ,  la  con- 
dition de  la  masse  fluide  constante  donnera 

Yo=o; 

on  aura  ensuite,  par  ce  qui  précède, 

partant 

/«-[Këy-(^)'-(f)'] 

d'où  il  est  aisé  de  conclure,  comme  précédemment,  que  la  valeur  dey 
ne  renferme  ni  arcs  de  cercle,  ni  exponentielles  si  p  est  plus  grand  que 
l'unité. 

OEuvres  de  L.  —  XI.  ^^ 


538  SUR  QUELQUES  POINTS 

La  partie  de  l'intégrale 

/«'-[-(§y-'(Êy(-^')-(§y] 

relative  au  sphéroïde  que  recouvre  la  mer  est  insensible  par  rapport  à 
la  partie  de  cette  même  intégrale  relative  aux  molécules  de  la  mer.  Car 

il  est  clair  que  les  valeurs  de  -tt»  ^  ^t  777  qui  se  rapportent  au  sphé- 
roïde sont,  eu  égard  à  celles  qui  se  rapportent  à  la  mer,  du  même 
ordre  que  la  masse  de  la  mer  divisée  par  la  masse  du  sphéroïde,  puis- 
qu'elles seraient  infiniment  petites  si  la  masse  de  la  mer  était  infini- 
ment petite;  leurs  carrés  seraient  donc  alors  des  infiniment  petits  du 

second  ordre  que  l'on  peut  conséquemment  négliger.  Les  vitesses  <^-n^ 

OL-T-sJi  —  [jt,'^  et  -j-  des  molécules  de  la  mer  sont,  à  très  peu  près,  les 

vitesses  relatives  de  ces  molécules  sur  la  surface  du  sphéroïde  ter- 
restre; ainsi  l'intégrale 

/R.,4.-(-y..(*y(,-K)^(f)] 

exprime  la  somme  des  molécules  de  la  mer  multipliées  par  les  carrés 
de  leurs  vitesses  relatives.  Si  les  eaux  de  la  mer  éprouvent  des  chocs 
ou  des  résistances  qui  altèrent  ces  vitesses,  la  valeur  de  la  con- 
stante a-Q  en  sera  diminuée,  et  les  fonctions  Y,,  Yg,  ...  ne  pourront 
jamais  augmenter  indéfiniment  si  l'on  a  p>>i.  La  figure  de  la  mer 
sera  donc  alors  stable,  quels  que  soient  l'ébranlement  primitif  de  cette 
masse  fluide  et  les  résistances  qu'elle  éprouve. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  molécules  de  la  mer  situées  sur  le  même 
rayon  auraient  la  même  vitesse,  à  très  peu  près,  en  nommant  /y  sa 
profondeur,  les  valeurs  de  u  et  de  v  seraient,  à  très  peu  près,  les 
mêmes  pour  une  colonne  de  ce  fluide,  égale  à  l^d]xdT:s.  On  aurait  de 

plus  -T-  de  l'ordre  a-^,  et  il  est  visible  que  a-—  est,  par  rapport  à 

a-j-j  du  même  ordre  que  le  rapport  de  la  profondeur  de  la  mer  au 
rayon  terrestre,  comme  il  résulte  de  la  première  des  trois  équations 
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différentielles  du  mouvement  de  la  mer.  En  faisant  donc  R  -  r,  l'in- 
tégrale 

deviendra 

l'équation  précédente  donnée  par  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives  deviendra  donc 

équation  identiquement  la  même  que  celle  à  laquelle  nous  sommes 
parvenus  précédemment  par  la  considération  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  de  la  mer. 

L'hypothèse  de  la  densité  de  la  mer  plus  petite  que  la  densité 
moyenne  de  la  Terre  est  très  vraisemblable,  car  il  est  naturel  de  sup- 
poser que  les  couches  les  plus  denses  de  la  Terre  sont  les  plus  près  de 
son  centre.  D'ailleurs,  les  observations  faites  sur  l'attraction  des  mon- 
tagnes ne  permettent  pas  de  révoquer  en  doute  cette  hypothèse.  Les 
observations  que  M.  Maskelyne  a  faites  sur  une  montagne  d'Ecosse 
semblent  indiquer  une  densité  moyenne  de  la  Terre  quatre  ou  cinq 
fois  plus  grande  que  la  densité  de  la  mer.  L'équilibre  de  la  mer  est 
donc  stable,  et,  si  elle  a  recouvert  autrefois  des  continents  aujour- 
d'hui fort  élevés  au-dessus  de  son  niveau,  il  faut  en  chercher  la  cause 
ailleurs  que  dans  le  défaut  de  stabilité  de  son  équilibre. 

XVH. 

Sur  la  manière  défaire  disparaître  les  arcs  de  cercle  des  intégrales  trouvées 
par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation. 

J'ai  donné  pour  cet  objet,  dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1772  ('  ), 

(  •  )  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIII.  / 
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une  méthode  très  simple,  fondée  sur  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. J'ai  présenté  depuis  cette  méthode,  d'une  manière  plus  géné- 
rale, dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1777  (').  On  peut  la  généraliser 
encore  de  la  manière  suivante  et  lui  donner  ainsi  toute  l'étendue  et 
toute  la  simplicité  dont  elle  est  susceptible. 

Considérons  l'équation  différentielle  de  l'ordre  i 

a  étant  très  petit,  et  P  et  Q  étant  des  fonctions  algébriques  de  y, 
^'  •••'  'ZTjîi:'  ^^  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportion- 
nellement à  t.  Supposons  que  l'on  ait  l'intégrale  complète  de  cette 
différentielle  dans  le  cas  de  a  =  o,  et  que  la  valeur  de  y  donnée  par 
cette  intégrale  ne  renferme  point  l'arc  t  ou,  du  moins,  ne  renferme 
qu'un  nombre  fini  de  puissances  de  cet  arc.  Supposons  ensuite  que, 
en  intégrant  cette  équation  par  les  méthodes  ordinaires  d'approxima- 
tion, lorsque  a  n'est  pas  nul,  on  ait 

7  =1  X  +  ^  Y  4- f^Z  4- ^*S  + . . . , 

X,  Y,  Z,  s,  . . .  étant  des  fonctions  périodiques  de  t  qui  renferment  les 
i  arbitraires  c,  c',  c",  . . . ,  et  les  puissances  de  i,  dans  cette  expression 
de  y,  s'étendant  à  l'infini  par  les  approximations  successives.  Il  est 
visible  que  les  coefficients  de  ces  puissances  décroîtront  avec  d'autant 
plus  de  rapidité  que  a  sera  plus  petit;  dans  la  théorie  des  mouve- 
ments des  corps  célestes,  a  exprime  l'ordre  des  forces  perturbatrices 
relativement  aux  forces  principales  qui  les  animent. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  j  dans  la  fonction 

g+P  +  .Q, 
elle  prendra  cette  forme 

(  '  )  OEuvres  de  Laplace,  T.  IX, 
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K,  K',  K",  . . .  étant  des  fonctions  périodiques  de  t;  mais,  par  la  sup- 
position, la  valeur  dey  satisfait  à  l'équation  différentielle 

on  doit  donc  avoir  identiquement 

o  =  K-hK't  +  K"t^  +  .... 

Si  K,  K',  K",  . . .  n'étaient  pas  nuls,  cette  équation  donnerait  par  le 
retour  des  suites  l'arc  t  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  à  ^;  en  supposant  a  infiniment  petit,  on  aurait  /  égal  k 
une  fonction  finie  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  semblables,  ce  qui 
est  évidemment  impossible.  Ainsi  les  fonctions  K,  K',  ...  sont  iden- 
tiquement nulles. 

Maintenant,  si  l'arc  t  n'est  élevé  qu'à  la  première  puissance,  sous 
les  signes  des  sinus  et  des  cosinus,  comme  cela  a  lieu  dans  la  théorie 
des  mouvements  célestes,  cet  arc  ne  sera  point  produit  par  les  diffé- 
rences successives  de  j;  en  substituant  donc  la  valeur  précédente  dey 

dans  la  fonction  -—  +  P  +  aQ,  la  fonction  K -+- K'/  -h . . . ,  dans  laquelle 

elle  se  transforme,  ne  contiendra  l'arc  t,  hors  des  signes  périodiques, 
qu'autant  qu'il  est  déjà  renfermé  dans  y;  ainsi,  en  changeant  dans 
l'expression  de  y  l'arc  t,  hors  des  signes  périodiques,  dans  t  —  O, 
0  étant  une  constante  quelconque,  la  fonction  K-\-K't  -h ...  se  chan- 
gera dans  K -f- K'(i  —  ô) -h  . .. ,  et,  puisque  cette  dernière  fonction 
est- identiquement  nulle,  en  vertu  des  équations  identiques  K  =  o, 
K'=  o,  . ..,  il  en  résulte  que  l'expression 

y  =  x  +  (t  -  9)Y  -ï-  {t  -  eyz-\- . . . 

satisfait  encore  à  l'équation  différentielle 

Quoique  cette  seconde  valeur  dey  semble  renfermer  i-hi  arbitraires. 
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savoir  les  i  arbitraires  c,  c',  c\  ...  et  l'arbitraire  Ô,  cependant  elle  ne 
peut  en  contenir  que  le  nombre  i  qui  soient  distinctes  entre  elles.  11 
est  donc  nécessaire  que,  par  un  changement  convenable  dans  les  con- 
stantes Cyc',  . . .,  l'arbitraire  6  puisse  disparaître  de  cette  seconde  ex- 
pression de  y,  et  qu'ainsi  elle  coïncide  avec  la  première.  Cette  consi- 
dération va  nous  fournir  les  moyens  d'en  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle. 

Donnons  à  la  seconde  expression  dey  la  forme  suivante  : 

j  =  X  +  (^-0)R; 

puisque  nous  supposons  que  6  disparaît  de  j,  on  aura  ^  =  o  et,  par 
conséquent, 

En  différentiant  successivement  cette  équation,  on  aura 


d'où  il  est  aisé  de  conclure,  en  éliminant  R  de  l'expression  précédente 
de  7, 

•^  ^  ôO  1.2        dô^  1.2.3      du* 

X  est  fonction  de  t  et  des  constantes  c,  c',  c",  . . . ,  et,  comme  ces  con- 
stantes sont  fonctions  de  6,  X  est  une  fonction  de  t  et  de  G,  que  nous 
pouvons  représenter  par  o(t,  6).  L'expression  de  j  est,  parle  théorème 
connu  de  Taylor,  le  développement  de  la  fonction  !p(/,  0  +  /  —  0),  sui- 
vant les  puissances  de  /  —  G;  on  a  donc  r  —  cp(/,  /);  d'où  il  suit  que 
l'on  auray  en  changeant  G  en  t  dans  X.  Le  problème  se  réduit  ainsi  à 
déterminer  X  en  fonction  de  /  et  de  G,  par  conséquent  à  déterminer  c, 
c\  c'',  ...  en  fonction  de  0. 
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Pour  cela,  reprenons  l'équation 

j  =  X-+-(f-0)Y-t-(<    -0)'Z4-(/--ô)'S-t-  ...; 

puisque  la  constante  ô  est  supposée  disparaître  de  cette  expression 
de  j,  on  aura  l'équation  identique 


(a)      o=^^-Y+(^-(3)(^|-2ZJ  +  (^-0r(^^^-3s) 


de 


En  appliquant  à  cette  équation  le  raisonnement  que  nous  avons  fait 

sur  celle-ci, 

o  =  K-+-K't-hK"r--^..., 

on  voit  que  les  coefficients  des  puissances  successives  de  ^  —  0  doivent 
se  réduire  d'eux-mêmes  à  zéro.  Les  fonctions  X,  Y,  Z,  ...  ne  ren- 
ferment 0  qu'autant  qu'il  est  contenu  dans  c,  c\  c'\  ...  ;  en  sorte  que, 

pour  former  les  différences  partielles  -jq'  'Jq'  âe»  "•>  ^^  suffît  de  faire 

varier  c,  c',  c",  . . .  dans  ces  fonctions,  ce  qui  donne 

àX_àXdc       âX  dc[       â\  de' 

09  ~  'de  d'B  "^  de'  dd  ^  de"  dB  ^  "  " 

aY  _  dY  ^       d\  dc^       d\  de' 

de  ~~  de    dQ  "^  de'  dO  ^  de"  d'Q  '^  •  '  •  ' 


XVIII. 

Supposons  d'abord  que  dans  les  fonctions  X,  Y,  Z,  . . .  aucune  des 
arbitraires  ne  multiplie  l'arc  /,  sous  les  signes  des  sinus  et  des  cosinus  ; 
cet  arc  ne  sera  pas  produit  par  les  différences  partielles  -^,  ^>  — 
En  égalant  donc  à  zéro,  dans  l'équation  {a),  les  coefficients  des  puis- 
sances successives  de  /  —  6,  on  aura 

d\_^  d\  _    ^  dZ  _  „. 

W-^'         'dQ~^^^'         d'B-^^' 

Si  l'on  différcntie  la  première  de  ces  équations  i  —  i  fois  relativement 
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à  t,  et  que  Ton  substitue  pour  -r^  sa  valeur,  on  aura 

d\  de  dX     dc[  àX     dc^ 

'de  dQ^     de'     dQ  '^     de"     dQ  '^ ' 

d^  de         d^\    dc^         â'X    dc^  _  dY 

de  dt  dd  ^  de'  dt    dB  ~^  de"  dt   dQ  "*"' '  dt' 

(?*X  de         d^X    de'         d^X    de"  d^Y 


dedf  dQ       de'  di^  dQ       de"  dt^  dQ       dt^ 

On  tirera  de  ces  i  équations  autant  d'équations  différentielles  entre 
les  quantités  c,  c',  c", ...  et  leurs  premières  différences,  et,  en  les  inté- 
grant, on  aura  ces  constantes  en  fonctions  de  6.  Presque  toujours, 
l'inspection  seule  de  la  première  des  équations  précédentes  suffira 
pour  avoir  les  équations  différentielles  en  c,  c',  c",  ...,  en  comparant 
séparément  les  coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  qu'elle  renferme; 
car  il  est  visible  que  les  valeurs  de  c,  c',  ...  étant  indépendantes  de  f, 
les  équations  différentielles  qui  les  déterminent  doivent  être  pareille- 
ment indépendantes  de  cette  variable.  Le  plus  souvent  ces  équations 
ne  seront  intégrables  que  par  des  approximations  successives,  qui 
pourront  introduire  l'arc  G  dans  les  valeurs  de  c,  c',  c",  ... ,  lors  même 
que  cet  arc  ne  se  rencontre  point  dans  les  valeurs  rigoureuses;  mais 
on  le  fera  disparaître  par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  pour 
faire  disparaître  l'arc  t  de  l'expression  dey. 

Il  peut  arriver  que  l'équation  -^^  =  Y,  et  ses  i — i  différentielles 
en  /  ne  donnent  pas  un  nombre  «d'équations  distinctes  entre  les  quan- 
tités c,  c,  c",  ...  et  leurs  différences.  Dans  ce  cas,  il  faudra  recourir 
aux  équations 

dQ  "^^'         TQ-^' 

XIX. 

Supposons  maintenant  que  quelques-unes  des  arbitraires  c,  c',  c", ... 
multiplient  l'arc  /  dans  les  fonctions  périodiques  X,  Y,  Z,  ...  ;  la  diffé- 
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rentiation  de  ces  fonctions  relativement  à  0,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  relativement  à  ces  arbitraires,  développera  cet  arc  et  le  fera 
sortir  hors  des  signes  des  fonctions  périodiques  sous  lesquels  il  est 

renfermé.  Les  différences  -tt)  ^j  -Tg^  •••  seront  alors  de  cette  forme 

de  -''  ^^''' 


X',  X",  Y',  Y",  Z',  Z",  . . .  étant  des  fonctions  périodiques  de  /,  et  renfer- 
mant de  plus  les  arbitraires  c,  c',  c",  ...  et  leurs  premières  différences 
divisées  par  c?6,  différences  qui  n'entrent  dans  ces  fonctions  que  sous 
une  forme  linéaire;  on  aura  donc 

^  =  Z'  +  9Z"H-(i-0)Z", 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  («)  de  l'article  XVII,  on 

aura 

o^X'+^X"- Y+(^-9)  (Y'h-9Y"+X''-2Z) 

H- (<- Ô)«(Z' Hr  ÔZ"  4- Y'- 3S) 


d'où  l'on  tire,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  des  puis- 
sances de  /  —  0, 

o^X'+ÔX'- Y, 

o  =  Y'H-ÔY'  +  X*-2Z, 

OrnZ'+OZ'H-Y'-SS, 


OF.uvres  de  L.  —  XI.  69 
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La  première  de  ces  équations  donnera,  soit  par  elle-même  et  par  ses 
i  —  I  différentielles  prises  relativement  à  ty  soit  par  la  comparaison 
des  coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  qu'elle  renferme,  i  équations 
différentielles  du  premier  ordre  entre  c,  c\  c\  ...  et  0.  Si  cette  pre- 
mière équation  ne  suffisait  pas  pour  cet  objet,  on  aurait,  recours  aux 
suivantes. 

Lorsque  l'on  aura  ainsi  déterminé  les  valeurs  de  c,  c\  c",  ...  en 
fonctions  de  ô,  on  les  substituera  dans  X,  et,  en  y  changeant  G  en  /,  on 
aura  la  valeur  de  y  sans  arcs  de  cercle,  lorsque  cela  est  possible.  Si 
cette  valeur  en  conservait  encore,  ce  serait  une  preuve  qu'ils  existent 
dans  l'intégrale  rigoureuse. 

XX. 

Considérons  maintenant  un  nombre  quelconque  n  d'équations  dif- 
férentielles 

P.  Q»  P'»  Q'>  . . .  étant  des  fonctions  de  j,  y\  ...  de  leurs  différentielles 
jusqu'à  l'ordre  ï  —  i,  et  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  pro- 
portionnellement à  la  variable  t,  dont  la  différence  est  supposée  con- 
stante.  Supposons  que  les  intégrales  approchées  de  ces  équations 

soient 

7  =3  X  +  ^Y  +  i^Z  +  f^S  +. . ., 

/=rX,+  ^Y,+  ^^Z,+  i»Si+..., 


X,  Y,  Z,  . . . ,  X, ,  Y, ,  Z, ,  . . .  étant  des  fonctions  périodiques  de  l,  et 
renfermant  les  in  arbitraires  c,  c',  c\  ...;  on  aura,  comme  dans  l'ar- 
ticle XVIII, 

W  ~    '         dQ  "~      ' 

si  les  arbitraires  c,  c',  c",  ...  ne  multiplient  point  l'arc  t  sous  le  signe 
des  fonctions  périodiques.  Mais,  si  cet  arc  est  multiplié  par  quelques- 
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unes  des  arbitraires,  on  aura,  comme  dans  l'article  XIX, 

o  =  X'-hôX'-Y, 

o  =  Y'4-0Y"-+-X''-2Z, 
o  =  Z'  H-0Z"H-Y"-3S, 


la  valeur  approchée  de  y'  donnera  pareillement 

si  les  arbitraires  ne  multiplient  point  l'arc  /  sous  les  signes  des  sinus 
et  des  cosinus;  mais,  si  quelques-unes  d'elles  multiplient  cet  arc  el 
que  l'on  suppose  alors 

^g     —  Ai-|-£A,,  -^—ïj-hCïi,  ..,, 

on  aura  les  équations 

o  =  x;  +  ôx;  -  Y„      o  =  y;  +  ô  y;  +  x;  -  2Z„ 

Les  expressions  des  autres  variables  y\  y"',  . . .  fournissent  des  équa- 
tions semblables.  On  déterminera  par  ces  diverses  équations,  en  choi- 
sissant les  plus  simples  et  les  plus  approchées,  les  valeurs  de  c,  c', 
c",  ...  en  fonctions  de  0.  En  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  X, 
X,,  ...  et  en  y  changeant  0  en  t,  on  aura  les  valeurs  de  y,  y',  . . .  sans 
arcs  de  cercle,  lorsque  cela  est  possible. 

XXI. 

Sur  les  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  orbites 

des  planètes. 
Soient 

/w,  m\  m",  ...  les  masses  des  différentes  planètes,  celle  du  Soleil  élant 

prise  pour  l'unité; 
!p,  ç',  cp",  ...  les  inclinaisons  moyennes  de  leurs  orbites  sur  un  plan 

fixe  qui  passe  par  le  centre  du  Soleil; 
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0,  0',  6",  ...  les  distances  moyennes  de  leurs  nœuds  ascendants  à  une 
ligne  invariable  prise  sur  ce  plan. 

Soient,  de  plus, 

tang9  sinô  =/?,  tangq)  cos9  =:  </, 

tangç'  sin6'=  p',         tangiy'cosô'— 7', 
tang(p"sin9"=/?",        laug'f"  cos,6"=  q". 


Nommons  ensuite  a,  a',  a",  ...  les  moyennes  distances  des  planètes 
au  Soleil,  et  e,  e\  e", ...  les  rapports  des  excentricités  de  leurs  orbites  à 
ces  distances.  Je  suis  parvenu,  dans  nos  Memo/re^  pour  l'année  1784  (*), 
aux  (rois  équations  suivantes  : 


const..=:/?i     4/ — ^^ ^  +  m'      4/ — !^ _L  +  ,7î''      i/ — 5^ TT-h,  -^ 

V   i  +  lang^cp  y   i+iang^q)'    ^v-         y   i-4-tang2cp" 

(  « )      <  const.  -—  mp  4  /  — ^ i-  H-  m' p'  4  /  — ^ -^,  +  m" p"  4  /  ■ — ^ -4,  + , 

j  ^y    i  +  lang^©  ^  y    i+tang>'  -^     y    i  +  tang^cp" 

f  .  ^   /«(i  — e^)  ,    ,     /«'(i  — e'2)  /a"(i  — e''^)~ 

const.  —  mo  4  /  — ^ ^  +  m' a'  4  /  — ^^ — ^  +  m" n"  4  /  — ^ -4,  4- . 

\  ^V  i  +  tang2(p  '   y   i+tang^ç'^       ^    y   n-iang>" 

Ces  équations  résultent  du  principe  de  la  conservation  des  aires  ; 
elles  ont  lieu  généralement  quelles  que  soient  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbites. 

Si  l'on  suppose  les  orbites  très  peu  excentriques  et  très  peu  incli- 
nées au  plan  fixe,  telles  que  les  orbites  des  planètes,  les  deux  der- 
nières de  ces  équations  deviendront 

const.  :=  nwjap  +  m'  \/a'  p'  +  }n"  sJaJ' p"  + . . ., 


{b)  ,  _ 

const.  =:m\fâ(]  -\-  m'  \/a'  q'  +  m"  \fâJ'  q" 


XXII. 

Imaginons  par  le  centre  du  Soleil  un  nouveau  plan  dont  l'inclinai- 
son sur  le  plan  fixe  soit  'j^,  et  dont  la  longitude  du  nœud  ascendant 

(')  Foir,  plus  haut,  p.  69  et  70. 
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soit  Y»  cette  longitude  étant  comptée  de  la  ligne  fixe  d'où  l'on  compte 
les  angles  0,  0',  —  Concevons  ensuite  sur  le  plan  fixe  un  point  quel- 
conque 0,  dont  la  longitude  soit  V;  par  ce  point  et  par  le  centre  du 
Soleil,  menons  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  plan  fixe;  il  est 
clair  que  la  tangente  de  l'arc  de  ce  cercle,  compris  entre  le  point  0  et 
le  nouveau  plan  sera  tang^sin(V  — y).  L'arc  du  même  cercle,  com- 
pris entre  le  plan  fixe  et  celui  de  l'orbite  de  m,  est  tangtp  sin(V  —  6). 
Ces  arcs  étant  fort  petits,  la  différence  de  leurs  tangentes  est,  à  très 
peu  près,  égale  à  la  tangente  de  leur  différence.  Mais,  si  l'on  nomme  9, 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  nouveau  plan,  et  6,  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  même  plan,  les  deux  arcs  précédents 
étant  à  fort  peu  près  perpendiculaires  à  ces  différents  plans,  la  tan- 
gente de  leur  différence  sera  tang^,  sin(V  —  0,);  on  aura  donc 

tang(pisin(V  — 9i)  =  lang9sin(V  —  5)  —  langv|;sin(V  — y). 

Soient 

tang4'siny=/)i,        tangfj^cosy  =  7,, 

on  aura 

langçi  cos9i  sinV  —  tang^i  sin^i  cosV  =z{q  —  q^)  sinV  —  (/?  — /^i)  cosV, 

ce  qui  donne,  en  comparant  les  coefficients  de  sinV  et  de  cosV, 
tang©,  sin9,=:/>  — /?i,         lang^,  cos5i=:^  —  q^. 

Cela  posé,  si  le  nouveau  plan  est  invariable,  ainsi  que  le  plan  fixe, 
les  équations  {b)  de  l'article  précédent  donneront 

const.  =  (/?  —  ^1  )  m  V^â  +  {p'  —  pi)  m' \/a'  -+-  {p"  —  pi)  m" \/â"  -\- . . ., 
const.  ~  {q  —  qi)  m\Ja  -h  {q'  —  qi)  m' sj'â'  +  {q"  —  qx)  m" sfcH'  -\- 

Supposons  qu'à  un  instant  quelconque  on  ait 

_  m</âp-\-  m'  \fâ'  p'  4-  m"  s/a'  p'  + . . . 
m\Ja-\-  ni'  \Jâ'  +  m' sja"  -h . . . 

_  m\fâq  ->rm'  \ja'  g'  H-  m"  sfâ"  q'-h. . . 
m  y/â  +  m'  \/â'  -h  m"  s/a'  H- . . . 
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on  aura,  à  tous  les  instants, 

o  =  m  \/a{p  —  pi)  +  m'  \Ja'  {p'  —  p^  )  4-  m"  \Ja"  {p"  —  Pi)+.  .  ., 
o:=m\Ja{q  ~  q^)  +  m'  \Ja'  {g'—  Çi)  -+■  m"\/a"  {q"—  Çt)  H-. .  .; 

p  —  Pt  est  la  tangente  de  l'inclinaison  ç,  de  l'orbite  de  m  sur  le  nou- 
veau plan,  multipliée  par  le  sinus  de  la  longitude  6,  de  son  nœud 
ascendant  sur  ce  plan,  longitude  que  l'on  peut  compter  encore  sur 
ce  plan.  Pareillement  q  —  g,  est  la  tangente  de  l'inclinaison  cp,  de 
l'orbite  de  m  sur  le  nouveau  plan,  multipliée  par  le  cosinus  de  la  lon- 
gitude ô<  de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan;  d'où  il  suit  que,  rela- 
tivement à  ce  nouveau  plan,  la  somme  des  masses  des  planètes,  mul- 
tipliées respectivement  par  les  racines  carrées  de  leurs  moyennes 
distances,  par  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  et  par  les  sinus  ou 
par  les  cosinus  des  longitudes  de  leurs  nœuds,  est  constamment  nulle  ; 
en  supposant  donc  que  le  plan  fixe  soit  le  nouveau  plan  lui-même,  on 
aura 

o  =:  msjap  -\-  m' \/a' p' -\-  m" \J a" p" -\- .  .  ., 
o  z=z  m  sj a  q -\- m' \fa' q' +  m"  \fâ/' q"  + .  . . . 

Les  expressions  de />,  q,  p\  q\  ...  sont  données  en  sinus  et  cosinus 
d'angles  croissants  avec  une  extrême  lenteur;  elles  renferment,  de 
plus,  des  termes  constants  et  tels,  que,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  ces 
termes,  on  a 

p—p'  —  p",  ...,  q  —  q'—q\  ...; 

on  aura  donc,  par  rapport  au  plan  que  nous  considérons, 

o^=zp{m\Ja-\- m' \]a' -\- m" sfâj' -{- .  .  .^, 
Q^=^q(^m  \[â  +  m' s/âj  +  m"  \Ja"  +  ...), 

ce  qui  donne 

p=:o,         q  —  o; 

ainsi  les  termes  constants  disparaissent  des  expressions  de  /?,  q,  //, 

^',  .... 

La  position  du  nouveau  plan  que  nous  venons  de  considérer  est 
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facile  à  déterminer,  au  moyen  des  expressions  précédentes  de  p,  et 
de  Çi  ;  et  il  en  résulte  que,  si  sur  un  pian  quelconque  on  conçoit  des 
masses  proportionnelles  à  m\fâ,  m! \ja\  m" sja" ,  ...,  et  dont  les  coor- 
données rectangles  soient  p  et  q  pour  la  première,  p'  et  q'  pour  la 
seconde,  p"  et  q"  pour  la  troisième,  etc.,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  système  seront/?,  et  5^,. 

Le  plan  fixe  sur  lequel  on  rapporte  le  mouvement  des  corps  m,  m', 
m",  ...  étant  arbitraire,  les  propriétés  précédentes  doivent  faire  pré- 
férer le  plan  dont  il  s'agit,  de  même  que,  dans  la  détermination  du 
mouvement  d'un  système  du  corps,  on  fixe  naturellement  l'origine  des 
coordonnées  à  leur  centre  commun  de  gravité.  La  considération  de  ce 
plan  est  d'autant  plus  importante  que,  vu  les  mouvements  particuliers 
des  étoiles  et  la  mobilité  des  orbites  des  planètes,  il  deviendra,  dans  la 
suite  des  siècles,  très  utile  d'avoir  un  plan  invariable  auquel  on  puisse, 
à  toutes  les  époques,  rapporter  les  mouvements  des  corps  célestes. 
Celui  que  nous  venons  de  considérer  a  l'avantage  d'être  fixe,  du  moins 
lorsque  l'on  fait  abstraction  des  corps  étrangers  au  système  planétaire, 
action  qui,  jusqu'à  présent,  est  insensible.  Il  est  facile  d'ailleurs  d'en 
déterminer  la  position  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  /?,  et 
de  qt  ;  on  pourra  même  la  déterminer  avec  plus  de  précision,  en  faisant 
usage  des  deux  dernières  équations  (a)  du  numéro  précédent,  dans 
lesquelles  on  n'a  point  négligé  les  carrés  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons des  orbites;  car,  ayant  déjà  à  très  peu  près  la  position  de  ce 
plan,  on  pourra  facilement,  par  les  méthodes  différentielles,  faire  dis- 
paraître les  constantes  de  ces  équations.  La  connaissance  des  masses 
des  planètes  est,  à  la  vérité,  nécessaire  pour  retrouver  à  une  époque 
quelconque  le  plan  dont  il  s'agit;  mais  heureusement  les  quatre  pla- 
nètes qui  ont  des  satellites  sont  celles  qui  ont  le  plus  d'influence  sur 
sa  position,  et  les  masses  des  autres  planètes  seront  bientôt  assez 
exactement  connues  pour  que  l'erreur  de  cette  position  soit  insen- 
sible. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  que  deux  planètes  m  et  m'  dont  les  orbites 
soient  circulaires  et  inclinées  l'une  à  l'autre  d'une  quantité  quel- 
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conque;  en  choisissant  pour  plan  fixe  celui  relativement  auquel  les 
constantes  des  deux  dernières  des  équations  {a)  de  l'article  XXI  sont 
nulles,  et  en  observant  que  =  =  cosç,  ces  deux  équations 

deviendront 

o  =  7n\fa  siiKp  sîn0  +  m' \Ja'  siiKp'  sin0', 

o—~rnsJa  sÎTi 9  cos Q  -\-  m' \fâ!  sin cp' cos 0'; 

ces  équations  donnent  les  deux  suivantes 

m  y/a  sin  9  =  m' y/a' sin  9', 
sinô  =  — sinô',         cos0  =  — cos9', 

d'où  Ton  tire 

6'— 180°+ 9; 

les  nœuds  des  deux  orbites  sont,  par  conséquent,  sur  la  même  ligne; 
mais  le  nœud  ascendant  de  Tune  d'elles  coïncide  avec  le  nœud  descen- 
dant de  l'autre  orbite,  en  sorte  que  l'inclinaison  mutuelle  des  deux 
orbites  est  égale  à  ©  +  9'. 

La  première  des  équations  («)  de  l'article  XXI  donne 

const.  =zm\/a  cos 9  h-  m' y/ô'  cos 9' ; 
en  la  combinant  avec  celle-ci 

m  y/a  sin  9  =  m'  \Ja'  sin  9', 

on  voit  que  ç  et  9'  sont  invariables;  les  inclinaisons  des  plans  des  deux 
orbites  sur  le  plan  fixe  et  sur  eux-mêmes  sont  donc  constantes,  et  ces 
trois  plans  ont  toujours  une  intersection  commune.  Il  en  résulte  que 
la  variation  moyenne  instantanée  de  cette  intersection  est  toujours  la 
même,  puisqu'elle  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  ces  inclinaisons. 
Cette  ligne  a  donc  un  mouvement  uniforme  pendant  lequel  les  orbites 
conservent  la  même  inclinaison  sur  le  plan  fixe. 

La  position  de  ce  plan  est  facile  à  déterminer,  puisqu'il  ne  s'agit  que 
de  diviser  l'angle  de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  en  deux  angles 
©  et  9',  tels  que  l'on  ait 

m  y/â  sin  9  =  m' y/ô^  sin  9', 
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d'où  l'on  tire,  en  désignant parir  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites, 

m\/a-\-  /n'y/a' cost: 

On  a  donc  ainsi  la  solution  la  plus  simple  du  problème  dans  lequel 
on  se  propose  de  déterminer  le  mouvement  des  deux  orbites.  Ce  pro- 
blème a  déjà  été  résolu  par  M.  de  la  Grange,  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  pour  l'année  1774;  mais  la  solution  de  cet  illustre  géomètre  est 
assez  compliquée;  elle  suppose  d'ailleurs  que  l'inclinaison  mutuelle 
des  deux  orbites  reste  toujours  la  même,  ce  qu'il  était  indispensable 
de  démontrer. 

XXIII. 

Sur  le  mouvement  d'un  système  de  corps  qui  s'attirent  mutuellement 
suivant  une  loi  quelconque. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  système  de  deux  corps  soumis  à 
leur  attraction  mutuelle  peut  être  résolu  exactement;  mais,  lorsque  le 
système  est  composé  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  corps,  le 
problème,  dans  l'état  actuel  de  l'analyse,  ne  peut  être  résolu  que  par 
approximation.  Voici  cependant  quelques  cas  où  il  est  susceptible 
d'une  solution  rigoureuse. 

Si  l'on  conçoit  les  différents  corps  disposés  de  manière  que  les 
résultantes  des  forces  dont  chacun  d'eux  est  animé  passent  par  le 
centre  de  gravité  du  système,  et  que  ces  diverses  résultantes  soient 
proportionnelles  aux  distances  respectives  des  corps  à  ce  centre,  alors 
il  est  clair  que,  en  imprimant  au  système  un  mouvement  angulaire  de 
rotation  autour  de  son  centre  de  gravité,  tel  que  la  force  centrifuge  de 
l'un  quelconque  de  ces  corps  soit  égale  à  la  force  qui  le  sollicite  vers 
ce  centre,  tous  les  corps  continueront  de  se  mouvoir  circulairement 
autour  de  ce  point,  en  conservant  entre  eux  la  même  position  res- 
pective, en  sorte  qu'ils  décriront  des  cercles  les  uns  autour  des  au- 
tres. 
Les  corps  étant  dans  la  position  précédente,  si  l'on  conçoit  que  le 

OEuvres  de  L.  —  XI.  7® 
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polygone,  aux  angles  duquel  on  peut  toujours  les  imaginer,  varie 
d'une  manière  quelconque,  en  conservant  toujours  une  figure  sem- 
blable, il  est  visible  que,  la  loi  de  l'attraction  étant  supposée  comme 
une  puissance  n  de  la  distance,  les  résultantes  des  forces  dont  chaque 
corps  est  animé  seront,  dans  les  différentes  variations  du  polygone, 
proportionnelles  aux  puissances  /^'éiues  ^^^  distances  des  corps  au  centre 
de  gravité  du  système.  Gela  posé,  concevons  que  Ton  imprime  aux 
différents  corps  des  vitesses  proportionnelles  à  leurs  distances  à  ce 
centre,  et  dont  les  directions  soient  également  inclinées  aux  rayons 
menés  de  ce  point  à  chacun  des  corps,  alors  les  polygones  formés  à 
chaque  instant  par  les  droites  qui  joignent  ces  corps  seront  sembla- 
bles; les  corps  décriront  des  courbes  semblables,  soit  autour  du  centre 
de  gravité  du  système,  soit  autour  de  l'un  d'eux,  et  les  courbes  seront 
de  la  même  nature  que  celle  que  décrit  un  corps  attiré  vers  un  point 
fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  puissance  w'*^""^  de  la  distance. 
Pour  appliquer  ces  théorèmes  à  un  exemple,  considérons  trois 
corps  dont  les  masses  soient  m,  m'  et  m"  et  qui  s'attirent  suivant  la 
puissance  n  de  la  distance.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  de  m,  rap- 
portées au  plan  qui  joint  ces  trois  corps  et  au  centre  de  gravité  du 
système  ;  soient  x'  et  j' les  coordonnées  de  m',  et  x"  eiy"  celles  de  m". 
La  force  qui  sollicite  m,  parallèlement  à  l'axe  des  x,  sera 

m' r"-'' {œ  —  x' )  -h  m" r'"-^(x  —  x"), 

r  étant  la  distance  de  m  à  m',  etr'  étant  la  distance  de  m  à  m!' .  La  force 
qui  sollicite  w,  parallèlement  à  Taxe  des  y,  sera 

Pareillement  la  force  dont  m'  est  animé,  parallèlement  à  l'axe  des  x^ 
est 

r"  étant  la  distance  de  m!  à  m!'\  la  force  qui  le  sollicite,  parallèlement  à 
l'axe  des  r,  sera 
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enfin  la  force  qui  sollicite  m",  parallèlement  à  l'axe  des  x,  sera 

/«/'-'  (a:"—  a-)  -t-  m' /•"«-' (.r"—  x'), 

et  celle  qui  le  sollicite,  parallèlement  à  l'axe  des  v,  sera 

Maintenant,  pour  que  la  résultante  des  deux  forces  qui  sollicitent  w, 
parallèlement  aux  axes  des  x  et  des  y,  passe  par  le  centre  de  gravité 
du  système,  il  est  nécessaire  que  ces  forces  soient  dans  le  rapport  de  a; 
à  r;  on  aura  donc 

m'i-^-^x  —  x')  -i-  m"r'"-^{x  —  x")  —Kx, 

m'r"-*{y—y')  +  m"  r'"-^  {y  —  y")  =  Ky, 

K  étant  une  quantité  quelconque  variable  ou  constante.  Dans  ce  cas, 
la  force  qui  sollicite  m  vers  le  centre  de  gravité  du  système  sera 
K  \fx-  -h  y- .  On  aura  pareillement,  en  considérant  les  forces  dont  m' 

est  animé, 

mr"-^ {x'  —  x)  +  m" r""~'  {x' ~  x")  —  K' x' , 

,nr"-'{y'—y)  +  m"r""-U^y''-  y")  =  K'/, 


ce  qui  donne  K'  \'x"--hy'-  pour  la  force  qui  sollicite  m'  vers  le  centre 
de  gravité  du  système.  Pour  que  cette  force  soit  à  celle  qui  sollicite  le 
corps  m  dans  le  rapport  des  distances'  des  deux  corps  à  ce  centre,  il 
faut  que  l'on  ait  K  =  K' ;  et,  comme  on  doit  appliquer  le  même  résultat 
aux  forces  dont  le  corps  m"  est  animé,  on  aura  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

/  m'r"-^(x  —^' )  +  /«"/•'"-'  (x  --x")  —  Kx, 

(a)    '  lmr''-^{x'  —  x)-^m"r">'-^{x'—x'')  —  l^x\ 

\  mr"'-'{x"—x)  + /n' /•'"'■' (x"— a-')  r=K.r\ 

En  changeant  dans  ces  équations  x,  x',  x"  en  v,  j',  y",  on  aura  celles 
qui  sont  relatives  à  ces  trois  dernières  variables. 

Les  équations  précédentes,  multipliées  respectivement  par  m,  m', 
m"  et  ajoutées  ensemble,  donnent 

o  ^=z  m  X -\- m' x' -i- m" x\ 
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équation  qui  résulte  pareillement  de  la  nature  du  centre  de  gravité. 
Cette  équation,  combinée  avec  la  première  des  équations  {a),  donne 

En  supposant  donc  /-  =  r' ,  on  aura 

K  =  (  /«  H-  m'  +  m" )  r"^-K 

Si  l'on  suppose,  de  plus,  r=  r",  les  deux  dernières  des  équations  {a) 
donneront  la  même  expression  de  K;  d'où  il  suit  que,  dans  la  suppo- 
sition de  r=ir'=^r",  cette  expression  satisfait  aux  équations  {a)  et 
aux  équations  semblables  en  j,  y'  et  y". 

Si,  dans  cette  supposition,  on  nomme  s,  s',  s"  les  distances  respec- 
tives des  corps  //^,  m! ,  tu",  au  centre  de  gravité  du  système,  les  forces 
qui  sollicitent  ces  corps  vers  ce  point  seront  Ki-,  K^',  K/';  ainsi,  en 
imprimant  à  ces  trois  corps  des  vitesses  proportionnelles  à  s,  /,  s",  et 
dont  les  directions  soient  également  inclinées  sur  ces  rayons,  on  aura, 
durant  le  mouvement,  r  =  r'=^  r",  c'est-à-dire  que  les  trois  corps  for- 
ment toujours  un  triangle  équilatéral  par  les  droites  qui  les  joignent; 
ils  décriront  des  courbes  parfaitement  semblables  autour  de  leur 
centre  de  gravité  et  autour  les  uns  des  autres. 

La  force  qui  sollicite  m  étant  égale  à  K^,  elle  sera 

{m  H-  m'+  m") /•«-*. y; 

or  on  a  . 

{m  +  m' -{-  m") s 


y//?z'^  4-  m' ni"  -h  m"^ 

ainsi  l'expression  de  la  force  qui  sollicite  m  vers  le  centre  de  gravité 
du  système  sera 

{m  ~\- m' -h  m")"' {/n'^-h  m'm"-i- m"^)    ^   s". 

Dans  le  cas  de  la  nature  où  n=^  —  i,  cette  force  fera  décrire  une 
section  conique;  ainsi  les  trois  corps  décriront  trois  sections  coniques 
semblables  autour  du  centre  de  gravité  du  système,  en  formant  con- 
stamment entre  eux  un  triangle  équilatéral,  dont  les  côtés  varieront 
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sans  cesse  et  s'étendront  même  à  l'infini,  si  la  section  est  une  para- 
bole ou  une  hyperbole. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  quantités  r,  r',  r"  ne  soient  pas 
égales  entre  elles,  que  /•,  par  exemple,  ne  soit  pas  égale  à  r\  et  repr«'- 
nons  l'équation 

.r[m' /•"-'+  {m  4-  m")/-"'-']  +  m"a:'(/-"'-'  —  /•"-')  —  Kx, 

on  aura  une  équation  semblable  entre  y  et  y,  d'où  l'on  tirera 

ainsi  les  deux  corps  m  et  m'  sont  sur  la  même  droite  q^ie  le  centre  de 
gravité  du  système,  ce  qui  exige  que  les  trois  corps  m,  m'  et /w"  soient 
sur  une  même  droite.  Prenons,  à  un  instant  quelconque,  cette  droite 
pour  l'axe  des  abscisses;  supposons  les  corps  rangés  dans  l'ordre  m, 
m',  m\  et  que  leur  centre  commun  de  gravité  soit  entre  m  et  m'.  Soit 

X' ^= —  [KX,'  x"^=i  —  VJ7; 

les  deux  premières  des  équations  («)  donneront 

K  =  ^"-'[m'(H-/jt)''-+-m"(i.  +  v)"], 
jx[m'(H- jJi)"-f-m"(i  +  v)«]=rm(n-jji)''— m"(v  — fjL)". 

Soit 


nous  aurons 
par  conséquent 
mais  l'équation 

donne 

d'où  l'on  tire 


i  +  y  =  (H-[ji)(H- j), 
]jL[m'+  /w"(i  -h  5)"]  =  m  —  m"z" 


mx  -\-  m'x'  -\-  m" x" 


o  ■==.  m  —  m  \x.  —  m  V, 


m  —  m  z 

t^=  m' -^  m" -h  m" z' 


on  aura  donc 

{m  —  m"z)[ni'-{-m"{i  -+-  s)"]  =  [m'+  /n"(i  -H  z)]  (m  —  m'z"). 
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Dans  le  cas  de  la  nature  où  ^  =  —  2,  cette  équation  devient 

o  =  mz-'lii  -i-  zy  —  1]  -  m' (i  ^  zy  {i  —  z^)  —  m"\{i  -\-  z)'  —  z'], 

équation  du  cinquième  degré,  et  par  conséquent  susceptible  d'une 
racine  réelle;  et  comme,  dans  la  supposition  de  5  =  0,  le  second 
membre  de  cette  équation  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans  le 
cas  de  z  infini,  z  a  nécessairement  une  valeur  réelle  et  positive. 

Si  l'on  suppose  que  m  soit  le  Soleil,  m'  la  Terre  et  m"  la  Lune,  on 
aura  à  très  peu  près 


3 /m' 


-h  m 

j 

m 


ce  qui  donne  s  égal  à, —^environ.  Donc  si,  à  l'origine,  la  Terre  et  la  Lune 
avaient  été  placées  sur  une  même  droite  avec  le  Soleil  à  des  distances 
respectives  de  cet  astre  proportionnelles  à  i  et  à  i  4-7^0;  si,  de  plus, 
on  leur  avait  imprimé  des  vitesses  parallèles  et  proportionnelles  à  ces 
distances,  la  Lune  eût  été  sans  cesse  en  opposition  avec  le  Soleil;  ces 
deux  astres  se  seraient  succédé  l'un  à  l'autre  sur  l'horizon;  et  comme, 
à  cette  distance  de  la  Terre,  la  Lune  n'aurait  point  été  éclipsée,  sa 
lumière  eût,  pendant  les  nuits,  remplacé  la  lumière  du  Soleil. 

Je  dois  observer  que  M.  de  la  Grange  a  déjà  résolu  ces  problèmes, 
dans  le  cas  de  trois  corps  et  de  n  =  —  2;  mais  j'ai  cru  que  les  Géo- 
mètres verraient  avec  plaisir  le  principe  général  dont  ces  solutions 
dépendent,  quels  que  soient  le  nombre  des  corps  du  système  et  la 
puissance  de  la  distance  suivant  laquelle  ils  s'attirent. 


FIN  DU  TOME  ONZIÈME. 
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